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数学 奥林匹克 是 对 青少年 极其 有 益 的 一 项 活动 . 它 通过 
科学 与 趣味 相 统 一 的 丰富 多 彩 的 题目 ,使 许 许多 多 的 优秀 学 
生 在 中 学 时 期 就 经 受 了 考验 ,接受 了 各 种 现代 数学 思想 的 十 
陶 , 使 他 们 提高 了 能 力 , 增 长 了 知识 ,开阔 了 眼界 .数学 奥 林 
匹克 活动 的 广泛 开展 ,不 仅 丰富 了 中 学 生 的 课外 活动 ,促进 
了 中 学 数学 教学 的 改革 ,而 且 发 现 和 培养 了 一 大 批 有 才能 的 
青年 ,这 些 青年 将 成 为 我 国 科学 界 在 下 个 世纪 赶 超 世 界 先进 
水 平 的 中 坚 力量 . 

数学 竞赛 中 没有 失败 者 .虽然 每 年 参加 中 国 数学 奥 林 匹 
克 的 选手 百 余 人 ,作为 国家 队 出 国 参加 国际 数学 奥林匹克 的 
选手 也 只 有 六 人 ,但 是 ,那些 因为 运气 不 佳 ,培训 不 足 , 见识 
不 广 或 临场 发 挥 不 理想 等 因素 而 没有 获胜 的 学 生 也 不 是 失 
败 者 .他 们 在 参加 竞赛 及 培训 中 所 培养 起 来 的 求解 难题 的 兴 
趣 和 和 欲望 , 那 种 永 不 满足 , 勇 攀 高 峰 的 精神 ,分 析 问 题 的 严密 
的 逻辑 思维 ,解决 问题 的 灵活 多 样 的 应 变 能 力 以 及 对 现代 数 
学 思想 的 理解 和 积累 , 正 是 进行 成 功 的 科学 研究 并 在 将 来 成 


为 科学 家 的 必要 条 件 . 因此 说 ,这 远 比 在 一 次 竞赛 中 获胜 更 


为 宝贵 .他 们 中 的 许多 人 进入 大 学 后 成 为 学 习 尖 子 , 有 些 人 
正在 攻读 硕士 和 博士 学 位 并 成 为 数学 研究 队伍 中 的 后 起 之 
秀 , 就 是 最 有 力 的 证 明 . 即 使 对 于 那些 进入 大 学 后 改 学 其 他 
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专业 的 学 生 ,他 们 也 将 因 思维 敏捷 ,头脑 灵活 ,勇于 创新 和 具 
有 较 强 的 数学 能 力 而 使 自己 终身 受益 . 因此 ,数学 奥林匹克 
必 将 继续 下 去 ， | 

数学 奥林匹克 已 有 一 百 多 年 的 历史 , 且 越 来 越 受到 重 
视 ,现在 ,每 年 举办 数学 奥林匹克 的 国家 和 地 区 已 超过 70 
个 .已 有 的 竞赛 题目 成 千 上 万 ,其 中 构思 独特 、 新 颖 别致. 灵 
活 深 秆 的 题目 有 几 千 道 之 多 ,而 且 还 在 以 每 年 儿 百 道 的 速度 
继续 增长 .这 些 题目 散 载 于 国内 外 的 各 种 书籍 与 杂志 之 中 ， 
任何 个 人 手中 的 资料 都 很 不 完整 ,使 用 起 来 极 不 方便 . 这 次 
河北 少年 儿童 出 版 社 洲 请 国内 数学 奥林匹克 界 的 专家 、 教 授 
和 高 级 教练 员 共 同 精 选 了 国内 外 数学 奥林匹克 的 试题 并 给 
出 精辟 、 准 确 的 解答 ,编写 了 这 套 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 
辞典 》 这 是 一 次 很 有 意义 的 壮举 ,是 一 项 艰苦 而 又 巨大 的 工 
程 ,是 我 国 数学 奥林匹克 事业 的 一 项 基本 建设 .本 书 的 出 版 ， 
必 将 推动 我 国 的 数学 奥林匹克 事业 稳步 地 向 前 发 展 ,有 助 于 
我 国 在 国际 数学 奥林匹克 中 保持 优势 , 立 于 世界 数学 强国 之 


” 林 , 就 此 我 以 兴奋 的 心情 对 这 套 解 题 大 辞典 的 出 版 表示 热烈 


的 祝贺 ,并 对 在 此 书 编写 过 程 中 付出 辛勤 劳动 的 各 位 作者 和 


出 版 过 程 中 做 出 多 方面 努力 的 编辑 人 员 及 支持 本 书 出 版 的 


各 位 领导 表示 赴 心 的 感谢 . 
近 10 年 来 ,我 国学 生 在 国际 数学 奥林匹克 中 不 断 取得 


”好 成 绩 ,我 国 所 提供 的 候选 题 也 接连 被 选 为 试题 ,这 是 值得 
高 兴 的 事情 .但 是 ,我 们 也 应 清醒 地 看 到 ,与 一 些 先进 国家 相 “一 


比 ,我 国 开展 数学 奥林匹克 和 参加 国际 数学 奥林匹克 的 时 间 
毕竟 不 长 ,这 方面 的 资料 也 不 很 完全 . 因此 ,这 套 辞 典 的 内 容 
也 是 不 很 完全 的 .- 此 外 ,以 后 每 年 新 出 现 的 竞赛 题目 也 要 补 


充 进来 . 希望 大 家 继续 努力 ,不 断 完 善 这 套 大 辞典 的 内 容 , 为 


数学 奥林匹克 事业 做 出 新 贡献 . 
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第 一 章 ”线段 . 角 或 踊 相 等 


(一 ) 线 段 相 等 


1. 三 角形 中 的 线段 相等 问题 


1.1 已 知 :等 边 人 ABC ,延长 BC 到 万 ,延长 BA 到 瓦 , 且 使 AE = 
_BD, 连 CE、DE. 求 证 :CE= DE. 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[证 ] 在 BD 延长 线 上 取 点 下 使 DF= BC 
(如 图 ). 
则 BE= BA+ AE= BC+ BD= DF+ \ 
BD = BF. 1 
又 人 B=60°, 知 全 BEF 为 等 边 三 角形 . \ 
LF=/B=60°,8 FEF= BE. 
在 人 BCE 与 人 AFDE 中 , BC = DF, 一 B 
=AF,X BE= EF, 则 人 A BCE@A FDE. 
CE = DE. 
1.2 如 图 ,已 知 : 和 ABD= 人 人 ACD =60" ,一 ADB 


b C 


= 90° — 一 BDC. 求 证 :人 ABC 是 等 腰 三 角形 . 2 D 
(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
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[证 ] 延长 CD 到 EE, 使 DE = BD, 连 接 


一 4DB=90 — 7 ZBDC, 


AD 平分 人 BDE. 
人 人 ABDSQA AED. 
则 有 ABD= 人 E=60',，AB= AE. 
在 全 ACE 中 ,人 ACE= 人 E=60", 则 全 ACE 是 等 边 三 角形 ,所 以 
AB= AC, 即 全 ABC 是 等 腰 三 角形 . 
1.3 在 等 腰 直 角 三 角形 ABC 的 两 直角 边 CA .CB 上 分 别 取 点 万 、 
下 ,使 CD= CE, 从 点 C.D 引 直线 AE 的 垂 线 ,这 两 条 垂 线 的 延长 线 分 
别 交 斜 边 AB 于 K 、L. 求 证 : KL = KB. 
(第 8 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 延长 AC 到 下 ,使 CF = CE. 连 BF， 
A “ce 则 全 ACES2 人 入 BCF. 
“. LFBC= /CAE= ZECK. 
.. FB/ CK. 
又 CK/DL, .:. FB/CK/ DL. 
* CF=CD, .. KB= KIL. 
1.4 锐角 和 ABC 中 ,BD 和 CE 是 其 相应 边 上 的 高 .分 别 过 顶点 
B 和 C3 引 直 线 ED 的 垂 线 BF 和 CG , 垂 足 为 下 .G. 求 证 : EF = DG. 
(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 题 设 知人 人 BEC = 人 BDC = 
90°, 从 而 
B.C、DE 四 点 共 加 ,日 BC 中 点 O 为 
其 圆心 . 
过 器 作 OHJLDE 于 H, 则 EH= HD. 
又 BF/ OH/ CG,BO= OC, 
FH= HG. 
EF= FH- EH= HG ~ HD= DG. 
1'5 在 和 ABC 中 ,一 C 为 直角 ,A= 30", 分 别 以 AB 、AC 为 边 
在 合 ABC 的 外 侧 作 正人 ABE 和 正 全 ACD, 征 DE 与 AB 交 于 下 .求证 : 





4 
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EF = FD. 


(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[证 1] 过 DD 作 DG/ FA 交 EA 的 延长 线 





于 G. 6 

LBAE=60°, LCAD=60", C 4 

LBAC= 30°, \ 

DAG = 30°". ， 

LBAD=30°+60°=90°, BL DG/ FA. DM 

/ADG = 90". 6 
又 AD=AC, .. A 人 ABCQAAGD. 

AG=AB=AE，..， 有 4A 是 EG 中 点 . . p 
AF/JDG, .:. EF=FD. 网 
[证 2] 过 玉 作 EG LAB 于 G, 于 是 1 

人 EBGSEA ABC. pgZ 或 

EG=AC= AD. a 和 
又 LDAF=/DAC+ALCAF C 4 等 


=60° +30°=90°= ZEGF, 
日 LEFG= LDFA, 
人 EGFOADAF. 
EF= FD. 
1'6 锐角 入 ABC 的 高 交 于 点 O. 在 线段 OB 和 OC 上 各 取 点 B， 
和 Ci, 使 得 AB1C= 了 AC1B=90". 求 证 :AB = ACI. 
(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 如 图 ,在 直角 公 ABIC 和 直角 
全 ABC 中 ,由 射影 定理 可 知 
AC1 = AC,* AB, 
AB1= AB,' AC. 
又 LCC,B= /BBC= 90°, 
…B,C,B2,C 四 点 共 圆 ,内 制 线 定理 得 
AB,*: AC = AC,: AB. 
因此 AC?= AB?， 
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印 - 4CI=ABI. 
1.7 过 和 ABC 的 项 点 B 在 形 外 引 直 线 BM 和 BN, 使 人 人 ABM = 


CBN. 点 A 关于 直线 BM 的 对 称 点 是 Al, 点 C 关于 直线 BN 的 对 称 
Ah, 点 是 Ci. 求证 :AC1 = AlC. 
M (莫斯科 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

A [证 ] 如 图 , 依 题 设 ， 

。 AiB=AB，BC= BC 
AIBC =2ABM+ 一 ABC 
=2ACBN+ /ABC= /ABC) 
AAIlBCSLA ABC, 

故 A1C= ACI. 
1.8 试 证 :经 过 梯形 的 对 角 线 的 交点 以 及 两 腰 延 长 线 的 交点 的 直 


线 平分 两 底 . 


a 竟 己 


N 
Ci 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[证 ] 设 AB 和 CD 分 别 是 梯形 ABCD 的 
下 底 和 上 底 . O 是 对 角 线 的 交点 ,P 是 两 腰 的 延 
长 线 的 交点 . M 和 NN 是 直线 PO 与 两 底 AB 和 


CD 的 交点 .如 图 . 
AM_MP_MB AM MO_MB 





AM_DN AM_NC 
MB NC’ MB DN 
因此 (YX) =1. 故 AM = MB. 
同 理 可 证 ”DN = NC. 
) 1.9 如 图 , 设 线段 AB 的 中 点 为 M, 从 AB 
上 男 一 点 C 问 直 线 AB 的 一 侧 引 线段 CD; 令 CD 
: Re 的 中 点 为 N, BD 的 中 点 为 P, MN 的 中 点 为 Q. 
性 SN 求证 :直线 PQ 平分 线段 AC. 
EM ¢ BR (中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 直线 PQ 交 AC 于 EE, 连 NP, 因 
N,P 吕 分 别 为 CD、BD 的 中 点 , 故 NP/ CB.、 
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在 全 QNP 与 人 QME 中 ， 

NP/ EM, QN = QM, 

故 和信 QNPQA 人 QME, .. QP= QE. 

连 NE .MP, 则 EMPN 为 平行 四 边 形 ， 

从 而 NE/ MP. 

连 4D ,在 全 BAD 中 ,M、P 分别 为 AB、BD 
的 中 氮 ， 

故 MP/ AD, 于 是 NEV AD. 

从 而 ,在 全 ACD 中 ,E 为 AC 中 点 , 即 直 线 PQ 平分 线段 AC. 

1*10 已 知 :线段 MN 的 两 个 端点 在 一 个 等 采 三 角形 的 两 个 腰 
上 ,过 MN 的 中 点 S 作 等 腰 三 角形 的 底 边 平行 线 , 交 两 腰 于 点 K 和 LL. 
求证 :线段 MN 在 三 角形 底 边 上 的 射影 等 于 线段 KL. 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[证 ] 本 题 只 需 对 MN 不 平行 等 腰 三 角形 


底 边 的 情形 加 以 证 明 . 
设 BC 为 等 腰 公 ABC 的 底 边 ,又 设 ” 一 AKL 人 


=a, LAMN=B, ANSL=w, AMNL=7Y. x 个 | 


在 全 MKS 和 公 NLS 中 ,由 正弦 定理 得 
sina 


Sine 





证 1 梁 


上 
段 
或 
区 
相 
4 








， . + . . 
SL= SN.SDY - ‘Sin(a+ w) w) _ .Sin(a + w) w) 
sina sina sine 

， _ 1 
KL = KS+ SL= MS.sinte 二 汪 ) 十 sinta 十 四 ) 
Sina 
2sina cosw 


= MS : =2MScosw 
= MNceosw. 
由 于 w 是 MN 与 人 ABC 的 底 边 的 夹 角 , 所 以 MN 在 三 角形 底 边 
上 的 射影 等 于 线段 KL. 


1.11 在 全 ABC 内 部 取 一 点 P. 在 边 AC 和 BC 上 各 取 一 点 M 与 
L, 使 得 人 PAC = 人 人 PBC ,人 PLC = 人 PMC = 90',D 是 边 AB 的 中 点 ， 
求证 : DM = DL. 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
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[证 ] 设 王 , 下 分 别 是 AP 和 BP 的 中 点 . 则 
DE 和 PDF 是 人 APB 的 中 位 线 . 
所 以 四 边 形 DFPE 是 平行 四 边 形 
在 直角 三 角形 BPL 中 ， 
下 是 斜 边 PB 的 中 点 ， 


FL=3 PB= PF= DE. 


ee 汪 





同 理 在 直角 三 角形 APM 中 ,EM~ 广 PA= EP- PDF 

又 LPEM=2/ EAM=2/FBL= /PEL. 

由 DFPE 是 平行 四 边 形 得 人 PED = 人 PFD. 

令 a=APEM+ /PED= /PFL+ LPFD. 

若 a>180", 则 取 LPEM + PED= /PFL+ 人 PFD=360"-a. 

石 a=180`, 则 玖 在 DM 上 ,下 在 DL 上 ,此 时 有 DM = ME +DE 
= DF+LF=DL. : 

车 a 关 180, 则 人 EPDM 人 AFDL.， 

DM= DL. 

1*:12 在 人 ABC 中 , 设 工 是 经 过 顶点 C 且 与 AB 平行 的 一 条 直 
线 . 人 A 的 平分 线 与 BC 边 交 于 DD, 与 L 交 于 EE. 人 人 B 的 平分 线 与 AC 边 
交 于 下 ,与 上 交 于 G. 着 GF= DE ,求证 :AC = BC. 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 设 BG 与 AE 交 于 天 ,一 CA4B 
L =2a,CB4=28. 
如 果 AC 关 BC, 不妨 设 BC > AC , 则 























a>8p, 从 而 
AK<BK, AF< BG. 
BG:CF _ BG _ BG > AE 
CF+rFA FA AB AB 
1+ 二 1 1+ 人 人 
CF BC AC 
AE AE:DC 
= BD Bc = DE. 


与 已 知 GF= DE 矛盾 ,所 以 AC = BC. 
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1'13 设 P、Q 为 线段 BC 上 两 定点 , 且 
BP= CQ,A 为 BC 外 一 动 点 (如 图 ). 当 点 A 运 
” 动 到 使 BAP = 人 CAQ 时 ,全 ABC 是 什么 三 角 
形 ? 试 证 明 你 的 结论 . 
”” 《中 国 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) [ 
[ 解 ] 当 人 BAP=ACAQ 时 ,人 ABC 为 等 8 PP 10 
腰 三 角形 - 
， . .SAABP 
[证 1] : SA ABP = 9AA4co， 一 
即 AB.: APsin BAP _ AB: AP 
AC:AQsin CAQ AC:AQ 
故 AB:AP= AC:AQ. 个 
同 理 由 Saao=Secap 得 
AB:AQ= AC'AP © 
x@, 得 AB*=AC*， 有 AB= AC. 
人 ABC 为 等 腰 三 角形 . 
[证 2] 用 反 证 法 .假定 AB 关 AC, 不 妨 设 AB> AC. 则 人 B< 
LC. 
从 而 QPA< 人 AQP, 得 AP>AQ. 四 
设 BAP=C4Q = a， 


3 


SAaAcQ 





= 


基站 
娘 1 洲 


或 
站 
相 
等 





sinB sing sina sinC 
AP sinB AC 
AQ sinC AB: 
4P.4B=A4C.4Q. 
AB>AC, .. AP<AQ. 由 
四 .@ 两 式 矛 盾 ， .. AB= AC. 
1.14 设 4A4 BBCCI 为 锐角 和信 ABC 的 3 条 高 ,日 为 垂 心 ,已 
知 SaBi HC, = DBA HC, ,求证 :全 ABC 为 等 腰 三 角形 . 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 
[证 ] 若 AC 关 BC, 不 妨 设 AC > BC. 


CC AB, .. AC,>BC.. 
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3 己 


，， AH> HB, SaaciH> DABCIH,) 
又 '” 人 AHBIWA BHA,, 
2 A 0 Saat) >SeBHAi， 

Saac HB > SABA, HC ,此 与 已 知 了 矛盾 . 
.AC= BC. 即 人 ABC 为 等 腰 三 角形 . 
1.15 人 ABC 有 以 下 性 质 :存在 一 个 内 点 
P, 使 人 PAB = 10", PBA = 20', PCA = 30°", 人 PAC = 40". 斌 证 : 
人 ABC 是 等 腰 三 角形 .. 

(美国 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[证 ] 作 AC 边 上 高 BD, 又 作 AQ 使 
了 QAD=30", 其 中 AQ 交 BD 于 Q. 

连 PQ, 设 PQ 交 AC 于 C.. 

LBAD= 10°+40°=50", 
/ABD = 90° - 50° = 40", 

又 /PBQ =40' -一 PBA 

=20°= /PBA, 
自 PAQ=/PAC- /QAD=10 = 人 PAB, 
从 而 知 P 是 人 ABQ 的 内 心 . 


又 LPQA= LPQB= (180 -40 ~20") =60", 


是 ' 人 LPCA=/PQA- /QAC=30", 
PCA=30", 故 C 与 C 重合 . 
从 而 ”QA = QC, 即 QD 平分 AC, 因 而 AB = BC. 
1°16 试 证 :全 ABC 两 腰 AB .4AC 相等 的 充分 
A 必要 条 件 是 人 B 及 一 C 的 平分 线 相等 . 
E D (中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] (必要 性 ) 
B C LAB=AC， 
、 / ， LAABC= /ACB, /ABD= /LACE, 
‘3 又 LAA=_/A, 
于 是 人 ABDS 宅 和 ACE. 
BD= CE. 





10 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 


(充分 性 ) 用 反 证 法 . 
[法 1] 令 人 ABD= 人 CBD= 8B， 


LACE= 人 BCE=7, 并 作 BF/ AC， CF/ BD. 


厅 8>7, 则 在 会 BCE 和 个 CBD 中， 

BC=BC, BD=CE, .. CD>BE， 

即 BF>BE. 但 CE=CF， 

“. LCEF= /CFE, 

而 1=180°-28-7y-LCEF, 

又 A2=180° -2y7-B- ALCFE, 
LA1</2, BE>BF. 


这 就 得 到 矛盾 因此 不 能 有 8> 7 


同 理 可 证 不 能 有 8< 7. 
于 是 8=7Y，28=27. 

故 有 AB= AC. 

[法 2] 由 角 平 分 线 长 公式 知 


2 








BD* = ca 一 





CE’= ab — 


帝 造 宜 洱 小” 深 流 


志 1 小 


CD2r 
(a+c)2 (a 二 
b 
2 一 _ ~ ~” -~ 
BD2 -CR2=afkc b) + abe | 于 | 
若 c>5, 则 ec--65b>0， 





一 一 > 
(at+b) (at+c)2 
于 是 BD -CE>0 有 BD>CE; 
若 c<b, 则 BD< CE. 
均 与 已 知 条 件 矛 盾 . 
故 = 
1*17 已 知 :一 个 三 角形 三 个 角 的 比 为 1:2:4， ,求证 : 角 平 分 线 与 
对 边 的 交点 是 一 个 等 腰 三 角形 的 顶点 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 于 三 角形 三 个 角 的 比 为 1:2:4, 则 三 内 和 角 为 


A 27x 4x 
A= 一 ， B=—,， 一 一 . 
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sk 言 已 


8 设 z= 字 ,于 是 


F A=2xr, A B=4rx, LC=87x. 
Dp 设 AD、BE、CF 分 别 是 A, 人 B， 
1 pa 了 C 的 平分 线 , 了 为 内 心 . 
作 直 线 Bf | CF 交 AC 于 上 


由 于 CF 是 人 人 C 的 平分 线 , 则 B 与 J 关于 CF 对 称 . 因为 
LBCF + /CBI -= =7x， 


而 BCE=47z， 
则 ACBI=3x, IBI=x. 
. DB=/IB=z, 


LEVY=AUB+ALIBI=27., 
LE1=/IBC=2r= /EI. 
LIEC= AHI+AEN=4r= /ICE. 
LCD= LICA+/ IAC=57x, 
CDI=x-4x-5r=57r= /CID 
于 是 有 JE=EI=4C=CD, 故 CE=C-JE=CB- CD=DB. 
又 ACBF=/ABCF=4x, .. BF= CF. 
在 全 FBD 和 全 FCE 中 ， 
CE= BD, BF=CF, AFBD= /AFCE=47,; 
AFBDSEAFCE 有 FD=FE. 
因此 ,人 DEF 是 等 腰 三 角形 . 
1*18 已 知 : 和 全 4BC 与 人 A1BIC 中 ,人 A=LB,AB= 人 LO, 
且 AB= A1B1,CA == BiICI. 求 证 :人 ABC 与 人 A1BIC| 都 是 等 腰 三 


角形 . z 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
A B: . [证 ] 由 设 公 ABC 与 
ABIAIC! 中 , BA = AiB,,， 

LA=LBi, AC= BC,, 
| 4 . 人 ABCQABIAIC,, 


知 ZB=/Ai,LC= 人 LG. 
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又 LAB=/C, .. AB=ALAC, 则 AB= AC. 
已 知 A1Bi1= AB,BIC!= AC， 
A1B1= AB= AC= BiCi, 即 全 ABC 与 A4iBICI 都 是 等 腰 
三 角形 . : 
1.19 在 和 ABC 中 ,a、b 表示 角 A、B 的 对 边 的 长 .已 知 :atgA+ 
人 ,求证 :ao= 6. 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 





btgB=(a+b)tg 


[证 ] 由 已 知 得 

















一 总 





2Rsin 4 sin(A—B) 
或 A 
cosA * cosB cos 2 


故 sin Oe =0 或 sin (A B)=0. 


0<A<x, 0<B<Xx, 





人 








-r<A_B<r  - 工 < 和 -3< 工 


2 2 2 
A-B 


故 得 7 =0, 或 A-B=0, 即 A=B. 


a pp. 
1:20 已 知 :等 腰 入 ABC 底 边 上 的 高 为 A 万 ,从 一 条 边 上 的 一 点 PP 
向 另 两 条 边 作 垂 线 PD .PE ,车 AH= PD + PF， 4 
求证 :和 全 ABC 为 正三 角形 . 
(中 国 江苏 省 南京 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 分 两 种 情况 : E 
(1) 知 己 在 底 边 BC 上 , 连 AP, 则 有 人 pa 
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注 言 沁 





Samc= 二 4B:(PD+ PE)=3AH:BC 
AB = BC. 

从 而 AB= BC= AC. 

(2) 若 PP 在 AB( 或 AC) 上 , 连 CP, 同 理 可 得 
AC= BC= AD. 

从 而 , 公 ABC 为 等 边 三 角形 . 
1'21 者 三 角形 的 三 个 内 接 正方 形 面 积 都 相等 , 则 该 三 角形 为 正 

三 角形 . 





(中 国 江苏 省 数学 竟 赛 ,1996 年 ) 
[证 ] 设 入 ABC 的 面积 为 S, 且 BC 边 上 
的 高 为 h, ,一 边 在 BC 边 上 的 内 接 正 方形 的 边 
长 为 zx( 如 图 ). 则 由 和 人 4BC coAABC， 
aT ho-xr ,,, 2S 
可 得 一 = i ' 推 得 += 记 
同 理 , 可 得 另 两 种 方法 的 内 接 正方 形 的 
边 长 . 因 三 个 内 接 正 方形 面积 均 相等 , 则 
有 
at+h,=b+h,=c+h.,, 
25 2S 2S 








即 a+ 生 =b+ 舍 =c+ 舍 =]. 中 
a 也 C 

由 人 D 式 知 , 正 数 a .bc 适合 方程 z+ 全 = 

当 x 关 0 时 , 有 x Lxr+2S=0. OO) 


故 ac 是 二 次 方程 @@ 的 根 . 但 任何 二 次 方程 至 多 只 有 两 个 相 异 


的 根 ,所 以 a、5b、c 中 的 某 两 数 必 相同 , 设 a = 6. 


大 c 关 a , 则 由 @ 得 (a -oc)=2S( 二 -二 )= 全 (a-6). 


ac 天 0， .. ac=~2S=ahs, .. c=h,. 
这 样 , 公 ABC 就 是 以 人 B 为 直角 的 直角 三 角形 ,6b 边 是 斜 边 ,于 是 
b>>a. 逆 盾 , 克 a=c. 
于 是 ec=p=c， 即 人 ABC 为 正三 角形 . 
1'22 以 任意 全 ABC 的 边 为 底 ,在 形 外 作 底 角 为 30" 的 等 腰 
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入 A'BC. 人 B'CA .人 ChB. 求 证 :全 AB'C' 是 等 边 三 角形 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[证 ] 设 a.b.c 是 人 ABC 的 三 边 ,人 BAC=a, 则 





2 了 4 
C 由 
AC ”= 一 一 一 一 一 = 一 
cos30 V3 V3 Cc B 
2 
,bb 
同 理 4 一 万 B C 
由 余弦 定理 得 ~ 
BC =3[e + b*—26bccos(60°+a)| 上 
第 
1 2 .2 ( 1 V3 . )| 段 _ 
二 -一 | b+c 26bc|— 一 一 、 
3 《 7 Osa 7 sina 下 
-本 [62+c2 一 pcose+23S] 
等 
= [+c -2bccosa) + b?+ c?+4Y3S] 
= (th te tr4y3s) 


其 中 S 是 人 ABC 的 面积 _. 
同 理 可 证 AB2= CA2= (a tt +A), 
故 BC =CAh’=AB.. 
1°.23 设 hl、hs、h3 为 全 ABC 的 高 ,r 为 其 内 切 圆 的 半径 .已 知 : 
Pi +P+A3=9r. 求证 ; 公 ABC 为 正三 角形 . 
“(基辅 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
2S=r(altat+a3)=alhl= ah;= a3hs, 
(ai 十 ao 十 
ho = lt 92 a3) (i=1,2,3) 
Qi ， 
hith>+h;=9r, 
"(artartas) ,rlalt artas) rlatat a 9 


ul 2 QA3 
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3 言 沁 





1 1 i 
(artatay) (二 +t 字 +)=9 


Qt 2 43 
a a al 3 Ad2 3 
(+ 名)+ (+ (于 + 时) -6 
2 dl dad3 ul 他 了 U2 


Qt a2 al 42 . 
但 一 + 一 之 2, /一 ' 一 三 2， 
Ad? a ud ul 


dl 43 2 


a 
及 一 + 一 之 2, 一 + 一 之 2， 
U3 ul 3 U2 
、 VC 42 CI 43 42 43 
其 中 等 号 当 且 仅 当 一 = 一 ,一 = 一 ,一 = 一 时 成 立即 
U2 位 1 3 ul 3 U7 


a$ = as, 
aj >00=1,2,3)， 故 a1=as= a3. 


2. 多 边 形 中 的 线段 相等 问题 


1*24 ” 设 在 是 四 边 形 中 ,经 过 一 组 对 边 中 点 的 直线 同 两 条 对 角 线 
所 成 的 角 相等 .求证 ;这 两 条 对 和 角 线 相等 . 
(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 设 是 四边 形 ABCD 中 对 角 线 AC、 
BD 交 于 点 O. 
AD 中 点 EE、BC 中 点 下 的 连 线 EF 交 AC 于 
M, 交 BD 于 N, 已 知人 OMN = 人 ONM. 取 DC 
, 中 点 K， 


则 EK LAC, FK LBD. 


LKEF= /OMN= AONM= /KFE. 
EK=FK, i 故 AC= BD. 

1*25 给 定 凸 四 边 形 ABCD 与 形 内 一 点 O, 自 人 AOB= 人 COD= 
120°, 目 AO = OB,CO= OD. 设 KK、L、M 分 别 为 线段 AB、BC、CD 的 
中 点 .求证 :(1) KL = LM;(2) 公 KLM 为 等 边 三 角形 . 

(第 58 届 英 斯 科 数 学 竞赛 ,1995 年 ) 

[证 ] (1) 设 BO 与 CO 的 中 点 分 别 为 N 与 P. 
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KN = 上 AO0= BO=LP. , K 


2 2 [之 B 
LN = 方 CO= 广 DO= MP Wl 
上 且 AKNL= /AOC= 120°+ LBOC= r 
BOD= LLPM. 
人 KNLQLPM. 
故 KL= LM. 
(2) 又 LKLM= /KLN+ANLP+APLM 
= AKLN+ /BNL+ANKL 
= /180° ~ LBNK =60". 
故 知 全 KLM 是 顶 角 为 60" 的 等 腰 三 角形 , 即 等 边 三 角形 . 
1.26 ” 凸 四 边 形 ABCD 的 四 个 顶点 满足 :每 一 顶点 至 其 他 三 个 顶 
点 距离 之 和 相等 .试问 该 四 边 形 是 什么 四 边 形 ? 证 明 你 的 结论 . 
《中国 四 川 省 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 该 四 边 形 是 矩形 . 依 题 设 有 
AB +AC +AD =BA +BC +BD =CA +CB +CD =DA +DB +DC. 
上 式 等 价 于 





-给 薄 崇 注水 泽 渤 


4C+AD=BC+DBDBD， 中 
jar-ecya © 

AB+ AC= BD + CD. @ 

D+ 人 多- 得 AD= CB. A : D 


+ 加 -也 得 AB= CD. 

故 ”ABCD 是 平行 四 边 形 . 

D+@-@ 得 AC= BD. 

故 ”ABCD 是 矩形 . 

1:27 给 定 四 边 形 ABCD. 设 4A; 是 点 A 关于 B 的 对 称 点 , Bi 是 
点 召 关 于 C 的 对 称 点 ,Ci 是 点 C 关于 DD 的 对 称 点 ,Di 是 点 吕 关 于 A 
的 对 称 点 . 四边形 EFZH 是 从 四 边 形 ABCD 的 四 边 的 中 点 构成 的 四 边 
形 用 以 上 方式 得 到 的 ,就 像 四 边 形 ABCD 由 ABCD 得 到 的 那样 . 
求证 :四 边 形 EFZH 的 顶点 平分 四 边 形 A;BICID 的 边 . 

” (基辅 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
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[证 ] 设 El1、Fi、Zi1、Hi 分 别 是 AB, 
BC ,CD,DA 的 中 点 ,如 图 , 连 BD. 
取 DiAi 的 中 点 H;, 
BH, LAD ZL HID, 


H2 BDH' 是 平行 四 边 形 . 
Hi H; = DB. 





HIE, 47 DB, 
El 在 HiH, 上 且 EiHi=EiH. . 

“， 万 ,FH 重合 , 即 妃 是 ADi; 的 中 点 . 

同 理 ”可 证 其 他 情形 . 

1*28 四 边 形 PQRS 的 四 边 PQ、QR .RS .SP 上 各 有 一 点 为 A、 
BC、D. 已 知 ;ABCD 是 平行 四 边 形 ,而 且 它 的 对 角 线 和 PQRS 的 对 
角 线 ( 共 四 线 ) 都 交 于 一 点 O ,证 明 :PQRS 也 是 平行 四 边 形 . 

(中 国 北京 市 数学 竟 赛 ,1964 年 ) 

1 [证 ] 用 反 证 法 . 若 PQRS 不 是 平行 四 边 
N 一 形 , 则 其 对 角 线 不 能 互相 平分 , 即 OP、OR 与 
OQ 、OS 两 对 线段 中 至 少 有 一 对 不 相等 . 

不 妨 设 OP < OR ,OQ 科 0OS. 在 OR 上 取 
R OR = OP, 在 OS 上 取 OS’= OQ(S 可 能 与 S 重 
C $s 合 ) ,连结 RS ,那么 ,RS 与 OC 的 交点 C 在 
OC 内 , 故 有 
OC’ < OC. 
由 全 POQ 必 人 ROS” 可 得 ”OC’= OA， 
OA<< OC.， 这 就 与 ABCD 为 平行 四 边 形 矛盾 . 

故 PQRS 应 为 平行 四 边 形 . 

1.29 玉 是 杀 ABCD 边 AB 上 一 点 ,下 
是 CD 上 一 点 . AF 交 FD 于 G,EC 交 FB 于 
末 . 连 结 G .五 , 且 延 长 之 分 别 交 AD 于 工 ， 
交 BC 于 M .求证 :DL = BM . 

(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


B 
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[证 ] 过 EF 分 别 作 EK/AD,FQ/ 上 
ADXLM 于 K.\Q. 





AL AG 
人 入 -一 = 一 一 
由 。 人 ALGoc FQG ,有 OF CF 
AE AG 
人 人 FDG 一 二 一 一 . 
又 由 AFEGcoAFDOG， 有 DE ~ GF 
AL-: AE 
QF DF 
-- DL _ DF .DT = AIF. 
同 理 二 = 41L.DL=QF.EK， 
同 理 CM.MB=QF.EK，… AL:DL = CM.:MB. 
又 ”4L+LD=BM+MC，.:…， DL= BM. 
1.30 “正方形 ABCD 中 ,E 是 CD 的 中 点 ， 全 利 
F 是 DA 的 中 点 . 连 BE 与 CF 交 于 已 .求证 :AP DD C - 
= AB. : 或 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1981 年 ) F '. 
[证 ] 连 BF, 在 全 BCE、 全 CDF 和 和 BAF 等 





中 ，BC = CD= BA， 
LBCE= /CDF= /BAF=90., 


且 CE=PD= 队 = 了 4D， p E n 
“, ABCEQACDFQLABAF. _A 

故 ”AACEB= CFD= 人 BFA. F 

又 LCEB= /ABE, 

“. LCFD= /ABE. 

故 下.A、B.P 四 点 共 圆 ， 4 B 


有 人 APB= 人 BFA. 
又 ABFA=ACFD, 则 LAPB= LABE= /ABP, 
AP= AB. 
1.31 正方 形 A1B1CIDi 在 正方 形 ABCD 内 ,又 As B,C;、D; 
分 别 是 AA1、BB1、CC1、DD'1 的 中 点 . 试 证 :A，B,C,D, 也 是 正方 形 . 
: z (中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] 连 AB1, 且 设 M 为 ABi 的 中 点 ; 连 BC1, 旦 设 N 为 BC 的 
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< 连 AsM, BIN 
yy 


1 
B,M= CN= 了 AB， 


1 
/A 日 AzM= BAN= > Aibi, 


又 AM/AIB, BN/ BICI, 8H 

AiBi | BiCi, 

“, AMj.BN. 
而 BM/AB, CIN/ BC, 有 H 

AB LBC. 

“. BMJ| CN. 
于 是 A, MB,= BNC,, 

人 A, MB, 安 人 B, NCO,, 

有 A,B,= B,C,. 
延长 MB,、C2N 交 于 P, 则 人 A,B,C2= 人 MBC -人 MB,A;. 
又 AMB;C,= /BPC, + /NC,B,, 
用 BPCs 是 直角 ， 且 人 MB;As== NC,B;， 
/A A,B,C; = 90°. 

同 理 可 证 B,C;=D,, B,C;D; = 90". 

故 A,B;C,D, 是 正方 形 . 

注 ” 此 结论 可 推广 到 一 般 正 7 边 形 的 情形 . 

1.32 在 任意 全 ABC 的 边 上 向 外 作 人 BPC, 公 CQA, 公 ARB ,使 得 
LPBC= /CAQ= 45°, /BCP = /QCA = 30°, /ABR = /BAR = 
15°. 试 证 : (1) 才 QRP = 90";(2)QR = RP. 

(第 17 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 


0 C 
SY: [证 ] 以 AB 为 边 向 形 外 作 正 三 角形 ABS. 


高 呈 





人 A 连 RS, CS, 则 
用 六 加 o 0 a 可 必 
一 SA4AR=60 -15 =45°, 日 ASR =30 . 
SA RA 
入 入 ~ 一 一 一 
CQ4ASR4, 有 有 4: 


XX /SAC= /RAQ, 
人 和 人 CASHA QAR, 


Cn 
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故 CSA = 一 QR4， 


ARK _ 4> 
县 QR CS 山 
同 理 可 证 得 CSB= 一 PRB， 

BR_ BS 
且 PR CS. & 


由 于 AS= BS,AR= BR， 所 以 由 中,@ 得 QR = PR. 
LARB=180° ~ 15°—15°=150°, 
QRP =150° ~ (QRA+ LPRB) 
=150°— (LCSR+ /LCSB) 
=150° ~ AASB=150° -60°= 90°. 
1'33 以 人 ABC 的 边 AB 和 BC 为 边 在 形 外 作 正 方形 ABB1A| 和 上 
BCC1B;. 斌 证 :全 ABC 的 高 DB 的 延长 线 是 全 BlBB, 的 中 线 . 段 _ 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 


[证 ] 设 DB 与 B1B, 交 于 
D1, 作 BLE BD 于 E, 作 BF| 
BD 于 天 .( 如 图 ). 

人 了 BFES 入 ABD， 
BIE= BD. 
同 理 可 证 、B;,F= BD. 
BIE= B,kF. z 
于 是 全 BIEDI 和 BFDi， 
BDI = B,D!. 

1 34 分 别 以 全 ABC 的 边 AC 和 BC 为 一 边 向 形 外 作 正 方形 
ACDE 和 CBFG ,护卫 为 EF 的 中 点 (如 图 ). 求 证 :点 P 到 边 AP 的 距离 
是 AB 的 一 半 . 

(中 国 山东 省 数学 竞赛 ,1996 年 ) 


DD 
[证 ] 分 别 过 EE.F.C.P 作 AB 的 人 G 
垂 线 , 垂 足 依 次 为 R、S、T.Q, 则 PQ 即 E 人 
是 点 P 到 AB 的 距离 , 且 有 ER/ PQ/W N_ 浆 六 > 
CT/ FS. 故 四 边 形 ERSF 为 直角 梯形 ， NN 


且 PQ 为 其 中 位 线 .有 4 B 
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纤 言 己 





PQ= 了 (ER+ FS ) . 


又 易 证 RtAAERCDRtACAT， 
Rt 人 BFSWHRtA CBT., 

则 ER = AT, FS= BT. 

又 AT+BT=AB= ER+FS, 


故 PQ = 方 AB. 即 点 已 到 AB 的 


距离 等 于 AB 的 一 半 . 

1.35 已 知 :全 ABC 中 ,C=90°,BE 是 人 B 的 平分 线 ,CD | AB 
于 DD 且 交 BE 于 O, 又 FG/ AhB 且 过 O. 求 证 :AF= CE. 
(中 国 宁 夏 回 族 自治 区 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 ] 如 图 设 诸 角 .由 设 知 
1=/2,/1= 3, 
`， LA2=L3， 有 GO= GB. 

LA4=A5, LA4= 6, 

5=A6， 有 CE=C0. 








AF BG 
FG/ AB, 一 一 二 一， 
/ CF CG 
GO CO 
A COGWHA FCO, 一 =， 
~ CC CF 
AF BG GO EF 
从 而 入 = 于 ， 赦 AF=CE. 


CF CG CG CF CF’ 
1*36 已 知 :五 边 形 ABCDE 中 ,人 人 ABC= 人 AED=90', 人 BAC= 
人 EAD,M 为 CD 的 中 点 .求证 :MB = ME. 
(中 国 山西 省 太原 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 取 AC、AD 的 中 点 PQ， 连接 
各 线段 如 左 图 
P.M.Q 为 和 4CD 三 边 中 点 . 
AP= MQ, AQ= PM, 
BP= MQ, PM = QE. 
1=2=26= 一 2， 
3= 一 = 一 4， 





x 
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和信 BPMQAMQE. 故 MB= ME. 
1.37 已 知 : 八 边 形 所 有 的 角 都 相等 , 且 边 长 缘 为 整数 ,求证 :该 八 
边 形 对 边 相 等 . 
(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 设 a;(i=1,2,…,7,8) 依 次 为 该 八 
边 形 边 长 . : 
又 其 每 个 内 角 皆 相等 , 故 每 个 内 角度 数 为 
(8—2)x180 _ 135° 
延长 对 边 al .as 交 ai .ay 延长 线 得 一 个 四 








易 算得 四 个 交角 a = 8= y=86=90", 故 四 边 形 为 和 矩形. 入 季 
因而 八 边 形 可 视 为 矩形 在 其 四 角 各 切 去 一 个 等 腰 三 角形 后 的 图 和 
_ 因 矩形 对 边 相等 , 故 有 

ut 他 [#8 他 等 
即 qs a= Casta- a6- es), 


ai(i1 一 1,2,…,8) 是 整数 ,而 亡 是 无 理 数 , 则 必 有 as— ai=0, 


BR as= al. 

同 理 可 证 A6—= A272, G7 4d3, dg~ a4. 

1*38 在 正方 形 ABCD 的 内 部 作 等 边 三 角形 ABK 、BCL 、CDM 
和 DAN .证 明 : 四 线段 KL 、LM、MN、NK 的 中 点 和 八 线段 AK 、 
BK .BL .CL .DM 、CM .DN AN 的 中 点 是 一 个 正 十 二 边 形 的 十 二 
个 顶点 . 

(第 19 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 如 图 ,以 已 知 正方 形 的 中 心 O 为 原点 ,以 正方 形 边 长 之 半 为 长 
度 单位 ,并 且 x 轴 和 y 轴 分 别 平行 于 正方 形 的 边 建立 直角 坐标 系 . 

则 正方 形 四 个 顶点 的 坐标 分 别 为 

A(-1,-1), B(i,—1), C(1,1), D(-1,1). 
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因为 所 作 的 四 个 等 边 三 角形 分 别 对 
称 于 x 轴 、y 轴 , 所 以 K、L、M.N 四 点 
分 别 在 xz 轴 和 -y 轴 上 ,从 而 不 难 求 出 它 
们 的 坐标 分 别 为 
K(0,#3-—1), L(—(Y3—1),0), 
M(0,— (3-1)), N(3-1,0). 
设 CL ,NK .CM 的 中 点 分 别 为 PI， 
P;、P;, 利 用 中 点 坐标 公式 可 得 这 三 个 
中 点 坐标 为 
(全 
2 2 
利用 两 点 间 的 距离 公式 可 得 


pp (3): (中 72 











pi 人 1- 号 ， 十 ]， P 








一 -一 -一 一 一 一 -一 -一 一 一 


Ppl 全 + (2-8) -2 








on 人 人 


‘ona (£) (13) -v7 


所 以 OP = OP, = OP:;, 且 PiP;= P,P;. 
又 由 对 称 性 ,这 十 二 条 线段 的 中 点 , 即 图 中 的 点 P,P,,…, Ps 与 
O 操 的 距离 都 相等 ， 


即 它 们 都 在 以 O 为 圆心 ,以 v 2 -vV3 为 半径 的 圆 上 ,并 且 每 相 邻 
两 点 之 闻 的 距离 都 相等 ,因此 这 十 二 个 点 是 一 个 正 十 二 边 形 的 顶 


FT 





1'39 者 凸 多边 形 内 一 点 O 与 凸 多 边 形 每 两 个 顶点 皆 构 成 等 腰 
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三 角形 三 质点 ,求证 :该 点 0 〇 与 多 边 形 备 顶点 等 距 . 
(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 看 凸 多 边 形 是 三 角形 (如 图 ), 则 由 题 设 及 等 腰 二 角形 性 质 
易 证 OA = 0B= OC C 

若 凸 多 边 形 边 数 大 于 3, 旨 设 4 .有 为 向 多 边 
形 任 两 顶点 . 则 O4 .OPB 反 向 延长 线 光 角 内 或 包 
含 凸 多 边 形 男 外 顶点 (图 1) ,或 与 凸 多 边 形 某 条 
边 交 于 两 点 (图 2)， 或 恰好 过 上 西 多 边 形 其 他 两 顶 4 b 
点 (图 3): 





图 1 图 2 图 3 
对 于 情形 1 ,点 O 在 ABC 内 部 , 则 
OA = OB = OC: D E 
对 于 情形 2, 点 O 在 人 ADFE 和 公 BDE 内 , 亦 
有 OA = OD = OE = OB; 


对 于 情形 3, 考虑 等 腰 信 OAB 和 等 腰 信 OAD 
可 证 O4 = OB = OD. 
同 理 O4=OB=OFE， 亦 有 
OA = OB= OD= OF. 


3. 直线 形 与 圆 中 的 线段 相等 问题 
1*40 在 入 ABC 中 ,过 BC 边 的 中 点 M 和 该 三 角形 内 心 0 引 直 
线 MO 与 高 4 万 交 于 点 五 .求证 :线段 AE 的 长 等 于 内 切 圆 的 半径 . 
(第 4 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
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[证 ] 设 ae .pe 分别 是 入 ABC 三 个 项 点 
A .B.C 的 对 边 ,r 为 @O 的 半径 ,不 妨 设 > ce， 
从 O 作 OP1 BC 有 





几 
何 
加 C 十 如 一 〔C 
卷 MC = 7 ， PC 7 
_， a + b*— es 
HC= 2a 
EH _HM_HC- MC _2HC~a_a’ th -ce ~a” “_ b+e, 
OP PM PC-MC p—e a(p~—e) a 
AE AH EH Yaamx bite_ (atb+eo)r b+e 
广 广 广 Saop a a*r a 


atpte DO+c 
.,. AE=r. 
1.41 给 定 正 全 ABC ,对 于 形 内 一 点 了 考察 直线 AP 与 BC 的 交 
A ,直线 CP 与 BA 的 交点 C . 试 求 :点 己 的 几何 位 置 ,使 AA = CC 
(第 58 届 莫 斯 科 数 学 竞赛 ,1995 年 ) 
[ 解 】 在 BC 上 任 取 一 点 4 ,并 连 线段 AA“ 
易 知 ,一 个 端点 为 C, 另 一 个 端点 在 边 AB 上 的 所 
有 线段 中 ,只 有 两 条 同 AA 相等 ,这 就 是 CC 与 
CC .其 中 BC = BA AC = BA ( 见 图 1) 线段 
44 同 CC 的 交点 位 于 全 ABC 的 边 AC 的 高 上 . 
8 另 知 ,该 高 之 上 的 每 一 点 都 适合 题 中 的 要 求 . 
再 设 AA 与 CC 的 交点 为 P. 





本 | 注意 到 “入 ACCABAA， 因此， 
APC =180 -(/PAC+ /PCA) 
B =180°- (一 PAC+ 一 PAC”) 


=180 ~ LCAB= 120° 
这 表明 点 也 位 于 由 A、C 及 公 ABC 的 重心 


所 决定 的 圆周 荆 之 上 . 
, (反之 , 凡 位 于 该 圆周 之 上 的 且 在 人 ABC 之 
内 的 点 均 适 合 题 中 要 求 ， 
图 2 综合 上 述 , 知 适合 题 中 要 求 的 点 P 之 集合 
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为 全 ABC 的 边 AC 上 的 高 以 及 上 述 圆周 二 位 于 入 ABC 内 部 的 弧 段 ( 见 
图 2) ,再 无 其 他 的 点 . 1 
1.42 ”如 图 ,已 知 :O .1 分别 为 售 4ABC 的 
外 心 和 内 心 , AD 是 BC 边 上 的 高 . 工 在 线段 OD 
上 .求证 :全 ABC 的 外 接 加 半径 等 于 BC 边 上 的 
劳 切 圆 半径 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 有 D C 
[证 1] 如 图 , 作 全 ABC 的 外 接 圆 @O, 延 
长 A1 交 BC 于 J， 交 BC 于 K， 则 K 为 BC 中 点 ， 显然 
OK | BC. 
设 O 是 与 BC 边 相 切 的 全 ABC 的 旁 切 图 图 
心 , 则 O' 在 AI 延长 线 上 , 即 A、IT、J、K .0O' 共 线 . 
作 OYJ BC 于 Y. 则 O'Y 是 旁 切 加 0O' 的 半 
径 ( 记 为 x ). 
又 4D.OK .O'Y 都 垂直 于 BC， 
AD/ OK/NHO'Y. 
因此 全 AIDWA KIO， 
AD Al AD Al 


得 一 ”> 一 ， 一 二 人 CL 
全 Jk R'E RE- - 


又 由 全 ADIDAO YT, 

/ AD AJ AD AJ 

人 ) 

但 OY jo | "~, JO 
、 、 A AJ 
， ER 二 xr ， 只 需 证 一 = 一 即 可 . 

于 是 ， 要 和 广 需 证 IK 7JO 站 可 

连结 BT JIC CO .OC， 易 知 1BO = 一 TO = 90°. 


BT.C.O 四 点 共 阅 . 


段 














因此 “4OC= BC 人 = /ABL. 

XBAI=/0OAC, .. A ABIDA A 
AB AO 
人 ,Al AO'= AB:AC. yD 
AT ac | 人 人) AB: AC (OY) 


连结 BK ,在 人 ABK 与 全 AJC 中 ， 
ABAK=/CA, LBKA= 一 1CA， 
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AB AJ 


入 入 A1C 有 人 = 他， 
ABKOAAIC. 有 AKT AC 





几 即 AIK:AJ=AB'AC. (4 
何 由 轩 .个 可 得 41 AO’ = 4AK AH 
my AK A0' 
Al Ai 
AI+IK AJ+JO , IK_JO 
由 AT JI ,有 AT AJ . 
R 六 
将 式 全 结合 候 、 得 一 = 一 =y,. 
将 式 @ 结 合 Q、 己 可 得 p= aD R=r 


[证 2] 如 图 , 作 二 CD 于 E, 作 OF】 CD 
于 下 上 , 则 巨 为 入 ABC 内 切 圆 与 BC 边 的 切 点 ,下 为 
BC 中 点 . AO 与 圆 交 于 工 . 

设 BC=a,AC=b,AB=c, 太 


p= (4 + bt+c), 则 有 














+c—pb a 
BE= 和 一 一 ，BF= 一 ， 
2 2 
DE a+te—mb -2ccosB 
. BD= ccosB, = . 
‘7, EF pe 
由 B= 人 ATC, 得 人 BAD= 人 TAC, .. LDAI= 人 OAl. 
AD DI DE 
全 人 4 4 平 7 则 二 二 = 一 = 二 =. 
在 全 .ADO 中 AI 平 分 人 DAO, 则 0- 0- EF 
、 、 29 ，、，， 
设 入 ABC 面积 为 S, 则 AD= 一 ,代入 得 
人 
2S 
a a+c—-pb-—2ccosb 
R 六 一 上 © 
2 


a —2accosB =a— (a +e— 6b) 
=(p-c)(b+te) 
=(b—-c)(2p—a), 

2p—-u a—2ccosbB 

a oe 
故 由 仿 可 有 
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2p—2a atc-b-—2ccoB 29 
a | bp-—e -aR 
(p-a)R=S=rp. 
如 图 又 可 证 全 AITIW 人 人 AO TT,， 








; AT, 
re AT 
但 AT,=p-a, AT,;=p, 
"” _p-ia 
rm pi 
即 (p—-a)r,=rp. (8) 


比较 (8) (9) 即 可 得 R= x.. 

[证 3] 设 忆 为 旁 切 圆 圆心 . 则 AT 共 
线 , 交 OO 于 K, 交 BC 于 已 .显然 , 民 为 BC 中 点 .于 
是 ,OK | BC,OK=R. 





IBI, = 90°, 
十 
LIBK = F = /Bk, 
BK== IK, 旭 BK 为 全 BIL, 斜 边 中 线 . 
BK=KC, .. BK=IK= Kl,s= KC. 


设 旁 切 圆 半径 为 民有 LM=R,. 
AD | BC, LM BC， 
Rs_lP R_IK 


4D AP ”4D IA. 


IiP IK 

> 一 听 -一 一 一 一 -一 

因此 ,要 证 RA= 尺 只 需 证 AP IA 

liP=2IK ~ IP, AP= 1A+ 1IP, 
2IK—-IP IK 
和 人 
只 需 证 IA+1P J4， 


即 IK:1A-1A.:IP= IP.:IK, 
或 IK.IA= IP(IA + IK)= IP.AK, 
IA_AK 


人 或 厚 = 刺 ， © 
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还 翘 
放 1 办 


3 





BI 为 角 平分 线 ， “， 矶 = 人 





IP BP 
xe AK _ 4K 
何 IK= KC, IK KC 
郑 i AB AK i 
故 (* ) 等 价 于 pp 7 KC (关头 ) 
AIJ 为 角 平 分 线 ， … 人 BAP= 人 人 KAC. 
AAABP=AKC，:… 全 ABPOASAKC, 故 (x* * ) 成 立 . 


[证 4] 连结 1B.IC, 作 BJ1B.ICLIC 交 
于 1., 则 六 即 为 入 ABC 的 BC 边 上 和 劳 切 圆 圆心 ， 

显然 ,AT 三 点 共 线 . 

连结 A1 1, ,并 设 I 交 BC 于 NN, 交 全 ABC 外 
接 圆 于 M ,连结 OM .BM, 过 I 了, 作 TK BC 于 大， 

则 OM 的 长 即 为 入 ABC 外接 圆 半 径 , LK 的 
长 即 为 全 ABC 的 BC 边 上 旁 切 圆 的 半径 .所 以 ,只 
和 需 证 明 OM = KK. 





1 为 内 心 ， “MM 平分 BC 
AD 是 BC 边 上 的 高 ,M 状 庆 中 点 ， 
AD | BC, OMALBC. 


于 是 ”AD/ OM /LK. 
Kl NT OM _ IM 





有 AD AV’ AD AIl. 
NVI, IM 
只 项 日 -一 一 三 一 一 . 
故 视 证明 AN aAl 人) 


1 为 人 ABC 内 心 ， 

LBAI=/ACAI, LABI=ACBI, LBCI= /ACT. 
则 ZBIM =LBAI+ LABI=AMAC+LCBI 

= ACBM+ LCBI= /A IBM. 

故 BM = IM . 
又 IBLIB, 

M 为 会 BH 和 斜 边 1 的 中 点 ， 
即 IM= BM= MHI. 
于 是 NI = NM + MI,\= NM+ IM. 
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又 AN=AM-AMN,4T= AM- IM, 
故 要 证 中 成 立 , 只 需 证 
NM+IM__IM 
AM- MN AM- IM’ 
即 (NM+ IM)(AM- IM)= IM':(AM - MN), 
或 NM'AM- NM:IM+ AM-.IM- IM’ 
= IM. AM -~ IM: MN, 
即 IM*= NM AM， 


亦 即 BM- = NM. AM. © 
AZMBN= AMAC= AMAB, LBMN= /AMB, 
A MBNOA MAB. 
MB _ MA 2 NM-: 
于 是 vB 即 MB =NM:AM. 


帮 加 式 成 立 ,从 而 中 式 成 立 , 所 以 OM = K1,, 即 人 ABC 的 外 接 加 é 
半径 与 BC 边 上 的 旁 切 圆 半径 相等 ， 
[证 5] 设 公 ABC 中 BC 边 上 的 旁 切 加 圆心 


线 AT 与 OQO 交 于 K 与 BC 交 于 五 , 连 OK CK 、 
BI C1, 
LKIC=/IAC+/ ICA 





l 
一 3 (BAC + /BCA) 


=ABCK+AICB= /A ICK, 
IK = CCK, 





l , 
ABC= 3 LAB, 县 一 CEB = 六 (180- 4HC)， 


一 1B 太 =90?. 
同 理 一 IC =90 TB 六.C 四 点 共 圆 . 
IE:TE=BE:CE, .. El = 


AD BC, OK | BC, TF BC, 
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AD_AE AD_AI 
IF El OK IK 











.TF AL"ET _ Al:BE':CE 

何 OK IK:AE IK:AE:IE 

卷 AB AI 
四 YI Z -JA a 一 
JB 平分 ABC，.…. BE -jE 


IF_BE'CE AB (CE:AB 
OK IK:AEF BE IK:AF 











AB CK AB IK 
LA : 门人 六 全 A 一 一 一 一 一 一 一 -一 ”一 
又 ABE CKE， 有 有 AF = CE 故 EE 
IF 


AB:CE= IK:AE. dk TF= OK. 

又 OK 为 GO 半径 ,TF 为 旁 切 圆 半径 , 则 全 ABC 的 外 接 圆 半径 
等 于 BC 边 上 的 旁 切 圆 的 半径 . : 

[证 6] 设 BC 边 的 劳 切 圆 半生 为 Ra, 阅 心 
14.K 为 A 与 外 接 圆 交 点 ,显然 ,A 、1,K Ia 共 线 ， 
且 玉 为 点 BI1.C Ia 外接 圆 圆心 . 

R_KI Ra DLP 


4 








R=OK, .. = 一- ， = 一 一 
AH IA”AH PA 
、 _ KI laP 
R= RR 只 需 证 一 = 
要 证 4 内需 证 JA = PA 
1 LP=1K+ KP=1K+ KP, 
入 
上 且 P4= PT+ 14A， 
KI IK+KP 
口 短 i 一 -二 一 人 人 人 人 人 人 人 . 一 昌 
只 需 证 Ta prea 即 KI PIT= 1A.:KP, 
PT AI 
或 PK IK 
.Bb 
PI Blsin 7 
P A 
BKsin 全 
2 
号 
AS Asn7 
> kK Se- A+B’ 
AH Bksin: 





2 
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议和 有 ~ A .A+B 
SITl 27 SN 7 4 


这 在 全 ABI 中 应 用 正弦 定理 即 可 . 

[证 7] 记 AB=c,BC=a,CA=5. 设 A 的 
延长 线 交 个 ABC 的 外 接 圆 O 于 K 点 , 则 OK 是 
QO 的 半径 , 记 为 RR, 因 为 OK 上 BC, 所 以 OK/ 








|) 
AD. 从 而 ， BT FC 
Al AD sinB 
RR 2sinBsinC. QD) A 
1 1 
又 LABI=AIBC= AB, LCBK=ACAK = LA, 
线 
1 
LAKB= /ACB=/LC, LBAK=~LA, 长 
角 
1 、 卫 .6 或 
Al_Sam_ 2 "2 AhB 2 ” 
十 
I SA 1 pk.Blisine 3 cos 和 
2 2 
inC 2 2" 局 
A 上 A 
sin cos sin -7 
2sin Fsin 
由 .@ 得 ”2sinBsinC = A . 
sin > 
A 
qsin doos Boo0s ES =1. 人 二) 


2 2 2 
设 公 ABC 的 BC 边 上 的 劳 切 圆 半径 为 产 ， 


1 1 
则 3 bcsinA = Saaspc= ri(b+e—-a). 








2 
_ bcsinA ,sinAsinBsinC 
pite-a sinB + sinC 一 sinA 
oR. sinAsinBsinC 
.B+ B-—C B+C B+C 
2sin COS 一 2Sin COS 
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项 1 小 








sinAsinBsinC 


B+C B.C 








几 sn 一 “2sin sin 
各 、 
gk = 4Rsin Se De 5 

=R 《由 乌 )， 


即 信 ABC 的 外 接 圆 半 径 等 于 BC 边 上 旁 切 圆 的 半径 . 

[证 8] 记 AB=c,BC=a,CA=0, 全 ABC 的 
外 接 贺 半径 为 R,BC 边 上 的 旁 切 圆 半径 为 x , 作 三 
BC 于 六 ,OO | BC 于 O.. 














180 一 一 AOC 
(三 一 一 
OAC 3 
=90° 一 4BC 
= /BAD, 
AD DI DI 
DAT = OA. GC 二 -= . 
< < AO IO TO 
, +e- 
DI = BI -BD= 4 ccosB 
atc—) a :+e?—pb” (bp—ce)'(b+e—-a) 
= 
2 2urc 2a 
1 ”pr a C++ OO DT 
1O = BO Bl 二 5 -7 ， 
AD b+i+e—a AD'ua 2 A ARc 
,R=AO-= 一 . 
和 人 a 0 pte—~a bt+e—-a 


- ] 
又 Sa (D+te-a). 


ri(pt+e—a) 
pte a 
即 全 ABC 的 外 接 圆 半径 等 于 BC 边 上 的 旁 切 圆 半径 . 
[证 9] 设 AI 的 延长 线 交 个 ABC 的 外 接 圆 于 K, 连 OK 交 BC 于 
O , 则 OKJLBC. 作 7] BC 于 了 TT, 易 知 :AD/IT/OK. 由 D1.O 共 


广 


全 


Dlr D!_ AD 


1IO 10 OK 


性 界 数学 奥 林 二 克 解 题 大 辞典 





， tc-b 
又 DI=B -BD=— ~ ceosB A 











2 
_ DB-O)L+te-a) 
2a | 
a atc7-b bo-c 
TO = BO’-BI = 7 7 > 
b+c-a_AD BO7JO 一 
a R 天 
。 25 
故 尺 = 一人 (下 同 证 8) 


b+t+ce—~a bt+e 

[证 10] 如 图 , 连 AI 并 延长 交 于 @O 于 天 ， 
设 O 为 旁 切 圆 圆心 , 则 O 在 4AK 的 延长 线 上 . 

连 OK, 过 O' 作 OM BC 于 M. 

连 OM ,MK .BI,CI.O’B、.O'C, 则 OK、O'M 
分 别 为 外 接 圆 半径 及 旁 切 圆 半径 . 

易 知 B、T.C、O' 共 圆 . 

又 BK = IK= CK, 设 必 为 BICO 的 外 接 圆 
圆心 , 即 IK=OK. 

又 AP:PK = BP:PC= IP:'O'P, 





六 六 





PK OP , 
PP APp- 又 AD/OM, 
PK OP MP 
Pp Ap= pp MK / ID, /PMK = /IDP, 
而 D1.O3 共 线 ， OK BC，OML BC. 
“. OK/ OM, 
故 和 IOK= 人 KMO'’, /AOKI=AMOK, IK=OK. 
人 OIKSQAMKO,, 
故 OK=OM， 即 R= 7 
[证 11] 记 合 ABC 的 BC 边 上 的 旁 切 俩 圆心 
为 O.. : 
以 万 为 原点 , BC 所 在 直线 为 + 轴 建 立 平面 
直角 坐标 系 . 
设 和 A 点 坐标 为 (0,4),B 点 坐标 为 (5,0)，“ 


C 点 坐标 为 (c,0)(a,5,c 交 0). 则 AB 中 点 坐标 为 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 35 





3 言 已 





了 ,全 .又 Pa 一生. 
所 以 ,AB 中 垂 线 方程 为 -人 =- 人 (zt+ 二 ) 
又 BC 中 重 线 方程 为 x= 二 2， 

所 以 , 解 得 O 点 坐标 为 { 二 2 二 < 一作 


又 全 ABC 的 三 边 长 分 别 为 pl fm 1AC|= Ve +a’, 


| BC|=c+b. 


由 三 角形 内 心 坐标 公式 , 可 得 了 点 坐标 为 ( 记 T=c+6b+ 


Var*+pb*+ vb +c): 


(: Var+b*-b Ve+a? act 全 
fa bd T . 
bp = a(c+b) 
DTI 一 : 
c Va +b>— b vcr+a” 
XxX kno= 区 二 入， 由 D、I、O 共 线 得 ”kpi = Apo， 


Bae om60)=(a -be Varto -bvVe? ta’ ). (x) 
下 面 来 求 O 点 坐标 . 





“ BO’IBI, CO’1CI, 又 ,| 
b+va’+wb’ 
pt+vVa*+pb” 
kp = 
uu 
b+ Va Tt 
BO 方程 为 y= - ‘(rt6). OD 
又 kc 一 一 一， 
C 十 CQ 十 ec 
CT Vae+c 
ky = 一 一 一 ， 
(人 
十 1 2 十 
CO 方程 为 ,= 一 一 一 -Ore) © 
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@ .@ 两 式 联 立 解 得 O 坐标 为 
bite Marto-b Vaitph 
c++ Vaitcet+ Vat+pb 
(b+te)(ect+ Vaite)(b+ Vath) 
a(cthb+ Vaz+ 了 + vate) | 
所 以 , 旁 切 圆 半 径 就 是 O 点 纵 坐 标的 相反 数 , 即 
，_(Cc+b)(c+ Varte)(b+ Varth) 


aetb+ Valrbt Vare) 
而 外 接 圆 半径 


-上 2 a — be 2 
oe) 
OA 2 2a “ 
1 z 
= V (a to )(a to), 
只 需 证 Va to ar te) 


(eto)(ct Va te)(p+ Va tbh) 


a(c+t+b+ Va +b+ Va’+c’) 


(a*—bc)(Var*+b + Vat+e’) 
= (er)(e VOTB tb VT Mare /Th t+) 
“fc2 一 六 2 
由 (x*) 式 有 a? 一 b= 2 
C Va*+b—-b Vart+e? 
所 以 , 式 (3) 又 等 价 于 


2 2 2 
a“(c’— 606’) 
(Va t+hb + vat+c’) 
c Var*+b-—b Va:+e? 


=(c+b)(c Va t+b +b Maitei+t Valtc. Valtb +26) 
pale -6b)( Vartb + vate’) 
=(c baba -Va thte(a 6) Valtce 
或 cla?-b)Valth tb(a -bc) Va tei=(c -6 )a?. 


世界 数学 典 林 匹克 解 题 大 辞典 37 

















人 








这 由 (x* ) 立 得 . 
注 1 三 角形 内 心 坐 标 公 式 : 和 人 ABC 三 边 为 AB=c,BC=a,CA ==b. 在 平 
面 直 角 坐 标 系 下 4A、 了 日 、C 坐标 分 别 为 (rayya), zy) zcyye), 则 它 的 内 心 


总 己 


坐标 为 ( 十 brpt cere aya + Dyp + eye ) 
atpbte Qt+o+e 

注 2 本 命题 结论 可 以 推广 ,因此 问题 可 一 般 叙 
述 为 : 口 . 了 分 别 为 和合 ABC 的 外 心 和 内 心 , AD 是 BC 
边 上 的 高 ,了 在 线段 OD 上 .如 果 AB 天 AC, 则 全 ABC 
的 外 接 圆 半径 等 于 BC 边 上 淮 切 圆 的 半径 ， 

其 逆 命题 : 

人 ABC 中 ,AB 关 AC,O 〇 是 外 心 ,1 是 内 心 , AD 
是 BC 边 上 的 高 .如果 从 ABC 的 外 接 图 半径 等 于 BC 
边 上 旁 切 图 半径, 则 工 在 线段 OD 上 . 
其 证 明 思 路 如 下 |; 
4B 天 AC, 所 以 外 心 O 不 在 高 AD 上 . 
连结 OD 交 AO’ 于 了 , 则 由 
ADI DAKOI, AADIWHAO'Y], 
Al_AD_AD_AN 





得 IK R rr, JO” 
AT __A 
A +IK AJ+JO” 
AL_AN 
AK AO” 名 





车 了 是 人 ABC 的 内 心 , 则 A、1.J.K、O 共 线 , 根 
据 公 ABC 的 一 般 性 质 , 有 


A_A 由 


对 照 鸭 与 人 k 风 得 AT = AT 
所 以 1 与 1 重合 , 即 DT、O 共 线 . 
1.43 已 知 :全 ABC 的 高 AD,BE 交 于 日 ,人 ABC .个 ABH 的 外 接 
加 分 别 为 @O 和 QO ,求证 :@ O 与 @O 的 半径 相等 . 
(中 国 山 西 省 太原 市 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[证 ] 如 图 ,过 A 作 @O 和 QO 的 直径 AP .AQ ,连接 PB .QB. 
LABP=90'= /ABQ, 
P、B.、Q 共 线 . 
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A 于.B.Q 共同 ， 


“. /AQ=LAHE. (D 

又 A,B,P,C 共同 ， 

. LP=/C. © 
E、.H.D.C 共 圆 ， 
AC=AEFE. (3) 


由 四. 四. 四 ,得 人 P= 人 人 Q. 
AP= AQ, 即 @O 与 @OI 半径 相 
等 . 
1.44 在 等 腰 和 人 ABC 中 ,AB = BC,BH 是 
高 ,点 M 是 边 AB 的 中 点 ,而 经 过 点 B.M 与 C 


的 圆 同 BH 的 交点 是 K. 求 证 :BK = 及 ,其 中 


R 是 全 ABC 的 外 接 圆 半径 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 设 过 M、.B.C 圆 的 圆心 是 O, 公 ABC 的 外 接 圆 为 OO , 半 
径 为 R. 又 BM 的 中 点 是 N,ON 与 BH 交 于 L. 
” OO LBC, OIM AB, ON | BM, 
BL= LO!, LOO0iB+ /OI1BC= 9%0°, 
/OLOI+ LOIBN= /BLN+ /OBN=90°. 
但 人 OLBC= OLBN， 
“. L001.B= /OLO. 
又 OB=OK, LOBO,=/AOKL, 
. A 人 OBO/QAOLK. 有 BO=LK=R. 





故 BK=>R. z 
1'45 试 证 :对 于 任何 三 角形 ,其 内 切 圆 圆心 和 旁 切 圆 圆心 的 连 
线 ,都 被 其 外 接 圆 圆周 所 平分 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[证 】 设 公 ABC 的 内 心 为 1, 切 于 BC 边 的 旁 切 圆 圆心 为 也， 
仿 ABC 的 外 接 圆 OI 与 1 交 于 下, 与 Cl 交 于 FF. 连接 诸 线 段 如 下 图 : 
LDCI= AICB, 
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ACF= BCF， 
TCI=9%0. 
又 AEIC= (CE + A ), 


ZECIE (BE+ BE), 


但 CE=BE, AF=BF, 
LEIC= ALEC. 
故 五 是 J 的 中 点 . 
1.46 万 为 和 ABC 的 重心 ,DE 下 分 别 为 BC .CA 、AB 的 中 点 ， 
一 个 以 五 为 圆心 的 圆 交 直 线 DE 于 P、Q, 交 直线 EF 于 R、S, 交 直线 
FD 于 TU, 求 证 ;CP=CQ= AR= AS= BT= BU. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 AL、BM .CN 为 和 ABC 的 高 ,> 
为 圆 互 的 半径 . 
又 设 AL 交 中 位 线 EF 于 开 , 则 AK = 方 
AL, 连 AR. 
x AR’=AK*+KR’=AK’+r:- HK’ 
= 产 +(AH+ HK)- HK? 
=r*+ AH(AK + HK) 
= + AH':HL. 
同 理 AS = 王 + AH: HL, BT*= r+ BH: HM, 
BU’= r*+ BH: HM, CP*= r+ CH:HN, 
CQ = r* + CH: HN. 
由 于 A、CL.N 共 圆 , 有 AH': HL = CH:HN, 
由 于 BN、M.、C 共 圆 有 BH HM = CH HN. 
AR= AS= BT= BU= CP= CQ. 
1*47 过 圆 外 一 点 O 作 圆 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 A、.B, 过 点 A 
作 弦 AC/ 0B ,连结 OC 交 圆 于 点 五 ,直线 AE .OB 交 于 点 ,求证 : 
OK = KB. 








(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
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[证 1] 过 点 C 作 同 的 切线 分 别 交 直 
线 OA、OB 于 点 P 和 QQ, 于 是 PA= PC. 
AC// OQ, 
OB= 0A = CQ= BQ. 
LOAK= /ACO= COK ， 
AAOK=/Q, 
人 AOKDHA OQC. 
OK CQ _1 
OA OQ 2. 
1 


1 
OFK 7 A 7 OB 


OR = KB. 线 
[证 2] … 0O4 为 圆 的 切线 , 则 AC/ OQ， 长 
LOAK= /ACO= LEOK. 和 
人 AOKOAOEK. .. KO’*= KA.:KE. 和 
又 … KB*=KA:KE. .. KB:= KO?. 相 
OK = KB. 
1*48 若 一 直角 三 角形 的 外 接 贺 半径 为 R ,其 内 切 圆 半 径 为 ,与 
斜 边 相 切 的 旁 切 圆 半径 为 1, 车 R 为 r 及 1 的 比例 中 项 ,证 明 : 这 直角 
三 角形 为 等 膀 直角 三 角形 . 








| 





(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 直 角 三 角形 的 斜 边 为 c, 直 
角 边 为 a .2 , 则 











_atb~e atvo+te _c ° 
r=， 1 R= 
R 为 r 及 1 的 比例 中 项 ， 
R= yt, 
即 ato atbte 或 4 
4 2 2 
2c*= (a+6), 
又 c=a+b,，.. (a-b)?=0, 有 a=b. 


即 这 直角 三 角形 为 等 腰 直 角 三 角形 ， 
1*49 看 入 4BHBC 内 接 于 圆 O, 过 4B 中 点 P 作 PQ LAC .PR 上 
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8 言 忆 


BC , 竺 足 为 Q.R, 过 C 作 圆 的 切线 MN ,过 己 作 PSLMN 于 5S, 连 QR 
交 PS 于 EE. 求 证 : QE = RE. 
(中 国 湖北 省 荆州 地 区 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 连结 PC. 
PQC=APRC= /PSC= 90", 
Q RS 都 在 以 PC 为 直径 的 圆周 上 . 
在 全 PER 和 公 APC 中 ， 
EPR= /RCS=/A, 





LPRE= /PCA, 
ER _ PE 
人 PER 人 -一 = 一 . 
APC pe 25 中 
同 理 ”人 PEQWAS BPC 宗正 © 


PC PB 
AP=PB，.. 由 中 .加 得 QE = ER. 
1"50 全 ABC 中 ,AB= BC, 又 CD 是 角 平 分 线 ,O 是 其 外 心 ,过 
O 作 CD 的 垂 线 交 BC 于 EE, 再 过 玉 作 CD 平行 线 交 AB 于 下 .求证 : BE 
= FD. 


(第 22 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 设 O 是 入 4BC 的 外 接 圆 的 圆心 ,K 是 
、 直线 BO 和 CD 的 交点 ( 见 图 1). 
\ 由 于 锐角 一 BOE 与 人 DCA 的 两 边 互 相 垂 直 ， 
/ 故人 BOE = 一 PCA. 
于 是 ”人 BOE = KCE(CD 是 角 平 分 线 ). 
所 以 ,点 K、O、E.C 共 圆 {在 图 1 中 ,人 KOE 
图 1 + 人 KCE = 180"; 在 图 2 中 ,KOE = 人 KCE. 当 
上 护 K 与 O 重合 时 ,结论 显然 成 立 ). 
由 此 推出 , OKE = 人 OCE (图 1, 同 弧 
上 的 圆周 角 相 等 ). 
或 LOKE+/OCE=180*( 图 2). 








OB= OC, .. LOCE= /OBE. 
于 是 BKE= /KBE. 
图 2 从 而 BE= KE. 
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又 ABKE= /KBE= /KBA. 
KE/ AB. 

于 是 ， 四 边 形 FEKD 为 平行 四 边 形 . 
DF= KE. 故 DF= KE = BE. 

1*51 直线 /与 以 AB 为 直径 的 圆 相 交 于 C.D 两 点 ,C.D 与 A、 


B 均 不 重合 ,由 A 及 B 向 ! 分别 作 垂 线 AE 及 BF. 证 明 :; EC = DF. 


图 有 两 种 情形 ). 





(第 11 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 者 直线 7 经 过 圆心 0, 则 本 题 得 证 . 
右 直 线 / 不 经 过 圆心 0, 由 O 作 OM |/ 于 M, 于 是 DM= MC. 
下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) 线 段 AB 与 CD 不 在 圆 内 相交 . 
这 时 二 ADC 和 BCD 都 是 钝 角 , 冬 足 五 .下 必 在 线段 CD 之 外 (如 





由 EM=AF 及 DM= MC, 可 得 ”EC = DEF. 
(2) 线 段 AB 和 CD 在 圆 内 相交 ， 
这 时 五 .自在 线段 CD 内 (如 图 有 两 种 情形 ). 





延长 AE 交 圆 周 于 K , 连 BK. 
于 是 BK // CD ,又 OM 的 延长 线 交 BK 于 N, 则 
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ON/ AK, ON | BK. 
BN= NK, EM= MF. 


儿 又 DM=CM, .. EC= DF. 
1.52 入 ABC 的 高 交 于 点 O 〇 .点 4 、 


Bi.C 各 是 BC、CA 、AB 的 中 点 ,以 O 为 

圆心 的 园区 BC， 于 点 D,) .DD;, 交 (AAA 于 

: 点 五 .开交 4IBI 于 点 下 |、FP. 求 证: 

4Di=A4D;,= BEI= BE, = CFI= CF,. 

(英国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 用 A,、B;、C; 分 别 表示 边 BC、 
CA 和 AB 上 高 的 垂 足 . 

由 A、C;、A;、C 四 点 共 圆 可 得 

OA: OA,= OC OC,. . 

和 同 理 ”0OB: 08, = OC:OC;,，0A:0A,= 0B:0B,. 

由 于 BCI 是 人 ABC 的 中 位 线 , 所 以 它 与 高 AA; 的 交点 Q 平分 
AA;, 即 QA = QA,. 

并 且 由 BCIABC 及 AA, | BC 可 得 AQ| BC. 

在 直角 个 AD,Q(i=1,2) 中 ,由 色 股 定理 

4D = AQ’ + DQ’* = AQ’ + (R’* - OQ’) 

=Ri+(AQ+OQ)(AQ-OQ) (i=1,2) 

其 中 R 为 圆 的 半径 ， : 
考虑 到 入 ABC 的 重心 O 在 三 角形 内 部 .外 部 和 顶点 的 不 同情 形 , 则 有 
AD? = R’* + OA :OA,. 

其 中 当 O 在 入 ABC 内 部 时 (如 图 ) 取 “+ "号 ,否则 取 ”- "号 . 
同 理 可 证 : ”BE? = R*+ OB: OB,, CF?= R?+ OC:O0,. 

再 由 OA OA,= OB.OB; = OC OC, 可 得 

AD; = BE, = CF,(i= 1,2) 

1*53 设 吃 是 人 ABC 的 边 BC 上 的 一 个 内 点 .AD 交 人 ABC 外 接 
圆 于 X,P.Q 是 X 分别 到 4AB 和 AC 的 垂 足 , 卫 是 直径 为 XD 的 圆 .证 
明 : PQ 与 一 相 切 当 且 仅 当 AB = AC. 

(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
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[证 ] 设 4 是 外 接 圆 直径 上 与 A 相对 的 点 . 因 


B.C 的 对 称 性 ,不 失 一 般 性 ,可 设 X 在 B4 上 . 则 Q 
在 射线 CA 上 ,而 PP 在 射线 AB 上 , 且 位 于 外 接 圆 的 
外 部 (注意 :点 的 这 种 安排 ,人 BCA 不 是 印 角 ). 

令 民 是 X 到 BC 的 垂 足 , 则 点 已.R、Q 共 线 (X 
关于 全 ABC 的 西 张 松 (Simson) 线 ). 

令 FE 是 A 到 BC 的 重 足 . 设 品 在 FE 与 C 之 间 ， 
这 只 在 AC> AB 时 发 生 . 

则 RR 在 吃 与 C 之 间 , 因 此 ,PR 与 的 直径 DX 
相交 ,交点 在 也 与 XX 之 间 . 所 以 ,PR 也 即 PQ 不 能 与 
厂 相 切 ,结论 成 立 . 











A> 


剩 下 的 是 万 在 刀 与 已 之 间 ( 可 能 与 已 重合 ) 的 V7 
情形 .由 此 ,R 在 射线 DB 上 .所 以 ,D 在 RC 上. ~\ 

这 时 ,如 QQ 在 AC 上 ( 当 公 ABC 是 锐角 三 逢 后), 则 

LRXD= /RXQ- /LQXD, 。 






AQXC= /LDXC- LQXD. 
如 Q 在 射线 AC 上 , 且 在 外 接 圆 的 外 部 , 则 上 面 等 。 8 
式 中 的 减 号 须 用 加 号 代替 . 另 一 方面 ， 

/ARXD - AQXC= LRXD- /DXC. DD FF 

辽 RXQ .人 BCA 都 是 锐角 ,它们 的 两 条 边 又 两 
两 垂直 ,因此 ， 一 RXQ = 一 BCA， X 
”注意 到 DXC= AXC= 人 CBA， 

又 因 ”QRXC 是 圆 内 接 四 边 形 ， 

又 有 ”人 QXC 一 人 QRC. 等 式 人 由 就 成 为 

LRXD- /QRC= /BCA-/CBA. OO 
”考察 圆 因 AR BC, 所 以 本 过 点 R. 又 Q、X 在 RC 的 两 侧 ,D 
在 RC 上 ,可 得 RQ 与 卫 相 切 当 上 且 仅 当 一 QRC = 人 RXD. 由 人 @, 这 时 结 
论 也 成 立 . . 
1.54 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0O, 其 对 边 AD 与 BC 的 延长 线 
交 于 网 O 外 一 点 王 , 自 五 引 一 直线 平行 于 4C , 交 BD 的 延长 线 于 M， 
目 M 引 MT 切 圆 O 于 工 , 则 MT= ME. 

(中 国 江苏 省 南京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
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[证 ] … MED= /DAC= DBC， 
人 MEDWA MBE., 





.ME=MT. 
1.55 ” 若 圆 的 内 接 四 边 形 的 两 条 对 角 线 互相 


ZN。 本, 则 从 对 角 线 的 交点 到 一 边 中 点 的 线段 长 等 于 
| A > p 从 圆心 到 这 一 边 的 对 边 的 距离 . 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 ,AC_L BD， 
C 外 接 圆 圆心 为 0, 又 AE = ED, 且 OG BC. 
延长 EH 交 BC 于 下 , 连 OE .GH. 


LADB= /ACB, /EHD= /EDH= /ACB. 
LFHC=90°~ LEHD=90°- LACB. 


LEFC=90°, .. EF BC. 
OG LBC, .. OG/ EF. 
.OG BC,G 为 BC 的 中 点 , 又 “OE 14D， 
同 理 可 证 GH AD, .. GH/ OE. 
OEHG 为 平行 四 边 形 . .. OG = EH. 


1:56 设 圆 的 外 切 四 边 形 的 对 角 线 的 交 
点 是 该 圆 的 圆心 .求证 :该 四 边 形 是 菱形 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[证 ] 设 O 是 @O 的 外 切 四 边 形 ABCD 
的 对 角 线 的 交点 , 切 点 分 别 为 E、F.G、H. 
设 AC 交 O 于 M.N,BD 交 QO 于 P、 


A 





Q( 如 图 ) , 则 
MH= MG=x, GQ= QF= y, 


EN= NF= 2, HP= EP= ¢w. 
T+2y+2=180 ,r+2w+ z= 180", 


y= ww. 
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同 理 x= x. 
my A A 1 . 
CAD= 了 (NG- MG)= 7 (2y+ -x)=y. 


同 理 LACD= y. 
/CAD= /ACD, 

故 AD= CD. 

同 理 可 证 BC= CD，AB= BC. 

故 ABCD 是 菱形 . 

1.57 ”者 一 个 圆 外 切 四 边 形 有 两 条 对 边 相 等 , 则 圆心 到 另外 两 边 
中 点 的 距离 相等 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 四 边 形 是 ABCD, 自 AB=a,BC=&，， 
CD=c,D4=d, 圆 心 为 了 并 设 5=d. 

设 4B .CD 的 中 点 分 别 为 五 下. 下面 我 们 证 明 
IE= 1F. 

在 直线 AB 上 截 BC = BC,AD'= AD. 则 巨 是 中 
CD' 的 中 点 , 且 有 1 

CD=AD+BC -a=dt+6-a=c= (CD. 

又 可 证 IC= 1C',，ID= 1D.. 

因此 有 和 71JCDS 室 和 ICD， 

IE= IF. 

1.58 梯形 ABCD 的 两 条 对 角 线 相交 于 KK 点 .分 别 以 梯形 的 两 腰 
为 直径 各 作 一 圆 (圆心 在 腰 的 中 点 处 ), 现 知 点 K 位 于 这 个 圆 之 外 . 求 
证 :由 点 KK 向 这 两 个 圆 所 作 的 切线 长 相等 . 

z (莫斯科 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[证 ] 如 图 ,AB .CD 为 梯形 两 腰 , 上 且 对 
角 线 AC.、BD 与 以 腰 与 直径 的 两 圆 另 外 交 
点 分 别 为 M 和 N. 连 BM CN. 

由 切割 线 定理 知 :由 K 作 两 贺 切 线 长 
的 平方 分 别 等 于 KM.: KA 和 KN. KD, 故 只 
需 证 明 两 积 相 等 即 可 . 

由 一 AMB=9%0"， 一 CND = 90"， 
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知 一 BMC=90"，BNC= 90°. 
从 而 B.M、N.C 四 点 共 圆 ,县 BC 为 该 圆 直径 ,注意 到 BC/ AD ， 


几 .. /ACMN= /ACBN= /BDA 
大 AMN+ NDA=180",， 知 A、M.N.D 四 点 共 圆 . 


从 而 KM KA = KN.AD. 

1-59 从 半圆 上 一 点 C 向 直径 4B 作 
垂 线 CD,D 是 垂 足 .以 AD .DB 为 直径 在 
ACB 半圆 内 分 别 作 两 个 半圆 , 设 这 两 半圆 
的 外 公 切 线 为 EF, 而 EF 为 切 点 .求证 : 
(1)CD= EF;(2)D.E.C.F 是 矩形 的 四 个 

顶点 . 

(中 国 江 苏 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[证 ] 图 中 O 和 O; 为 两 个 小 圆 的 圆心 , 设 xr; 和 y, 分 别 是 它们 
的 半径 . 连 OLE、O;F, 作 O,G OE,G 为 牌 足 . 

(1 CD’:= AD:DB=2r):2r;=4rir. 

又 EF =0,G6:= O10}- (OIE- OF) 


=(ritr2)  — (ri r,) 





= 4rir,. 
CD = EF. 
(2) 设 公 切 线 EF 与 CD 交 于 P, 则 PE = PD = PF， 
PD=7 EF. ~” CD= EF, 
PD==CD. “PC= PD. 
由 于 四 边 形 DECF 的 对 角 线 互相 平分 ,而 且 对 角 线 等 长 ,所 以 DD、 
.C.F 是 和 矩形 的 四 个 顶点 . 
1'60 公 ABC 的 内 切 圆 切 AC 于 点 K ,求证 :过 AC 中 点 与 内 切 圆 
圆心 的 直线 平分 线段 BK . 


(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 设 p= 坟 (atbte). 
D 为 边 AC 的 中 点 , 则 CK = pc. 
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在 AC 外 侧 作 全 ABC 的 旁 切 圆 @@O,, 切 AC 于 
工 , 分 别 切 BA .BC 延长 线 于 已 .Q. 
则 AT=BP-AB=P-C=CK. 4 大 
设 O 〇 为 全 ABC 内 切 圆 圆心 ,又 QO 过 点 KK 的 直 AN 
径 另 一 端点 为 上. pan 
过 工作 ACAAC, 则 AC 切 @O 于 L. 
易 知 全 BAGCcpABAC. 
由 于 它们 的 旁 切 圆 分 别 为 @O 与 @O;,, 则 在 以 B 
为 中 心 的 位 似 变换 下 ,使 人 @O 变 为 @O, ,此 时 切 点 也 变 为 切 点 全, 故 丁 
即 为 BL 与 AC 的 交点 . 
由 AD=CD, AT=CK, 得 TD=KD, 即 D 为 TK 中 点 . 
又 OO 为 KL 中 点 ,OD 为 人 KLT 的 中 位 线 , 知 OD/ TB. 人 
在 全 KBT 中 , 易 知 过 TK 中 点 DD 且 平 行 于 BT 的 直线 DO 平分 













BK. 和 
1.61 半径 均 为 R 的 两 圆 之 一 过 平行 四 边 形 ABCD 的 顶点 A 和 “| 关 
B, 而 另 一 圆 则 过 顶点 B 和 C. 点 M 是 两 圆 除 刀 外 的 另 一 个 交点 . 求 | 等 
证 :全 AMD 的 外 接 圆 半径 长 也 是 R. 
(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 两 贺 分 别 为 GO1 和 @O,( 见 





的 对 称 点 , 它 显 然 在 OI 上 ,县 
KM BC ZAD. 
四 边 形 AKMD 是 平行 四 边 形 . 
人 AMDOA MAK. 
个 AMD 的 外 接 圆 半径 等 于 全 MAK 的 外 
接 圆 的 半径 , 即 @O, 的 半径 R. 
1:62 CC 是 QO 的 弦 AB 上 一 点 ,D 是 @O 同 
全 ACD 外 接 圆 的 交点 .求证 :CD = CB. 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 】 在 全 ACO 的 外 接 贺 中 (如 图 ) 显 然 有 
LACD= /AOD. 
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局 | 才 





而 在 @O 中 ,由 一 AOD=2 一 日 
AACD=2/B, .. B= 二 CDB. 
故 CD= CB. 
1.63 ”QO 的 弦 CD 垂直 于 直径 AB ,又 纺 AE 
平分 半径 OC .求证 : 弦 DE 平分 弦 BC . 
(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 记 OC 的 中 点 为 M, 且 DE 与 BC 交点 
为 N, 连 MN. 
”AB 为 GO 直径 ， 


府 计 过 





CD1A4B， 

有 OCB= LOBC= LAED, 

， CMN.LE 四 点 共 圆 .， 故 MN/ AB. 
M 是 OC 的 中 点 ，..N 为 BC 的 中 点 . 
1'64 ”如 图 ,已 知 :@0O, 与 @O, 相交 于 

A、B, 直 线 MN 垂直 4B 于 A, 且 又 分 别 与 

oO 交 于 M、N.P 为 线段 MN 的 中 

点 ,又 人 AOiQi = 人 AO;Q;. 求 证: PQI = 

PQ,. 

“(中 国 广州 ,武汉 ,福州 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[证 ] : 连 BQ!1 NA; BQ,, 则 


1 
/ABQ, = 人 AO1Q1, LANQ2= 5 LACQ;, 








ABQ;,=180° ~ /ANQ, = 180" - 7 LAOsQ;. 
LAOIQiI= LAOQ;, .. LABQI+ /ABQ,= 180°. 
知 Q1,B,Q; 三 点 共 线 . 连 MQ. 
MN | AB, /A MAB=90°, /NAB=90°, 且 
A、B、Qi、M 四 点 共 圆 ， 
A 、B.Q;、N 四 点 共 圆 . 
LMQIB=%0°, /ANQ,B= 0°. 
四 边 形 Qi Q; NM 为 直角 梯形 . 
P 为 MN 的 中 点 , 且 直 角 梯 形 
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QiQ2: NM 的 中 位 线 是 直角 采 QiQ: 的 垂直 平分 线 . 
PQ = PQ,. 
1:65 在 ABC 内 有 两 个 互 不 相交 的 OO! 和 0O，,， 它们 去 与 角 
的 两 边 相 切 , Oi 在 BA 上 的 切 点 是 M,GO: 在 BC 上 的 切 点 是 P. 
求证 :@O 和 Q@O, 在 直线 MP 上 所 截 出 的 弦 等 长 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 MK 和 PL 为 相应 的 4 
弦 .M 、P 为 两 圆 与 了 ABC 两 边 的 另 一 
切 点 . A 
由 圆 震 定理 知 PK: PM = (PM)? FL 
= (MP')= ML: AP. 
PK = ML. ~ ~ 
故 PL = MEK. 
1:66 大 AB 为 @O 的 直径 ,C 为 圆 上 一 点 , 圆 的 过 点 B 的 切线 
与 直线 AC 相交 于 点 M .求证 : 圆 的 过 点 C 的 切线 平分 线段 BM . 
( 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ] 设 K 为 两 切线 交点 , 连 OC( 如 图 ). 
又 设 人 人 CAB=a, 则 ACO= 人 CAO=a. 
由 KC= KB,， 
又 OCK = 90°, 
KCM =180°- (LOCK + /ACO) 
=00"-a=/AMB. 
故 KM= KC= KB. 
1.:67 已 知 :FE 为 圆 内 两 弦 AB 和 CD 的 交点 (如 图 ). 直线 EF// 
CB, 交 AD 的 延长 线 于 下 , FG 切 圆 于 G. 求 证 : EF= FG. 
(中 国 辽 宁 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 在 人 DFE 与 人 EFA 中 ， 
LDFE= /EFA, 
LFED= /C=/A, 
人 DFEWAEFA. 
EF FD 
FA EF’ 












于 是 
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即 EF*= FD':FA. 
又 由 圆 需 定理 得 ”FG“= FD': FA， 
EF*= FG’, 则 EF= FG. 
R 1-68 圆 中 三 条 弦 PP QQ 、RR; 两 两 相交 ， 
\7 交点 分 别 为 A、B、C( 见 左 图 ), 又 AP= BQ= CER， 
且 ARI= BPi= CQ 求证 :和 全 ABC 是 正三 角形 . 
LN (中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
QSV YY [证 ] 设 BC=x,CA=y,AB=x, 有 及 AP = 
De BQ=CR=m,H ARI- BPI= CQI=n. 
由 圆 的 相交 弦 定 理 有 
J 


n(nm+y)=m(n+ 2), 
全 Lo) 
0 SN 7 7 人 1 1 二 72yY， 
> 0 | 


Ny niz, 

上 三 式 相 加 可 得 ”=n， 从 而 x=y= x. 

即 人 4BC 是 正三 角形 . 

1.69 设 有 一 直线 与 两 同心 圆 相 截 ,交点 顺 次 为 A、B.C.D, 过 
A.B 各 引 大 圆 及 小 圆 的 平行 粥 AE、BF, 过 C 作 BF 的 垂 线 , 垂 足 为 
G, 过 DD 作 AE 的 垂 线 , 垂 足 为 五 .求证 :ED = FG. 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[证 ] 由 对 称 性 易 证 得 人 A= 人 人 E. 
A 设 弦 BC 的 中 点 为 已 , 则 已 也 是 弦 4D 的 中 点 . 
AAAHDoABGC， 
(CRY “. 人 AHPWA BGP, 
~ 则 BPG = 人 APH， 
即 日 .GP 三 点 共 线 ， 

于 是 AHG= 人 AHP= 人 人 A. 

而 了 A=AE， 故 AHG= 人 人 FE， 

则 HG/EF，.“. EFGH 是 平行 四 边 形 ， 

于 是 EH= FG. 
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1.70 相等 二 圆 O .O 交 于 已 点 , 另 二 圆 A. 召 各 内 切 于 圆 O 是 外 

切 于 圆 O ,又 互相 外 切 于 Q 点 ,求证 :P、Q 到 0O0 中 点 M 的 距离 相 
(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1962 年 ) 

[证 1] 设 圆 O. 圆 4. 圆 已 的 半径 分 别 为 r.a .65、OM= 4a. 

在 人 4OQ 和 全 BOQ 中 ， 

OA’:= OQ2+ AQ’ -20Q.:AQcos/ OQA, 

OB’ = OQ’ + BQ + 20Q.: BQcos/ OQA, 

OA*: BQ+ OB’:: AQ= OQ AB + AQ': BQ: AB, 
z ， OA’: BQ+ OB’.AQ 
OQ -= A 4Q. BQ, 
OA BQ+ OB’:AQ 


同 理 OR — AQ: BQ. 


在 全 OQO 中 ， “OM= OM,， 





QM = (OQ + OQ) OM?. : 
2 NS 
把 从 .@ 代 入 上 式 并 化 简 得 SN 
QM*:= r*— d= PM’, 
= QM . 
[证 2] 设 圆 A 切 圆 O 于 了 了, 切 圆 0' 于 
S, 则 .OA 过 了 工 ,DA 过 S. 
连结 TS 并 延长 交加 O“ 于 T ,连结 OT“. 
由 ATS= 人 人 AST= 人 OST = 人 OT'S, 可 得 OT’/ OT. 
易 证 售 TOM 写 人 人 TOM. 
MT =MT, 且 TT 过 M 点 . 
”” 设 圆 O 与 圆 O 的 另 一 交点 为 已 , 则 PP 与 00' 互 相 垂直 平分 于 
AM 点 . 





MP: MP = MS. MT ， 
即 MP-= MS.MT. 
目 M 作 圆 A 的 切线 , 切 点 为 Q1, 则 
MQ1 = MS: MT, 

NMQ = MP 
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3 言 过 





自 M 作 圆 B 的 切线 , 切 点 为 Q:. 

同 理 得 ”MQ, = MP. 

因此 , M 在 圆 A 和 圆 B 的 内 公 切 线 MQ 上 ， 

MQ=MP. | 

1*71 两 圆 外 切 于 点 O ,一 直线 切 一 圆 于 A , 交 男 一 贺 于 B.C 两 
点 .求证 :点 A 到 直线 BD 和 CD 的 距离 相等 . 

” (第 13 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 设 / 为 过 点 也 的 两 圆 公 切 线 , 且 
交 AC 于 下 点 . 

由 怠 切 角 的 性 质 不 难 有 

BDA = /BDF+ /FDA 

= LDCB+ FAD 
= /ADE. 

故 ”AD 系 人 BDE 平分 线 , 知 A 到 BDE 两 边 BD、DE (CD) 的 
距离 相等 . 

1*72 平面 上 两 圆 相 交 ,A 为 一 个 交点 .两 动 点 同时 从 A 出 发 ,以 
匀速 分 别 在 各 自 的 圆周 上 依 相 同方 向 绕 行 ,旋转 一 周 后 ,同时 间 到 出 发 
点 .求证 :在 平面 上 存在 一 点 ,使 得 在 任何 时 刻 从 P 到 两 动 点 的 距离 
都 相等 . 

(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
【证 ] _ 由 已 知 ,两 个 动 点 Qi、Q; 具有 相同 的 角速度 ,所 以 无 论 何 
时 , AQ 与 4Q; 的 度数 总 是 相同 的 . 
连结 Q1B QB、AB. 
(1) 点 Q; 在 劣 弧 AB 上 (或 点 Qi 在 劣 弧 BA 上) .这 时 有 


人 Q1BA -AQ 的 度数 = 二 AQ; 的 度数 


= 人 Q2BA. 
所 以 Qi 、.Q;.B 三 点 共 线 . (如 图 1). 
(2) 点 Qi 和 Q; 分 别 在 优 弧 AB、BA 上 ,于 





人 人 Q1BA = 二 AQ; 的 度数 ， 
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/QBA = 180°— 了 AQ: 的 度数 ， 


/QIBA+Q2:B4A=180”. 
.Qi1、Q1.B 三 点 共 线 . 
过 B 点 分 别 作 两 贺 的 直径 BM, BN, 则 
M.、A.N 三 点 共 线 ,连结 MN 必 过 A 点 且 AB 





| MN. 图 2 
作 线 段 QQ; 的 垂直 平分 线 QP, 交 Qi1Q; 于 QQ, 交 MN 于 P, 则 
PQI = PQ,. 
AMQIB=0°=ANQB, ‘«. MQIN QP/ NQ;. 


从 而 PP 是 MN 的 中 点 ,因而 P 是 定点 ,中 当 Qi、Q; 运动 时 ,PP 点 
不 动 ,于 是 P 点 即 为 所 求 . 
1.73 ”三 个 半径 都 为 R 的 圆 有 公共 点 ,这些 圆 两 两 相交 于 另外 三 
点 ,求证 :过 此 三 点 的 圆 的 半径 也 为 R. 
(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 如 图 ,由 于 入 4O,DS2AAO;D， 

“. LAO.D= /AO;D, 

设 人 人 AOID= 人 AO;D= 一 1， 
LDOIB= ADO,B= /2, 
DOC= LDOC= 一 3. 
LBDC =180° ~ LDBC= /DCB 





=180'- 寺 3- 二 
=180 -一 3- 广 人 2. 


且 LABAC=BhD+DAaC= 了 22+ 方 L3. 
BDC+ /BAC= 180°. 

由 于 “入 DBC 的 外 接 圆 半径 为 R， 则 sin 人 BDC= 沪 ， 

设 人 ABC 的 外 接 贺 半径 为 xz， 则 snZBAC= 交 
sin BAC = sin BDC, 
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1*74 在 线段 AC 上 任 取 一 点 B, 分 别 以 线段 AB .BC 和 AC 为 直 
径 作 圆 OO 和 OO. 过 点 B 任 作 一 直线 ,与 圆 O 相交 于 点 已 和 ,与 
A 圆 O1 及 O; 分 别 相 交 于 点 R 和 S. 求 证 : PR = QS. 
了 (莫斯科 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ] 设 此 3 个 圆 分 别 为 @OI(rI)、 
GO .OO(r) (如 图 ,括号 内 字母 代表 
其 半径 ). 
在 全 OjRO 和 会 O,OS 中 
OIR=0O0O;=ri， 及 
O10O0= OS= 7,. 
又 OIR/O;S, LOOiR=/00,;,s, 
和 全 OOIROS2AOOS. 故 OR = OS. 
作 OH1 PQ 于 H, 则 PH= QH, RH=SH. 
故 PR= PH- RH= QH- SH= QS. 
1*75 在 白 四 边 形 内 有 四 个 小 圆 ,每 个 圆 都 和 四 边 形 的 两 条 边 及 
另外 两 个 圆 相 切 .已 知 该 四 边 形 有 内 切 圆 ,求证 :上 述 四 个 圆 中 至 少 有 
两 个 圆 相 等 . 





(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 设 该 四 边 形 为 ABCD. 
因为 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 ,所 以 有 
AB+CD=AD+BC. OD 
再 由 切线 长 定理 及 人 D 式 有 
KIK2+MIAM=LILI+NN © 
其 中 KK LI LI MI M NI、N 依次 是 
4B .BC .CD 和 DA 与 诸 圆 的 切 点 . 
设 半径 OK = rl，O;K;= mm ，O;AMI = 





rs3, Oa M,= rr,, 
作出 如 图 的 辅助 线 得 z 
KIK’=(r +r2) (ri ~ r2) =4rirz, 
KIK;=2 wv rr2.-. | 


辣 理 可 得 NAN=2w rirs,LiL;y=2 rar3, AIA2 =2 V rara. 
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由 @ 式 可 得 2 Vrirzt+2Vrr=2Vrr3t+2Vrira， 有 
(WV =0. 
。 ri 三 73 或 Fr 二 大 4 ， 
好 四 个 圆 中 必 有 两 个 圆 的 半径 相等 . 
1"76 某 凸 七 边 形 内 接 于 圆 ,已 知 : 它 有 某 
3 个 角 都 等 于 120". 求 证: 它 有 两 条 等 长 的 边 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 7 
[证 ] 用 反 证 法 . 设 A,A,A;AsAsAeAy A 
为 圆 内 接 七 边 形 ,如 图 a 
荷 3 个 120" 的 角 均 不 相 邻 ,不 共 一 般 性 , 设 44 
为 了 4 ,AAA;, 则 4s 


TT 


AAiA2 + AsAs3As + ArAsAe +t AcA: 
=3x 地 (360" -120°) + Ao6A;=360°+ AcA7>360° 


六 盾 . 
故 3 个 120" 的 角 中 一 定 有 两 个 角 相 邻 . 设 为 Ai、 一 A,, 则 


TT 


AAA = AAA 
A1A1= AsAs, 
故 ”AzAl= AsAs. 
1*77 证 明 : 如 果 边 数 是 奇数 的 多 边 形 内 接 于 圆 ,并 且 它 的 全 部 内 
角 都 相等 ,那么 它 是 正 多 边 形 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 设 圆 O 的 内 接 多 边 形 W 的 顶点 
依次 记 作 Al1、A,、…、A,(n 是 奇数 ), 并 且 它 A 
的 各 个 内 角 相 等 . 
当 ?2=3 时 ,和 人 AIAA4; 显然 是 正三 角 
形 . 
下 面 设 ”之 $. 且 设 Ag= A,,Al= A,,1. 
敬 点 A;_1、A;、Ai+1 是 多 边 形 W 的 三 
个 相 邻 顶点 ,并 设 人 AAA = ay 因为 7 之 3, 所 以 a 宇 180', 因 此 弧 
4 -144i+1 小 于 半圆 ,因而 多 边 形 O4; .1A;A; 141 是 凸 的 . 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 茧 典 57 











可 以 求 出 8=360"- 2c. 
将 多 边 形 W 绕 点 O 按照 顶点 4 4，…,4， 的 方向 旋转 角度 7. 


| 旋转 后 顶点 A;- | 将 变 成 点 4;+ tb 即 旋转 后 每 个 顶点 重合 于 下 标 比 原 
直下 标 大 2 的 顶点 ,并 且 A, -重合 于 A, ,1= A1, 及 A, 重合 于 A 
因此 ,顶点 
Ai,A2, A3,, An-2, A,-1, An QD 
分 别 重合 于 点 
As3,A4,As,, A,,Al,A2. © 


依次 连接 中 中 相 邻 两 点 的 线段 在 旋转 后 变 为 依次 连接 @@ 中 相 邻 两 
点 的 线段 ,于 是 对 奇数 > 
AlA,= A3As= AsAe=…= A,-2A,-1= AnAi, 3 
AA;3=AsAs= AeAsy= = A,-_1A, = ArA,. (9 
由 中 ,人 @ 可 得” 多边形 的 各 边 相 等 . 
因而 ,多 边 形 W 是 正和 多边形 . 
1*78 已 知 : 凸 n 边 形 的 各 角 都 相等 ,并 且 顺 次 各 边 满 足 关系 式 
Ql 之 4Q2 之 “之 a, .求证 :al1 = as 二 … 二 a,. 
(第 5 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 设 P,P;… 忆 ,是 题 设 凸 2 边 形 ,这 里 
PPiri=ai(i=1,2,…,n, 且 P41 与 P, 重合 ). 
以 PP 为 底 向 凸 多 边 形 内 作 等 腰 
入 PP+1S;, 且 使 项 角 L 人 PSP = 2 
然后 以 S; 为 圆心 , SiP; 为 半径 作 圆 K;. 类 
似 地 作 贺 K; ,1. 
今 考 察 @K; 与 ©K;,; 1 的 关系 . 


了 SP 1P; =LSiniPiriPira= (180° -3 ) 


2 n 
_ (n ~2):180° 
2n 
而 人 PPiwiPis2= 下 一 1 (多 边 形 各 角 等 )， 


知 人 S;;J 在 SP， 上. 
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Pi:i 





若 a=a 即 PP = PwiP+2; 则 圆心 S; 和 S,, 1 重合 ,此 时 
OK; 和 Q@ K+1 也 重合 . 

若 a; 之 aj+1; 则 点 Si 1 位 于 S; 和 Pi 之 间 , 此 时 所 天 ， 和 所 Ki+1 
在 点 P;; | 内 切 , 且 K;; i 在 KK; 内 部 ( 切 点 Pi 除外). 

这 样 , 行 有 某 个 a; > aiil 成 并 ,由 al 之 a; 之 … 之 a, 可 推 知 ,由 
P,Pi 作出 的 @K, 在 由 PiP,; 作出 的 OK 内 部 , 且 与 ©KI 至 多 有 一 个 
公共 点 P,( 仪 在 al = a 二 … 二 ay-1>an; 妈 K-11 与 OK 重合 时 才 


有 可 能 ), 而 点 Pi 在 QQKi 内 . 
但 Ki 是 由 PiP; 作出 的 , 故 Pi 在 ©@K, 上 .这 是 不 可 能 的 . 


因而 只 能 是 al = az 三 …= an. 


(二 ) 角 相等 


1. 三 角形 中 的 角 相 等 问题 

1'79 如 图 ,在 人 ABC 中 ,AC= BC ,一 ACB 
=90",DD 是 AC 上 一 点 , 且 AE 乘 直 BD 的 延长 线 
于 E, 又 AE= BD, 求 证 : BD 是 二 ABC 的 平分 FF 
线 . 


D 


(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1990) C B 
[证 ] 延长 AE 、BC 交 于 下 ,在 Rt 全 ACF 和 
Rt 全 BCD 中， 
LCAF= /CBD, AC= BC. 
人 ACFLABCD. .. AF= BD. 
AE= 广 BD， .. AE= 广 AF. 4 
从 而 ”AE = FF 
在 RtAABE 和 Rt 人 FBE 中 , AE=EF, /Ss 
BE = BE, 7/ 
人 ABEQA FBE, 
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了 ABE = 人 FBE. 中 BD 是 人 ABC 的 平分 线 . 
1.80 全 ABC 中 ,了 C=90°, 记 为 4B 上 一 点 , 作 DE | BC 于 E,， 


几 
人 使 BE=AC, 且 BD= 广 ,又 DE+ BC=1, 求 证 :人 ABC=30" 
才 (中 国 北京 市 数学 竞赛 , 1986 年 ;汉江 杯 数学 竞赛 ,1990 年 


[证 1] 延长 BC 至 下 ,使 CF= DE, 连 AF. 
在 Rt 全 BDE 和 Rt 全 AFC 中 ， 


也 \ 由 BE=AC,DE= CF, 
\、 知人 BDES 和 AAAFC. 
-i 
B E C F 则 AF= BD= 广 ， LDBE= /CAF, 


LBAF= ABAC+ /LCAF 
= LBAC+ /ABC=90.. 


在 RIAABF 中, AF= 寺 ,BF= BC+ CF= BC+DE=1, 


2 
/ABC= 30°. 
B [证 2] 设 DE=>. 
和 ABEDoABCA， 
. XT_HE 
E D ~ CA BC 
由 BC+ ED=1, 得 BC=1-x， 
C A 1 
又 BE=CA, BD= >， 











在 Rt 全 BED 中 ， BED= 了， ED= z= 


B=30, 即 一 ABC=30". 
1.81 如 果 三 角形 的 三 边 a、.6、c 满足 关系 式 一 +- 


atb bte 
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3 人 。 
了 - ,那么 其 中 有 一 个 角 等 于 60°. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 由 题 设 有 

(at+b+ec)l(b+e)+(at+6)l=3(a+6)(6+ ce), 

区 af+c2-ac= 六 2， 

但 六 =a2+c2 一 2accosB， 

2cosB=1, 故 人 B=60". 

1'82 ”如 图 ,已 知 : AB = CD, 而 AC、BD 
的 垂直 平分 线 相 交 于 O, 求 证 : 人 ABO = 
/CDO. 

(中 国 湖南 省 韶关 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 连结 AO CO. 
点 O 是 AC .BD 的 垂直 平分 线 交 点 ， 
AO= CD，BO = DO. 

又 AB= CD, … A 人 AAOBSACOD, 
LABO= /CDO. 

1.83 ”AD.、BE 与 CF 为 锐角 人 4BC 的 
高 ,P、Q 分 别 在 线段 DF、EF 上 且 使 了 PAQ， 
DAC 同 向 相等 ,求证 : AP 为 人 FPQ 的 平分 线 . 

(加拿大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 延长 PF 和 色 RR, 使 FR = FQ. 

则 FRQ= 人 FQR. 

由 A、F.D、C 共 圆 可 得 

LDFC= /DAC. 
LPAQ = LADAC= ALDEC 








- 7 LDFE= /AFRQ 


所 以 ,P.Q、A.、R 共 圆 ,从 而 
APR=/ AQR, 
APQ= /ARQ. 
FRQ=ADFC, .. RQ/FC. 故 AF | RQ. 


中 
© 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 61 








又 ”TFIR=FQ， 
故 AF 是 线段 RQ 的 垂直 平分 线 , 于 是 


人 LAQR= LARQ, 十 
内 中 .@ 和 @ 得 人 APR= 人 APQ. 即 AP 平 分 人 FPQ. 


1.84 在 等 腰 和 人 ABC 中 ,ABC=20', BC = AB. 在 边 AB 和 BC 
上 分 别 取 点 Q 和 P, 使 得 人 PAC = 50°, 人 QCA =60', 证 明 ; 人 PQC = 
30°. 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 

[证 ] 由 顶点 A 引 直 线 AR ,使 之 与 
底 边 AC 区 成 60" 角 , 连 QR. 设 AR 与 QC 
KZ | 相交 于 点 S, 连 结 PS ,如 图 . 





下 AASC 是 等 边 三 角形 ， 
QSR=AASC=60,, 
又 SQ= SR. 


全 QSR 也 是 等 边 三 角形 . 
LBAC= /BCA = 80°, 
LAPC=180° -80° -50°=50°= AZPAC. 
“. PC= CA= SC. 
又 LQCR= LQAR=20", 
LCSP= (180°—20°) =80" 
LQSP = 100°= LQRP, 


QR = QS, QP= QP. 
个 QRPSO 人 QSP. 


LPQC= LPQR= LSQR=30", 

1.85 设 P 和 Q 为 锐角 入 ABC 的 边 AB、AC 上 各 一 点 ,过 PP 作 
AB 的 垂 线 与 过 Q 作 AcC 的 垂 线 交 于 点 DD, M 为 边 BC 的 中 点 ,求证 : 
PM = QM 的 充分 必要 条 件 是 人 BDP= 人 CDQ. 

(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1995 年 ) 

[证 ] 分 别 取 BD .CD 的 中 点 EE 和 下 ,连结 PE .EM FM .QF. 

AM 为 BC 的 中 点 ， 
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EM= 二 CD= QF, 
FM=BD= PE. 
若 PM = QM, 则 全 PEMSA 和 AMFQ. 
， PEM= /QFM. 
LDEM= /DFM, 
PED= /QFD. 


PBD= 3 LPED- 7 LQFD= LQCD. 


.. 用 PDB= 人 QDC， 必 要 性 成 立 . 

若 人 LPBD= 人 QDC, 则 LPFED= 人 QFD. 

* LDEM= /LDFM, .. PEM= /QFM. 

.. 和 人 PEM 人 MFQ，.“*.， PM = QM,， 充分 性 成 立 . 

1.86 已 知 :一 个 三 角形 的 三 条 边 长 a、b\e 与 各 边 的 对 角 A、B、 





C 满足 关系 式 a+6b=tg 5 (atgA + 6tgB) .证明 :这 个 三 角形 是 等 腰 


三 角形 . 
(第 8 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 由 于 A.B.C 为 入 ABC 的 三 个 内 角 , 列 




















C x A+B 
十 六 十 (一 一. 
A+B+C ,或 7 7 
有 VC_，v4A+B_ 2 
8 8 2 A+B. 
sm 一 7 
已 知 等 式 可 以 改写 为 
A+B A+B 
COS 7 COS 7 
a ligA ATB tbl eB- A+B =0， 
sm 一 7 sin 
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Wh 麻 己 


A+B Bows d+B 
7 Sn COS 7 
十 十 








SINA * cos 





9. 





+bll— 
A 
B cosB * sin 


2 2 


即 al1 一 A B 








cOSA Sin 





A+B A+B 
或 acosB (sin O27 cosA ~ cos 5 sinA | 








A+B A+B 
+ bcosA (sin 5 cosB 一 cos 5 sinB ) = 0， 


A 
A + bcosAsin 7 号 -0， 








B 
则 ”acosBsin 
B-A 





Sin 


(acosB — beosA)=0. 


A ‘2R (sinAcosB — cosAsinB)=0, 





由 正弦 定理 得 “sin 上 


一 入 
‘sin(A ~ B)=0. 











即 sin 
故 sm hos Ho =0 
Tn .B-A .x B-A 
一 一 < 一 一 一 < 一， 3 
7 7 7 COS 0 
sn -人 -0， 有 0. 即 B=A. 


所 以 全 ABC 为 等 腰 三 角形 . 

1.87 在 和 ABC 中 引 中 线 AD 和 BE, 又 人 CAD= 人 CBE= 30". 求 
证 :全 ABC 为 正三 角形 . 
z (莫斯科 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 如 图 ,个 ADCW A BEC; 

AC DC 2DC BC 


BC EC 2EC AC 
E AC2= BC2，AC= BC. 
在 ABEC 中 , “BEC=30，EC= 工 BC 


2 
LBEC=90°, A C=60°. 
故 ” 公 ABC 为 正三 角形 . 
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1.88 在 锐角 入 ABC 中 ,最 大 的 高 ARF 等 于 中 线 BM ,也 等 于 内 角 
平分 线 CD, 求 证 :全 ABC 是 等 边 三 角形 . 
(第 1 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 过 点 M 作 ML [LAB 于 上 , 作 MK 
BC 于 K ,于 是 有 
1 1 


MK = AH= 3 BM, 


ML< CD= 7 BM. 


MBC=30°, /A MBA<30". 
LABC<60.. 
为 一 方面 ,由 中 线 定理 知 于 同一 三 角形 中 ,大 边 上 的 中 线 小 而 小 边 
上 的 中 线 大 .因为 边 BC 上 的 中 线 AE 宇 AH = BM, 边 AB 上 的 中 线 CF 
<CD= BM ,所 以 BM 是 最 小 中 线 , 从 而 有 
AC>BC, AC 之 AB. 
ABC 之 /BAC, / ABC>/ ACB. 
LBAC<60°, A ABC<60°, / ACBS6O". 
LBAC= /ABC= /ACB= 60°. 
公 ABC 为 等 边 三 角形 . 
1.:89 已 知 :三 角形 三 内 角 成 等 差 数 列 , 三 条 高 也 成 等 差 数 列 , 求 
证 :这 个 三 角形 是 等 边 三 角形 . 
(第 3 届 拉 丁 美洲 地 区 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 j 设 三 角形 ABC 的 三 内 角 为 A 志 B 志 CC. 
因为 ”A .B.C 成 等 差 数 列 ,所 以 B=60". 
设 BC、CA .AB 上 的 高 依次 为 hhh， 则 有, 宇 刀 宇 hh， 
所 以 ”由 hh .hs .hh 成 等 差 数 列 得 ”2h, = 有 hh + hh. 
设 人 ABC 的 面积 为 S， 则 空 -= 全 + 立 ， 
故 2ac= ap+ we. 
由 正弦 定理 得 ”2sinAsinC = sinAsinB+ sinBsinC, 
令 4A=60'-0，C=60'+0， 则 





2sin(60 — 0)sin(60° + 0)= [sn(60' -0)+sin(60° + 06)], 
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e 言 忆 





即 CoS20 + = 一 “2sin60 cosb ， 
1 3 

6 2 __ -GC ~ 

或 2cos’ 6 1+ ~ eh 


亦 即 4cos0 一 3cos0 一 1=0. 
所 以 (cos8 一 1)(4cos8 + 1)=0. 
因为 cosg>0, 所 以 4cosg6+1>0, 于 是 cos9 一 1, 得 6=0". 
即 A=C=60. 
所 以 全 ABC 为 等 边 三 角形 . 
1.90 ”在 直线 上 给 定 了 3 个 点 A、.B.C, 而 B 点 在 A 点 和 C 点 之 
间 . 以 线段 AB 为 一 边 作 等 边 三 角形 ABC ,以 BC 为 一 边 也 作 一 个 等 边 
三 角形 BCA ,使 得 A! 和 Ci 位 于 直线 AB 的 同一 侧 . 设 点 M 是 线段 
AA1 的 中 点 ,点 N 是 线段 CC 的 中 点 .求证 :全 BMN 是 等 边 三 角形 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[证 ] 如 图 , 易 证 
人 ABA| 宇 人 CBC, 
. AA1=CC!, LMAIB= ZANCB, 
且 MAI=NC, AIB= BC, 
A 站 C . 人 人 ABMACBN, 
有 BM = BN, /MBA',= /NBC, 
LMBN = /MBAI+ AAIBN= ANBC+ /AAIBN 
=/AlBC=60° 
全 BMN 是 等 边 三 角形 . 
1.91 位 于 同一 平面 内 的 正和 人 ABC 、 正 全 CDE 和 正信 EHK (顶点 


依 逆 时 针 方向 排列 ) 两 两 地 有 公共 点 C 和 E, 且 AD = DK .求证 : 
”全 BHD 也 是 正三 角形 . 
(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 将 人 CAD 绕 点 C 道 时 针 旋 转 
60° ,此 时 它 变 至 人 CBE ， 
因 全 ABC 和 公 CDE 均 为 正三 角形 ， 
且 同 向 ( 巴 点 依 逆 时 针 方 向 排列 ), 可 有 
4D= BE, 且 AD 与 BE 间 夹 角 


Al 
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/EPD=60°. 
再 将 全 HBE 绕 点 日 顺 时 针 方 向 旋转 60', 由 于 全 EHK 系 正三 角 
形 , 故 五 点 变 至 天 . 


AD= DR, .. DK=AD=BE. 
已 知 了 EPD = 60", 故 在 此 旋转 中 ,射线 EB 变 为 射线 KD, 点 BB 变 
至 点 DD. 
HB= HD, /BHD=60°. 
因此 全 BHD 是 正三 角形 . 
1.92 (1) 已 知人 ABC 和 和 人 ABC 中 , AB= AiBi,BC= BiIC)， 
了 BAC= 人 BiAiCl=100". 试 证 ;全 ABC 纪 人 A1B1C1.(2) 若 将 (1) 中 
条 件 改 为 人 BAC = BAICI=70" ,其 余 条 件 不 变 ,结论 是 否 仍 成 立 ? 
为 什么 ? 
(中国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] (1) 如 图 ,分 别 过 B、Bl 作对 边 C4 .CA 上 的 高 BD、 
BID1, 其 中 DD 为 垂 足 . 





_- | 
4 C， 41 D! 


LBAC= /BAIC, =100°>90° 
D .Di 在 CA CA 的 延长 线 上 . 
于 是 BAD= BjAiD,=80". 
又 BA=BA;, LBDA= /BD,A,=%0°, 
. AABDEAA BID 
“. BD=BID;, AD= AiD,. 
又 BC=BICI LD=LD)=90°, 
2 RtABCDERtABICID 
CD=CiDi, 有 AC=AiC. 
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线 
段 
角 
或 
产 
相 
等 





禄 1 涉 





. 人 ABCQAAIBIC. 
(2) 此 时 结论 不 成 立 . 

/BAC= 70°<90°. 

作 ”BD AC, 垂 足 为 DD. 以 DB 为 轴 , 取 C 对 称 点 Cl. 
由 于 BC=BCI，BA 为 公共 边 ， 人 人 BAC 为 公共 角 ， 
显然 和 ABC 与 全 4BC; 满足 题 设 条 件 ,但 它们 并 不 全 等 . 

1.93 分 别 以 和 ABC 的 三 边 为 一 边 向 
形 外 作 正 方形 ABEF 、BCGH .CAD , 设 AH 门 
BI= Pi, BIf\CF= Qi, CF{\1AH= Ri,AG 
NCE=P,,BINAG= Q;, CEN BI= R;,, 求 
证 :人 Pi1QIiRi 宇 人 P,Q;R;. 

(中 国 国 家 集训 队 选 氢 考试 ,1989 年 ) 

[证 ] 令 CFNMBI= M,CENAB=N, 
1 5 AG 门 BJ = 工 . 当 将 入 ABJ 绕 点 A 旋转 90" 
时 ,就 重合 于 全 AFC, 故 有 BT |_FC. 

因此 知 A、F、.B.M 和 M、B、U、C 分 别 四 
点 共 圆 . 

所 以 用 AMF = /ABF= 43 = /CBU = 

~ CMU. 

故 知 ”A 、M、U 三 点 共 线 . 

同 理 ，B、.N、V 和 C.、L、W 分 别 三 点 共 线 . 

易 证 ， 直 线 AU .BV .CW 恰 为 人 UVW 三 条 高 所 在 的 三 条 直线 ， 

故 三 线 共 点 S, 而 S 恰 为 和 UVW 的 重心 . 

因为 ”一 SMR:=43 = 一 SNRI，SWMRI=135 = /SNR,, 

所 以 MRI R NS 五 点 共 圆 . 

从 而 有 SRI=SR， 且 RISR,=90". 

同 理 SPI= SP,, SQI=SQ, 有 一 PISP,= /QiSQ,=90°. 

由 此 可 上 见 , 当 将 人 PiIQIR 绕 点 S 旋转 90° 时, 便 重 合 于 
人 PQ;R;. 所 以 人 PIQIRIEAP,Q,R;. 

1'94 已 知 :三 角形 TT 的 三 条 边 的 长 度 分别 等 于 三 角形 全 的 三 条 
中 线 的 长 度 , 旦 两 个 三 角形 有 一 组 角 相 等 .求证 :这 两 个 三 角形 相似 . 

(前 捷 死 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
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“只 己 














[证 ] 设 AD、BE、CF 是 个 ABC 的 三 条 
中 线 , M 是 重心 . 
延长 AD 到 G ,使 DG = MD， 
连 BG .CG FED DE. 
显然 ,为 证 明 本 题 结论 ,只 需 证 明 
人 ABCO A 全 CMG( 不 计 顶 点 顺序 ). 
(1) 当 MGC= 一 ACB 时 ， 
由 BMG=MGCC= 一 ACB， 
从 而 M、DCE 四 点 共 圆 . 
/AACB= /AGB= GMC, 故人 ABCco2ACGM. 
(2) 当 MGC= ABC 时 ,此 时 A、B、G.、C 四 点 共 圆 ， 





/~ACB=A4GB= GMC， 因 而 和 ABCoACGM. 全 家 
(3) 当 LMGC=L BAC 时 , LBMG = LMGC= /BAC= /BFD. . 和; 
F.B.D.M 四 点 共 圆 ,有 ”GMC= ABC， 
因而 “入 ABCoA GMC. 并 
由 (1) 2) 3) 本 题 得 证 . 等 





1.95 人 ABC 的 边 AB、BC 和 CA 上 分 别 有 点 Ci、Al 和 Bi( 异 于 
入 ABC 的 顶点 ) ,满足 四 二 = 呈 及 CBAC- /BAICI, 求 
证 :和 人 AIBICIC2A ABC . 
(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 】 过 Cl 作 CJMAAC 交 BC 于 M( 如 
图 ,注意 两 种 情况 ) , 则 
CM AC! CB 
MB CIB BiA 
BIM/ AB. 
知 ABIMC 是 平行 四 边 形 . 
因此 ,了 BIA1C1 = 了 A= 人 BiMCi 由 此 
得 4 .Bi .CI 、M 共 圆 . 
AIBICI= CIMB = 一 C. 
又 BAC= 一 BiAICI， 
故 和 全 AICIBIcDAABC、 
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上 述 证 明 是 在 点 M 不 与 点 Aj 重合 (不 论点 M 在 AI、C 或 AIB 
之 间 ) 的 情况 下 适用 . 若 M 与 A| 重合 , 则 4 .Bi .Ci 分 别 为 BC 、CA 、 
AB 的 中 点 , 易 证 全 A1B1Ci 相似 于 全 ABC. 

1.96 在 和 全 ABC 中 ,G 为 重心 , M 为 BC 的 中 点 ,X 在 4AB 上 ,Y 
在 AC 上 , 且 X、G、Y 共 线 ,直线 XYABC. 设 XC 与 GB 交 于 Q, YB 
与 GC 交 于 P. 求 证 :人 MPQ@DA 人 ABC. 

(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 瑟 为 AB 的 中 点 . 

因为 XY/BC, 则 和 GPYcACPB. 
GP GY XY/2 1 
PC BC™ BC 了 3 
fC_3_. it 即 CC 
GC 4 (243) CE CE 2 
CP= PE .因而 MP 为 CEB 的 中 位 线 . 


于 是 MP//AB. 又 MP= 本 4B. 


绊 计 志 








同 理 还 有 MQ/ AC ， MQ= 寺 4C， 


_ ME_AB 
因而 《PMQ= 人 BAC, 且 jo- Ac 


“. 人 MPQDAABC. 
1"97 求证 :每 一 个 三 角形 的 三 条 中 线 可 以 构成 新 的 三 角形 .再 证 
明 : 如 果 五 ! 是 原来 的 三 角形 , H; 是 HI 的 中 线 构成 的 三 角形 , 本 ; 是 
HH; 的 中 线 构成 的 三 角形 ,那么 三 角形 日 和 五; 相似 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1940 年 ) 
[证 ] (1) 设 A、B.C 是 三 角形 日 | 的 顶点 ,Ai 、 Bi .CI 是 边 BC、 


CA .AB 的 中 点 . 
把 三 角形 昌 ! 扩充 成 平行 四 边 形 


ABCD, 设 下 是 CD 的 中 点 ,E 是 AD 的 中 


tty 


由 于 四 边 形 BAJFB， 和 四 边 形 
ACICF 是 平行 四 边 形 . 则 
AF= CCI, AIF= BB,). 
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因此 和 44 下 的 三 边 长 恰 为 A4BC 的 三 条 中 线 长 .于 是 三 角形 的 
三 条 中 线 可 以 构成 新 的 三 角形 . 


(2) 由 于 AAA 下 的 中 线 和 和 ABC 的 对 应 边 的 比 为 地 1 即 H 


的 三 边 与 有 Hi 的 三 边 之 比 为 3:4. 
因此 三 角形 H; 与 三 角形 Hi 相似 . 且 相 似 比 为 3:4. 


2. 多 边 形 中 的 角 相 等 问题 


1'98 在 凸 四 边 形 ABCD 的 边 BC 上 取 两 点 EE、F(E 比 玉 离 B 较 
近 ). 若 BAE = CDF, 和 且 FEAF= /FDE. 求 证 :人 FAC= 人 EDB. 
(第 30 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 由 人 EAF = 人 FDE, 知 四 边 形 AEFD 内 接 于 圆 . 所 以 
人 AEF+ AFDA=180". 又 ,人 BAE=ACDF,， 故 有 
ADC+ /ABC 
= AFDA+/ACDF+ /AEF- /BAE E 
= 180° 3 
于 是 ,四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 . 
则 BAC= LBDC. A D 
故 ”FAC= 人 EDB. 
1'.99 点 M 是 四 边 形 ABCD 内 的 一 点 ,使 得 四 边 形 ABMD 是 平 
行 四 边 形 且 有 一 CBM= CDM ,求证 : ACD = 人 BCM . 
(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 过 点 C 作 CE ZL MB ,连结 AE 、BE ,于 是 四 边 形 AECD 和 
BECM 都 是 平行 四 边 形 . 
LEAB = 人 CDM= /CBM 
= A BCE. 
A、B.EC 四 点 共 圆 . 
LACB= /AEB= DCM- 
LACD= /BCM. . 
1*100 如 图 ,在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 平 分 BAD .在 CD 
上 到 一 点 ,过 BE 交 AC 于 下 ,延长 DF 交 BC 于 G. 求 证 :GAC = 
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1 LEAC. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 


连结 BD 交 AC 于 互 , 在 人 ABCD 中 


) [证 ] 
k 由 塞 瓦 定理 有 
B Ce.BH DE _ 
2 GB HD EC ， 
C 

又 A 日 平分 人 人 BAD , 则 知 pp ”AD 

CG AB DE 

GB AD EC 


过 点 C 作 AB 的 平行 线 交 AG 的 延长 线 于 了 ， 


则 CG a DE _ AD 
GB AB’ EC COC] 
CT AB AD 
.， BLDG 从 而 CI= C0. 
xX CI/AB,C NH AD, 
LACI =x-/LBAC=x- /DAC 
= /AOC. 
上 故 个 ACI 包 人 ACJ ,从 而 人 人 IAC= JAC,， 


即 一 G4AC= /EAC. 
1*101 在 忆 ABCD 中 ,下 为 AD 上 一 点 ,五 为 AB 上 一 点 ,日 BE 


=DF ,BE 与 DF 交 于 G, 求 证 ;人 BGC= 人 DGC. 
(中 国 吉林 省 长 春 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[证 ] 过 CC 作 CMWM BEE 于 M, 作 CN 


DF 于 N. 
连 CF、CG， 则 








1 
SABEC = 7 SABCD = SAcrp 
BE=DF, .. CM= CN. 
从 而 RIACMGE2RtACNG. 即 有 BGC= DGC 
1.102 给 定 一 个 凸 四 边 形 ABCD ,将 它 的 对 角 线 交点 记 作 0. 
知人 4ABO .和 人 BCO .和 CDO、A4DO 的 周 长 彼 此 相等 .求证 :四边形 
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ABCD 是 凌 形 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 a.5、c.d 分 别 为 四 条 线段 OA .OB .OC .OD 的 长 度 .如 
果 它 们 不 等 , 则 可 设 c 宇 a,d 之 5. 于 是 可 在 OC 上 截取 OM=4a, 在 OD 
上 截取 ON=5. 连 AN .BM 和 MAN, 如 图 1. 





图 ] 图 2 


则 ”ABMN 是 平行 四 边 形 . 
全 ABO 的 周 长 = 全 MNO 的 周 长 = 全 CDO 的 周 长 ， 
故 ”M 与 C 重合 ,NN 与 D 重合 ,ABCD 为 平行 四 边 形 . 如 图 2. 
… 人 4BO 的 周 长 = 全 ADO 的 周 长 ， 
RR a+b+AB=a+b+AD. 
AB= AD, 故 忆 ABCD 为 菱形 . 
1 :103 如 图 ,O 是 过 4BCD 内 一 点 ,县 一 A4OB ， 
+COD=180". 求 证 :二 OBC = OPDC NA 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[证 1] 将 A 人 DOC 延 DA 方向 平移 使 DC 与 AB /NA 
合 , 得 入 4BO“ 





D 性 
LAO'B= /DOC, 
LAO'B+ LAAOB = LDOC+ /AOB jy 
: = 180", 、 
4.O.B、O- 四 点 共 贺 . 
又 OOVBC， 


LOBC= /BOO’= /0'AB= /ODC, 
即 二 OBC= /ODC. ; 
[证 2] 令 人 AOB = 98, 了 BOC=a. 则 COD 
=180° -0,/AOD=180°- 4a. 
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1 AB = CD, sin = sin(180 - 0), 对 
~、 个 OCD 和 全 OAB 使 用 正弦 定理 ,有 


sin CDO _ sin(180 — 6) _ sinb0 
和 
让 f _ sn 一 ABC 


OA 
OA _ sin ABO 中 
OC sin CDO 
类 似 地 ,对 全 OBC 和 公 OAD 使 用 正弦 定理 ,有 
sinLCBO sing _sin(180 ~ a) sin ADO 
OC Bc AhD oa 
OA _ sin ADO 加 
OC sin CBO 


由 .@, 可 得 ”sin ABOsin CBO= sin ADOsin/ CDO. 

则 cos( LABO+ /CBO)- cos(/ABO~ /CBO) 

=cos( /ADO+ /CDO)- cos(/ ADO- /CDO). 
ADC= /LABC, 双 LADO+ LCDO= /LADC, HH 

LABO+ /CBO= /LABC. 

则 cos( 达 ABO -LCBO)= cos( ADO -一 CDO). 

下 面 分 两 种 情况 讨论 : 

情形 1: 人 ABO - 人 CBO = 人 ADO -人 CDO， 

由 于 ABO+ CBO= /ADO+ 一 CDO， 

把 这 两 等 式 相 减 ,有 2 一 CEBO =2 一 CDO. 

妈 ”CBO= 人 CDO 本 题 得 证 . 

情形 2: ABO - 人 CBO = 人 CDO -人 ADO. 

色 /LABO+/LCBO= /CDO+ /ADO. 

把 这 两 等 式 相 加 ,有 2 一 ABO = 2 一 CDO， 

即 ABO= CDO, /CBO= /ADO. 

把 一 ABO= 一 CDO 代 人 中 , 有 0A4= OC. 

又 由 一 CBO = ADO， 

可 得 人 ADO+ ABO= 人 CBO+ /ABO= /ABC. 
ABCD 是 平行 四 边 形 . … 人 ABC= 180' -人 BAD. 

故 BAD+ 人 ADO+ 人 ABO=180". 即 DOB = 180". 
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点 D.O.B 共 线 ,这 时 有 右 图 , 且 , 


LCOD+ /BOC= 180°. 4 
故 有 BOC= 6= /AOB. 


… 人 AOBLQACOB, 
因而 人 ABO= 人 CBO. S| 
又 … 了 ABO = CDO， 即 得 一 CBO = 

CDO. 


1.104 在 矩形 ABCD 中 ,点 M 是 AD 边 的 中 点 ,NN 是 BC 边 的 中 
点 ,在 DC 的 反 向 延长 线 上 取 点 P, 用 Q 表示 直线 PM 与 AC 的 交点 . 
求证 : AQNM = 人 MNP 
z (第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 尺 是 直线 AN 与 CD 的 交 pp . . 


点 ,O 是 矩形 的 中 心 . 连 MN. 入 
由 OM=ON, 得 PC= CR. 2 
. PN= RN, LCPN= /CRN. Be 


MN/ PR. 3 
LMNP= ACPN, AQNM= /CRN. 
, /QNM= /MNP. 
1'105 忆 4ABCD 中 ,以 AC 为 边 长 在 两 侧 各 作 一 个 正三 角形 
从 ACP 全 ACQ , 试 证: 四边形 BPDQ 为 平行 四 边 形 . 
(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 连结 BD 交 AC 于 O, 连 PO、QO. 
从 APC 是 正三 角形 ,和 且 ABCD 是 平行 四 边 形 ， 
PO | AC. 
同 理 QO LAC. … P.O.\Q 三 点 共 线 . ce 
AP= AQ, 而 40 是 PQ 边 上 的 高 . 
AO 是 PQ 的 中 线 , 即 PO = QO. 
又 … BO = DO, 
四 边 形 PDQB 是 平行 四 边 形 . 0 
1'106 ”以 平行 四 边 形 的 各 边 为 边 向 外 作 正 方形 .求证 :所 得 4 个 
正方 形 的 中 心 恰 是 某 个 正方 形 的 顶点 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 
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党 请 固 注 ”和 这 


性 1 梁 





[证 ] 如 下 图 , 设 以 忆 ABCD 的 边 为 边 向 
外 所 作 正 方形 的 中 心 分 别 为 Oi1、O2、O3、0O4， 





1 连 O10;、O;O;. 
AO; = DO;, AO! = DO;, 

上 且 ”OAO, =360' -BAD 
=360°— (180° ~ 一 CAD) 
=180"+ CAD 
= 了 O3 DO，， 


人 OA0; 宇 人 0;DO,, 
O01= O;03, LAO,O1= /DO,O;, 
LO10;0; = LO10;A + LAO;O;= /DOO;+ LAO,O; 
= /AO,D= 90°. | 
同 理 可 证 O401=O301, 且 0104034 = 90"， 
O10O,O30O4 是 正方 形 . 
1*107 在 四 边 形 ABCD 中 ,从 顶点 A 和 C 作对 角 线 BD 的 垂 线 ， 
从 项 点 B 和 DD 作对 角 线 AC 的 垂 线 .求证 ;四边形 ABCD 与 MNPQ 相 
似 (M、N、P、Q 是 垂 线 的 垂 足 ). 
《莫斯科 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ] 如 图 ,由 四 点 共 圆 判定 法 则 知 A、 
D、M.、Q 四 点 共 圆 ， 
A MQN= /ADM. 
故 和 全 OMQc 和 OA4D. 
同 理 人 OOQPc 和 AOBA4A ， 
及 人 OPNcIAOCB 和 人 ONMcAODC. 
由 于 点 的 位 置 顺序 的 规则 ， 故 ”四边形 MQPNc 四 边 形 DABC. 
1.108 已 知 : 凸 五 边 形 ABCDE 满足 PC= PE,DCB = DEA 
=90 .点 下 是 线段 AB 内 一 点 ,并 且 AF: BF = AE:BC. 证 明 : FCE 
= /ADE, /FEC= /BDC. 





(波兰 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[证 1] 延长 BC 至 G, 使 AE = CG ,连接 AG、DG. 设 AG 交 CE 
于 五. 
由 条 件 , 易 知 全 AED 记 人 GCD, 从 而 AD = GD，~cCpG = 
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LADE. 
BF_BC_ 


由 天 人 二 -元 有 CF/ AG ， 


于 是 人 FCE= 人 AHE. , 

下 证 人 AHE= 人 ADE. 2- 

事实 上 ,由 于 人 人 CDG = 人 ADE， 故 
LADG= LCDE, 





而 -= =1， 全 ADGW A EDC, 


从 而 了 CED= 人 GAD， 故 A 日 .DE 四 点 共 圆 . 
AHE= ADE, 亦 即 有 人 FCE= /人 ADE. 
类 似 可 证 和 人 FEC= 人 BDC. 线 竟 
[证 2] 延长 CB、EA 交 于 点 D, 连 DO, 过 A 和 作 AG// CE 交 CO 段 _ 
于 G, 交 DO 于 HH. 角 章 
由 条 件 , 易 证 人 OCD 与 人 OCE 关于 OD 成 轴 对 称 , CE | OD， | 条 
AG | OD, AE= CG, GH= HA. 和 


注意 到 结 . 人 .人 B.A 


由 梅 涅 劳 斯 定理 ,C 下 日 三 点 共 线 . 
在 全 OHC 和 全 OAD 中 ， 
易 知 COH = 一 DOA ， 





= cos DOA = cos 一 COE = 上 





OA 
和 全 OHCcAOAD， 

故 有 OCH= ODA. 

再 由 OCE =90" -COD=90' -PEBOD= OPDF. 

从 而 人 FCE= /人 ADE. 

”类 似 地 ， 过 B 作 CE 平行 线 交 OD 于 日 .重复 上 述 过 程 可 证 让、F、 

三 点 共 线 ,全 OHEWDA OBD ,进而 ,可 证 FEC= /BDC. 

1*109 如 图 ,O 为 凸 五 边 形 ABCDE 内 一 点 ,是 /1= /2, 3= 
4, 人 5 二 人 6,A7= 8. 求证 ;人 9 与 人 10 相等 或 互补 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[证 1] 由 正弦 定理 及 已 知 条 件 , 得 
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O4_ _- OB _ OB _ OC _ OC 
sin 10 sin sin2 sin3 sin4 
OD OD OF OFE OA 














已 


等 或 互补 . 

[证 2] 由 于 对 定 线段 的 张 角 的 定 角 的 点 的 
轨迹 是 以 定 线 段 为 弦 的 张 角 等 于 定 角 的 两 个 相等 的 弓形 弧 . 所 以 由 人 1 
= /2 得 

全 OA4B 的 外 接 贺 与 人 OCB 的 外 接 圆 为 等 圆 ; 同 理 ,和 全 OCB 的 外 
接 圆 与 人 OCD 的 外 接 圆 为 等 圆 ; 

全 OCD 的 外 接 圆 与 人 OPDF 的 外 接 圆 为 等 圆 ; 

和 人 ODE 的 外 接 圆 与 人 OAFE 的 外 接 圆 为 等 圆 . 

于 是 和合 O4B 的 外 接 圆 与 人 OAF 的 外 接 贺 为 等 圆 . 

从 而 ”9 与 人 10 相等 或 互补 . 

1*110 ” 设 等 边 凸 五 边 形 ABCDE 的 各 个 角 满 足 人 A 衬 人 人 B 宇 人 C 
宇 人 D 之 人 E. 求 证 : 它 一 定 是 正 五 边 形 . z 

(第 22 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1981 年 ) 

[证 ] **: AC=2ABsin 3 >2CDsin 2 CE, 

在 和 ACE 中 ， 作 AEC 之 人 EAC. 


为 一 方面 ,有 


， 5 LEAc =LA4- 全 二 人 -< 


_ 1 ,om 
: 有 = 和 人 4A+ 了 7 90 


>>LE+ 本 CD-9%0 





_180°- 人 AD 


/AEC. 
AEC= /EAC. 
并 日 仅 当 人 A = EE， LB= 廊 人 D， 即 了 B= 人 D, 从 而 


人 了 A= 人 人 B=AC=AD= LE 时 才 有 可 能 . 
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和 


因此 ABCDE 一 定 是 正 五 边 形 . 

1'111 在 等 边 凸 六 边 形 ABCDEF 中 , 顶 角 A、 人 人 C、 人 E 之 和 
等 于 顶 角 人 B、 了 人 D、 人 F 之 和 .求证 :A= LD, 人 B= 人 FE, 人 C= 
LF. 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[证 ] 先 证 明 下 面 的 引 理 : 。 

如 果 a、B、Y 和 aj、Bi、Yi 是 正 角 ,a+ B+ y= 


180 ,al 十 Ai 才 Y1 三 180 , 且 
sina :Sing :Siny=Sinal :SinB :sin7yi ， 的 
那么 a=a1, B=Bi, Y= Yi1. 4 E 


ac 而 cl、 8 yi 所 在 三 角形 的 三 边 分 别 为 al ,bl1\c, 则 内 ( x ) 可 得 

a :b :c= sine :sing :siny， 

ay :bl :c= sina, :sinB! :siny1， 

al :bl :cI =a :bi:c. 
从 而 这 两 个 三 角形 相似 ,于 是 a = ci， B= Bi, Y= Yi1. 
设 六 边 形 ABCDEF 的 边 长 为 a,， 人 人 A=2a, 人 C=2B1, 人 E= 
271. ' 

由 于 六 边 形 内 角 和 为 720" ,所 以 2xi+28 +27|=360"， 

EB] ai+p+7=180". 

从 而 全 BDF 的 三 边 为 BF = 2asinal，DB = 2asingl，FD = 
2asimy1. 

设 人 BDF 的 三 个 内 角 为 a、.8、Y, 且 BF 对 La，BD 对 人 8，DF 
对 7, 则 由 正弦 定理 有 

BF : BD: DF = sina :sinB :siny. 

从 而 有 sinai :sinB1 :sinyl= sina :sin8 :siny, 

由 引 理 可 得 a=al, B=B1, Y= 7y1， 于 是 

LCDE=at+(90°— BI)+(90°— 71) = 2a. 

BE LAA= 人 LD, 

同 理 B= 人 FE, LAC=/RF. 

1:112 设 在 凸 多 边 形 A A,… A, 和 BjB,…B, 中 ,有 AiA: = 
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3 半 过 


BiB,,A;A;= BB3…,A,Al= B,Bi, 且 知 它们 之 间 还 有 n 一 3 对 处 于 
对 应 位 置 上 的 角 分 别 相等 .试问 :这 两 个 多 边 形 是 否 一 定 全 等 ? 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 

[ 解 ] 这 两 个 多 边 形 一 定 全 等 . 

不 失 一 般 性 ,假定 人 人 A, = 人 人 B,, 则 人 A1A,_1A; 宇 全 Bi1B, .1B,. 

AiA,-1= BiB,-iI 

于 是 在 n ~ 1 条 边 对 应 相等 ,> 一 3--1= (nn 一 1) -3 个 角 对 应 相等 
的 条 件 下 ,只 要 证 明 

n 一 1] 边 形 AiAs…A, -1 里 n 一 1 边 形 Bi1B>…B, -1 好 可 . 

注意 A, , B, 分 别 在 此 两 个 一 1 边 形 之 外 . 

设 人 A;= 人 Bi 是 (nm 1) 一 3 个 相等 对 应 角 中 编号 最 大 的 一 对 , 则 
给 这 两 个 n 一 1 边 形 重新 编号 为 A A's…A -1 B'1B',…B’,_1 且 

A 人 AI=AA=B= 人 Bi， 

于 是 仿 前 又 得 AAA， = 了 BOB ，， 

如 此 继续 下 去 ……: 

最 后 ,假定 在 四 边 形 A”,A”,A”;A” 与 B B2B23B 7 中 ， 

4142= BB2，4243=B2B53，A3A404 = B33B’, A”,A’” 
= BB', 

且 二 4 = B .如 图 . 


A 


y A B 有 
则 入 4514340422ABB3B4，， A”A’= BB’. 
故 人 人 A"A”,A’;ABB’,B’. 
义 ”A4、B' 分别 在 此 两 个 三 角形 之 外 ,因此 两 个 4 边 形 全 等 ,从 
而 两 个 n 边 形 全 等 . 
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3. 直线 形 与 圆 中 的 角 ( 弧 ) 相 等 问题 


1.113 设 入 ABC 是 锐角 三 角形 ,日 BC > CA ,OO 是 它 的 外 心 ,五 
是 它 的 垂 心 , 下 是 高 CH 的 垂 足 ,过 FF 作 OF 的 阜 线 交 边 C4 于 P. 证 
明 : FHP= /BAC. 

(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 

[证 ] 延长 CF 交 O 于 DD 点 , 连 BD BH. 

由 于 人 BHF= 人 CAF= 人 LDH 且 BF] HD. 则 下 
为 HD 的 中 点 . 

设 FP 所 在 直线 交 @O 于 MN 两 点 , 交 BD 
于 人 点 . 

由 OF MN 知 下 为 MN 的 中 点 .由 蝴蝶 定理 
即 得 下 为 PT 的 中 点 . 

又 因 下 为 HD 的 中 点 ， 

故 HP/ TD. 

所 以 FHP= AD= /BAC. 

1:114 如 图 ,直线 AB 与 @@O 
交 于 点 玉 、F, 又 EF 为 @O 的 直 经 ， 
且 AEF = EF = FB, 直线 AP 与 @O 
半径 OD 垂直 于 DD. 求 证 : ADE= 4 
PDB. 





二 






(中 国 湖北 省 黄 风 市 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[证 ] 延长 DO 交 @O 于 M， 
连 AM, 延 长 DE 交 AM 于 NN, 则 
和 OA4AM 写作 OBD, 有 人 OAM = 
OBD, 知 AM// BD， 
帮 PDB= 人 DAN. 
AE = EF,O 〇 为 EF 和 DM 
的 中 点 , 则 五 为 入 ADM 的 重心 . 
六 为 AM 的 中 点 . 
又 AD LOD, 即 DN 为 Rt 和 ADM 斜 边 AM 的 中 线 , 则 
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DN= AN = NM. 
ADE= /DAN= /PDB. 
人 1.115 锐角 和 公 ABC 的 外 接 圆 在 B.C 处 的 切线 相交 于 X,M 为 


着 BC 的 中 点 ,求证 :(1) BAM= /CAX. (2) LA = cos BAC. 


(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 AB=C, BC=a，,，CA<=5b， 


LBAM=a, LCAX=8, 
AM=m, AX=e, XC=4d. 
由 弦 切 角 等 于 所 夹 弧 上 的 圆周 角 可 得 


B 所 >A 
| XBC=/A, LXCA=/ A+/C=x-B. 
_ MC MC a 
Xd /MCX vosA 2cosA 
由 余弦 定理 可 得 
a ) + 8 


e*: =p*+d*—2bdecos/ XCA = 6b?+ ( 
2cosA 





coOSA 


2 
则 e*cossA = 6?cos: A+ 7 t+ abcosBcosA 
2 
= b?cos A +t 本 + ablcos(A+B)+sinAsinB| 
2 
= bcos A+ 7 + asinB': bsinA ~ abcosC 


2 
= bcos A+ 本 + zsin2A + abcosC 


p++ 

4 2 2 2 
人 
2 2 4 


于 是 -006 BAC. 从 而 (2) 得 证 . 


AX 
在 人 ABM 中 ，sina = Se = 人 0， 
XC:sin XCA 


AX 
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在 全 AXC 中 ，sin8 = 





了 7 

于 是 a=B, 即 BAM = 人 CAX. 从 而 (1) 得 证 . 

1.116 点 DD 是 锐角 公 ABC 的 外 心 ,过 A、B.D 作 图 分 别 交 AC.、 
BC 于 MN ,求证 :全 ABD 和 公 MNC 的 外 接 圆 相等 . 

(第 25 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 由 题 设 ,全 ABD 与 人 MNB 内 接 于 
同一 个 加 ,而 全 MNB 与 人 AMNC 有 公共 边 
MN ,因此 要 证 明和 人 4ABD 与 人 MINC 的 外 接 圆 
相等 , 即 只 需 证 明了 MBN = ~MCN( 由 正弦 
定理 ). 

事实 上 ，… DB= DC, DA = DC, 

LDBN= LDCN, A MAD= /MCD. 
又 LAMAD= /MBD, 
LMBN =/ MBD+ ADBN= /MAD+ /DCN 
=AMCD+ /DCN= /MCN. 

于 是 全 MBN 与 AMMNC 外 接 圆 相等 ,中 人 和 公 ABD 与 全 MNC 的 外 接 
圆 相等 . 

1.117 会 ABC 中 ,AB 了 AC, 过 点 A 引 一 切 可 能 的 直线 .求证 :在 
这 些 直 线 的 每 一 条 上 ,只 能 有 不 多 于 一 个 ( 异 于 三 角形 的 顶点 ) 点 M， 
使 得 人 ABM = 一 ACM. 试 确定 在 所 考虑 的 直线 中 ,有 哪些 是 不 含有 这 
样 的 点 的 直线 . 





线 
自 
或 
缴 
相 
和 





(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ]】 设 过 点 A 所 引 的 直线 为 7, 分 三 种 情况 来 讨论 . 
(1) 直 线 / 过 顶点 B 或 C 时 ,显然 :上 不 存在 满足 条 件 的 点 M (这 
时 仅 当 M= A 才 有 人 ABM = ACM). 
(2) 咏 B 和 C 位 于 直线 ! 的 同 侧 (图 1). 这 时 由 一 ABM = 人 ACM 
若 A、B.C、M 共 圆 , 即 M 是 直线 ! 与 人 ABC 外 接 圆 的 交点 ( 异 于 A)， 
当 / 与 人 ABC 的 外 接 圆 相 切 时 ,这 样 的 交点 便 不 存在 ; 除 这 种 情况 外 ， 
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直线 / 上 这 样 的 点 M 存在 且 惟 一 . 





滞 半 己 

em] 
之 
I» 

CY 


(3) 点 B 和 C 分 别 在 直线 1 的 两 侧 , 作 点 B 


) 关于 的 对 称 点 Bi. 如 果 Bi 不 在 AC 上 (图 2)， 
那么 可 用 个 ABC 来 替代 个 ABC (对 一 切 直 线 / 

A 上 的 点 M, 都 有 人 ABM = 人 AB1M= 人 ACM). 
E 这 时 Bi,C 在 / 的 同 侧 , 由 (2) 的 讨论 知 ,1 上 


满足 题 设 条 件 的 点 不 多 于 1 个 ,只 要 ! 不 与 
全 ABIC 的 外 接 圆 相 切 ,这 样 的 点 就 惟一 存在 . 
图 3 如 果 /上 是 全 ABIC 外 接 圆 的 切线 时 (图 3)， 
设 BA 与 人 ABC 外 接 圆 的 另 一 交点 为 有 ,显然 弦 AB1、AB, 与 切线 / 
所 来 的 角 相 等 . 
” 易 知 AB1= AB,, 从 而 AB; = AB. 而 全 ABzC 的 外 接 圆 与 人 ABIC 
的 外 接 圆 合 一 . 
所 以 只 要 作出 点 B 关于 A 点 的 中 心 对 称 点 B;, 公 AB,C 的 外 接 圆 
过 点 A 的 切线 上 也 不 存在 满足 题 设 条 件 的 点 . : 
最 后 ,如 果 Bi 落 在 直线 AC 上 ,那么 ! 是 人 BAC 的 平分 线 , 当 M 
了 关 A 时 ,AB1M 关 ACM . (因为 AB| = AB 关 AC) 
综 上 可 知 , 下 列 五 种 情况 时 ! 上 不 存在 满足 题 设 条 件 的 点 M : 
/ 重合 于 AB 或 AC;/ 切 人 ABC 或 人 ABsC 的 外 接 圆 ;i 是 人 BAC 
的 平分 线 ， 
除 此 之 外 ,7 上 都 在 惟一 满足 题 设 条 件 的 点 M . 
”4118 锐角 和 人 ABC 内 接 于 圆 .过 点 A 和 C 引 外 接 圆 的 切线 , 它 
们 分 别 交 过 点 8 的 切线 于 M、N. 而 BP 是 入 ABC 边 AC 上 的 高 (P 为 
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垂 足 ). 求证 :BP 是 人 MPN 的 平分 线 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 】 设 AB=c,AC=b,BC=4a,， : 
LBAC=a, /ABCA=7Y. 

显然 ”了 MAB= 7Y, 人 人 NCB = a( 如 图 ). 
LMAP= ANCP=a+y. 

个 MAB 是 等 腰 三 角形 (MA = 





MB ),， 
因而 AM=- 人 < 
2cosyY 
又 在 Rt 全 APB 中 ，AP = ccosa. 





同 理 ”CN = 了 CP = acosy. 


AP _ Ceosg 5 a _ AM 
CP acosy 2cosy /2c0osg CN 
公 AMPWDACNP, 有 APM = /CPN. 


故 了 MPB= 人 NPB, 即 BP 平分 人 MPN. 

1.119 在 一 条 直线 / 的 一 侧 画 一 个 半 曾 牙 ,C 和 DD 是 上 的 两 
氮 , 分 别 过 C 和 DD 作 芽 的 切线 ,分 别 交 1 于 点 B 和 A 且 使 卫 的 图 心 在 
线段 AB 上 .线段 AC 和 BD 交 于 点 玉 , 过 E 作 EF 1 于 点 下 ,求证 : EF 
平分 CFD. 








(第 35 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 
[证 ] 设 直 线 AD 和 BC 的 交点 为 P, 过 P 
作 PE 7 于 点 五 .将 半圆 卫 的 圆心 记 为 O, 连 
结 OC .OD ,于 是 有 
ADO=90°= /AHP, 
4BCO= 90°= LBHP. 
人 ADOWA AHP, 人 BCOWA BHP. 
AH_PH PH _ BH 
AD OD’ OC BC 


AH BH 
OC=0O 时 。。 一 ”一 一 一 . 
D AD BC 
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. AH BC PD 
PD= PC, .. HB ‘Cp ‘pa . 

由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 知 AC 、BD .PH 三 线 共 点 ,此 公共 点 即 为 点 
EF, 所 以 点 下 与 日 重合 ,直线 EF 与 PH 重合 . 

PDO= /PCO= /PHO= 90", 
P、D.O .五 .C 五 点 共 圆 ,上 且 OP 为 此 圆 的 直径 . 
LDFP= /DOP= /POC= /PFC, 

即 PF 平分 人 DFC, 亦 即 EF 平分 人 人 DFT. 

1.120 在 人 ABC 中 ,AB=Y7,BC= V13,CA = V19. 分 别 以 A、 
B.C 为 圆心 ,以 于 .1 为 半径 作 图 ,求证 :在 这 三 个 圆 上 可 以 各 取 一 
点 A'、B'、C' ,使 得 入 ABC SS 入 ABC. 

(中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 ,1992 年 ) 

[证 ] 显然 ,@4、OB 和 QC 三 个 圆 
两 两 相 离 .将 它们 的 半径 分 别 记 为 ra。、rp 和 
rc. 于 是 有 ra:rspirc=1:2:3. 

为 证 本 题 的 结论 , 先 证 如 下 的 两 个 引 
理 . 

引 理 1 设 Di 和 了 D, 分 别 是 线段 EF 
的 内 外 定 比分 点 , 亦 即 有 DIE:DIF= DE:D),F =4 关 1,M 为 以 
DiD; 为 直径 的 圆 上 的 任意 一 点 , 则 ME: MF=X. 

引 理 1 的 证 明 过 点 下 作 EM 的 平行 线 , 交 MD, 于 点 五 , 交 
MD 的 延长 线 于 点 G( 如 图 ) ,直线 D1 FD, 与 人 GHM 相 截 ,由 梅 涅 劳 
斯 定理 有 

GF HD: MD 
FH DM DIG 
HD, FD;, 1 MD ED 
1 


一 一 一 三 一 一 一 上 


DM DE A’ DG DF 
GF 
z=1, BT GF=FH. 
GMH= AD,MD, = 90", .. MPF= HF. 
ME ME DE | 


oT 一 一 


MF HFE DF 
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六 己 














GH/ EM, ... 





引 理 2 在 AAABC 所 在 的 平面 上 存在 一 点 M. 使 得 MA: MB : MC 
= 1:2:3. 
引 理 2 的 证 明 对 线段 AB,AC 分 别 按 比值 >， 二 作出 引 理 1 中 


所 述 的 圆 . 易 知 点 A 位 于 此 二 圆 的 内 部 , 故 知 这 两 个 闻 相 交 ， 设 M 为 
交点 之 一 .于 是 由 两 圆 的 作法 知 MA: MB: MC= 1:2:3. 
回 到 本 题 结论 的 证 明 , 找 出 引 理 2 中 所 给 出 的 点 M, 然 后 令 
全 ABC 绕 点 M 旋转 . 
当 点 A 转 到 圆周 A 上 时 即 停止 ,并 将 此 时 点 A 的 位 置 记 为 4 
同样 ,把 这 时 点 B 和 CC 的 位 置 记 为 B 和 CC . 
因为 MA:MB:MC=1:2:3= ra:rBirce， 
所 以 当 点 A 到 达 圆 A 上 时 ,点 B 和 C 也 分 别 到 达 圆 周 B 和 C, 即 
B 和 CC 分别 位 于 B 和 QC 上 ,和 显然 有 
人 和 ABCQAABC. 
i1121 把 全 4BC 绕 着 外 接 圆 图 心 旋转 小 于 180" 的 某 一 角度 得 到 
人 A1BiCi, 彼 此 对 应 的 线段 AB 和 Ai Bi 相交 于 点 Cs. BC 和 BC 相 
交 于 点 A;,, CA 和 CiA1 相交 于 点 B,. 求证 :全 A,B,C2 人 ABC. 
(第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 由 题 设 知人 ABCS 和 ABC 
连 AA| AC CC)， 
了 BAC; = 一 CAiB，， 
可 得 ”C,,Al,A,B, 共 圆 . 
LAB,C,=180° ~ LAAIC,. 
而 一 ACIBI=180"-- 一 AAIC，， 
ABC = 一 ACIBI. 
同 理 ”A,、B, CC 共 圆 . .. ”ABC= AAsCIC. 
LAB,C,+ /LABC= LACIBI+ LAAsCIC= LACIC, 
CBA =180°- (LAB,C, + /A,BC) 
=180"- /ACC= LB. 
同 理 可 证 BAsC;= 人 AA, 人 BCyAy= 人 人 C. 
人 A,B,C HA ABC. 
1*122 ”如 图 ,已 知 ;: 了 ACE = 人 CDE=90', 点 B 在 CE 上 ,CA = 
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CB= CD, 过 A.C.D 三 点 的 圆 交 AB 于 点 
下 .求证 :下 为 人 CDE 的 内 心 . 


几 (中 国 初中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[证 1] ”AC= BC, 又 人 ACB 为 
直角 ， 

C B E “, /CAB= /CBA=45°; 


又 A .CFD 四 点 共 圆 ， 
. “*. LCDF=/CAF=45°, 
~ 人 x 且 CDE=90"， 
< 因而 ”ZEDF = ACDE - 人 CDF = 
AN 45°= /CDF, 


C B FE 故 DF 平分 LCDE. 
由 CB= CD, 有 CBD= 人 CDB， 
久 LFBD= /LCBD~-45°, LFDB= /CDB -45°, 
有 FBD= 人 FDB, 因而 FB= FD. 
于 是 个 BCF 人 DCF, 故 BCF= 一 DCF， 
所 以 ”CF 平分 人 DCE. 
因此 下 是 人 CDE 的 内 心 . 
[证 2] DF 平分 人 CDE 证 法 同上 . 
又 A CF.D 四 点 共 圆 , 故 


LCFD =180 -一 C4D=180 — (90° 一 3 LACD 


-90°+ 人 ACD 
=90°+ (90" ~ /DCE)=135°- 7 LDCE 
因而 一 DCF =180"-(ACDF+ 一 CFD) 


=180"— (45° + 133 一 了 DCE ) 


= 人 LDCE. 


即 ”CF 平分 人 DCE. 
故 下 点 是 全 CDE 的 内 心 . 
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1'123 设 OC 是 @Si 的 一 条 弦 ,以 O 〇 为 圆心 的 @S, 与 OC 交 于 
点 了 且 DD 异 于 C,©5S, 与 QS 交 于 点 A 和 下 ,求证 :点 万 是 入 ABC 
的 内 心 . 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[证 ] 连结 OB 、AD. 
A.O.B.C 都 在 S| 上 ， 
LBAC= /BOC. 
了 BAD 和 BOD 分 别 为 BD 所 对 的 
圆周 角 和 圆心 角 . 
1 


BAD = BOD 一 LBOC 


= 人 LBAC, 


妈 DA 平分 人 BAC. 
同 理 ”BD 平分 人 ABC. 
点 了 为 和 ABC 的 内 心 . 

1.124 已 给 锐角 和 全 4BC. 设 M 是 BC 边 的 中 点 ,在 线段 AM 上 取 
护卫 使 得 PM= BM. 令 吾 是 自己 到 BC 的 重 足 ,过 日 分 别 作 PB 的 垂 
线 交 AB 于 Q, 作 PC 的 垂 线 交 AC 于 RR. 求 证 :个 QHR 的 外 接 圆 切 BC 
于 五 . 








(第 32 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 

[证 ] 由 已 知 PM= MB = MC， 所 以 
全 BPC 为 直角 三 角形 ， 

又 HQJ] PB，HRJ PC， 则 人 QHR 为 直 
角 三 角形 . 

和 作 MD1|PB 交 AB 于 D,ME]PC 交 AC 
于 五 .由 和 人 MPB 为 等 腰 三 角形 , 则 MD 平分 
全 PMB. 同 理 , ME 平分 人 PMC ,于 是 





.. DE/ BC, : 
又 DM/ PC, EM// PB, 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 89 





i DM PC 
信 DMEWwDA 作 PBC. 有 EM -pp 
由 DM/ QH，KH// EM 可知 
RH_CH DM _BM 
EM CM’ QH BH 
RH PC_RH DM_ CH BM_CH 
QH PB QH EM CM BH BH 
在 直角 三 角形 PBC 中 ,由 于 PH 是 斜 边 BC 上 的 高 ,从 而 有 
CH_PC°_RH .PC 即 PC_ RH 
BH PB2 QH PB’ 


e 总 记 





PB QH’ 

于 是 人 PBCOHAQHR, /PBC= /RQH, 

又 LRHC= /PBC= /RAQH. 

于 是 个 QHR 的 外 接 圆 切 BC 于 HH. 

1*125 设 人 ABC 满足 A=90', 了 了 B< 人 人 C, 过 A 作 人 ABC 外 
接 圆 0 的 切线 , 交 直 线 BC 于 DD. 设 A 关于 直线 BC 的 对 称 点 为 五 ,由 
A 到 BE 所 作 垂 线 的 垂 足 为 X,A4X 的 中 点 为 了 ,BY 与 人 2 交 于 2Z 点 .证 
明 :直线 BD 为 和 ADZ 外 接 贺 的 切线 . 

(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 

[证 ] 设 GA 为 入 ABC 外 接 圆 的 直径 ,五 为 
AE 与 BD 的 交点 . 因 人 人 B<ALAC, 故 B.G 在 AE 的 
同 侧 . z 

由 于 人 AEG=90'= /AXB,， 

LAGE= /ABE= /ABX, 





A 人 AAGEODA ABX. 
GA _AF 
戊 GAE= 一 BAX， BA ™ AX: 
4 因为 HH、Y 分 别 为 AE 、AX 的 中 点 , 则 
AE_AH 
B 已 AX AY 
全 AGHOAABY. 故 人 AGH = 
C 和 LABY. 
设 GH 交 N 于 Z， 则 和 ABZ = AGZ 
= /ABY= /ABZ. 
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故 Z 与 Z 重合 .从 而 G. 瑟 .2Z 三 点 共 线 . 
因为 了 AZH = 了 A2ZG = 90° ,AD .DE 是 0 的 切线 ， 
LDA7= /AFEZ, LDEZ= /EAZ, 
且 LDHZ =9%0' -一 AHZ 
= AEAZ7= DEFEZ. 

故 ”ZHED 是 圆 内 接 四 边 形 . 

有 2DH= 人 ZEA = 人 EAZ， 

从 而 DB 为 全 ADZ 外 接 圆 的 切线 . 

1*126 设 公 ABC 和 公 DEF 内 接 于 同一 圆 ,证 明 : 它 们 的 周 长 相 
等 的 充分 必要 条 件 是 sin A+sin B+sin C=sin D+sin E+ 
Sin F. 





(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 设 尺 是 和 ABC 和 和 ADEF 外 接 圆 的 半径 ,由 正弦 定理 得 

BC=2Rsin/ A, CA=2Rsin  B, AB=2Rsin C, 

FEF=2Rsin D, FD=2Rsin EE, DE=2Rsin F. 

于 是 BC+CA+AB=2R(sin A+t+sin B+sin C0), 

量 EF+ FD+DE=2R(sin D+sin E+sin F). 

显然 , 当 周 长 相等 , 即 BC + CA + AB= EF+ FD+ DE 时， 

sin A+sin B+sin C=sin D+sin E+sin F. 

反之 也 成 立 . 

1*127 在 入 ABC 中 ,一 A 的 平分 线 交 AB 边 的 中 垂 线 于 4 ,一 B 
的 平分 线 交 BC 边 的 中 垂 线 于 五, 一 C 的 平分 线 交 CA 边 的 中 垂 线 于 
C .求证 :(1) 若 4 与 如 重合 , 则 全 4BC 为 正三 角形 ;(2) 若 4 .BC- 


下 异 , 则 一 BA = 90° LBAC. 


(德国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] (1) 若 A 与 纪 重 合 , 则 由 题 设 ,会 ABC 
的 外 心 与 内 心 重 合 ,因而 全 ABC 为 正三 角形 . 
(2) 设 AB 的 中 垂 线 A'D 交 B 的 平分 线 于 B”， 
全 ABC 的 内 心 为 I 
下 面 证 明 人 A'B'B’wAa A’IC.. 


姑 苗 刁 尖 下 其 水 
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总 沁 





B A CC 

“下 ”一 ”一 二 = 十 ， 

BBA =% 2 7 7 
, A CLC 
二 一 十 一 一 
AIC'= 信 + 学 ， 


LBBA’= ZAIC. 
设 AB=c，BC=a，CA=b5， 则 




















sin 
pn an (三 今 } = 二 
A'B’= BD AD=£ (tg3 到 全 上 = 
COS 
B'B”= BB”- BB’= — 
“cos 了 
， -A 
We AB” csin 
B'B A 
(c 一 ahjcos 一 
2 
AT=AI-AA= 人 2 -一 -2 
2 全 2 2 A 
COS cos cos 7 
一 十 -一 2 
I= c=? (atb-c)_ ae a 
z ,CE iC 
cos cos — 
C C,. . 
AT_ S20 “) 2Reos 2 (sinB sinA ) 
I A 
C cos 3 (ca) eos (ca) 
C B-A B+A 
Reos 2 “ZSin 7 cos 7 
A 
(cajcos 7 
B- 
2RsinC "sin 5 
A 
(ce a)cos -5 
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C* Sn -一 一 一 


-和 © 


A 

(c— a)cos 
AB AT 

由 Qj) 、 人 得 B’B” 本 JC = 


和 A4BBcCOAATC ,有 LBAB=AIAC. 
于 是 有 LBAC'=LBA1=%0° -LBAC. 
1'128 设 入 4BC 为 正三 角形 , 玉 为 以 BC 为 直径 向 外 作 的 半圆 ， 
证 明 : 若 过 A 的 直线 三 等 分 BC , 则 它 也 三 等 分 半圆 卫 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 瓦 -下 为 BC 的 三 等 分 点 ,AE 的 延长 
线 交 厂 于 U. 以 BC 为 直径 的 圆 与 AB 交 于 KK. 
由 于 CK BK 以 及 和 人 ABC 为 正三 角形 , 则 K 
为 AB 的 中 点 . 
“. KE/ AF. 
又 AE= AF, 
LBEK= /AFE= /AEF= /BEU. 
从 而 K 和 UU 关于 直径 BC 对 称 . 
BU = BK £2/ BCK =60". 
于 是 U 为 半圆 卫 的 三 等 分 点 . 
同 理 也 为 半圆 栈 的 三 等 分 点 ， 
于 是 BU=UV= VC. 
1"129 公 ABC 的 三 条 中 线 将 三 角形 分 为 六 个 三 角形 ,已 知 :这 些 
三 角形 的 内 切 贺 中 的 四 个 相等 .求证 :全 ABC 为 正三 角形 . 
(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 人 ABC 三 条 中 线 交 于 重心 M. 人 ABC 被 分 得 的 六 个 小 三 
角形 面积 相等 .其 中 有 四 个 小 三 角形 的 内 切 圆 相等 , 则 必 有 两 个 小 三 角 
形 相 邻 , 且 内 切 贺 相 等 . 
不 妨 设 公 AKM 与 人 BKM ,内 切 圆 半径 相等 ,由 公式 S= pr, 推 
知 AM = MB. 
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ee 襄 忆 


所 以 等 腰 和 全 4MB 的 中 线 MK 也 是 高 , 即 


© 
CK | AB, 
又 AK= KB, 所 以 AC= BC. 


1 另外 具有 相等 内 切 加 的 小 三 角形 要 么 在 
入 AML ,要 人 么 在 全 CML 的 位 置 (其 他 情况 与 其 


A 天 B 对 称 ). 
若 人 ALM 与 人 AKM 的 内 切 圆 半径 相等 ， 
这 样 和 全 4KAM 与 人 4LA 面积 相等 , 周 长 相 等 , 旦 一 条 对 应 边 要 等 ,可 证 


得 人 AKMS2 人 ALM 
“.， AL=AK, 于 是 AC= AB. 
因此 AB= AC= BC， 公 ABC 是 正三 角形 . 
若 公 CLM 与 人 KMB 内 切 圆 相等 , 则 个 CLM 与 人 KMB 有 相等 的 


周 长 ,根据 圆 的 切线 定理 
CL+CM+ LM=2CL +2x=2BK +27x. 
(其 中 zr 是 从 点 AM 到 对 应 圆 的 切线 长 ,由 人 CML = 人 BMEK ,及 两 


个 内 切 圆 半径 相等 ,可 以 证 得 M 到 两 个 内 切 圆 的 切线 长 都 相等 , 且 都 


等 于 x) 
所 以 2CL=2BK, 即 AC= AB. 
因此 AC=A4B=BC， 即 人 ABC 是 正三 角形 . 

1.130 设 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 、BD 交 于 点 M, 过 M 作 

AD 的 平行 线 分 别 交 AB、CD 于 点 玖 下, 交 BC 的 延长 线 于 点 O,P 是 

以 O 为 圆心 ,以 OM 为 半径 的 圆 上 一 点 (如 图 所 示 ), 求 证 : 人 OPF = 


LOEP. z 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[证 1] 直线 OCB 分 别 与 人 DMF 和 个 AEM 


的 三 边 延 长 线 都 相交 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 
DB.MO FC_ AB.EO MC_ 
MB FO DC ’ EB MO AC 

OF DB FC OE EB AC 


OM MB DC’ OM AB MC 
OF'OE DB FC EB AC 
OM: MB DC AB MC 
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DB_AB FC_MC 
EF/ AD, MB FB’ DC AC- 
DB_EB_ FC_AC_, 四 
MB AB ”PC MC 
OF .OF 
人 中 ,得 到 =1. 
将 外 代入 中 ,得 到 一 及 
OF OP 
。 一 2 一 2 -人 -> 
OF.OE = OM2 = OP?. Dp DE: 
AOFPOAOPE. .. /OPF= /OFP. 
[证 2] 延长 AD、BO 交 于 点 G. 
AG/ EO, \ 


OF GD OE GA 
OM GA’ OM GD 

OF.OE 

OM2 
OF.OE= OM = OP?. 

以 下 证 明 同 证 二 
1*131 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 ,直线 4B 、DC 交 于 点 五 ,直线 
AD、BC 交 于 点 下 . 人 AEC 的 平分 线 交 BC 于 点 M, 交 AD 于 点 和 NN， 
BFD 的 平分 线 交 AB 于 点 P, 交 CD 于 点 Q@. 求 证 :四 边 形 MPNGQ 是 


萎 形 . 





(波兰 数学 奥林匹克 ,1950 年 ) 
[证 ] 如 图 , 记 了 NOP=n,， 人 A= a， 
DCB= 8, 
LNFP= CFP= /1, AQEN= /PEN 
= /2, LFQC= /3, LFNO= /4. 
内 三 角形 任 一 外 角 等 于 它 不 相 邻 的 两 个 
内 角 的 和 可 得 
B=/Z1+/3=/ /1+ /2+n. 
n= 人 1+ /4=/ 1+ /2+0. 
_at+p 
= z 
因为 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 , 所 以 a+ B=180", 于 是 n=90*. 
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线 
自 
衣 
或 
狼 
相 
等 





了 1 梁 





从 而 PQ AN. 
在 全 NFM 中 ,因为 FO 是 NFM 的 平分 线 又 是 MIN 的 高 线 , 则 
MO = NO. 

同 理 ”QO = OP. 

于 是 四 边 形 MPNQ 的 对 角 线 互相 垂直 平分 ,因而 MPNQ 为 莞 
形 . 

1*132 已 知 :在 凸 五 边 形 ABCDE 中 ,BAE = 3a,BC= CD= 
DE, 有 HH LBCD = LCDE =180 -2c. 求 证: BAC = CAD = 


总 已 


LDAE. 
《中国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
1 [证 ] 连 BD、CE. 
‘* BC= CD=DE, 
LA BCD= 一 CDE=180"-2a， 
| “. A BCDQACDE. 
‘ 则 AACBD= 和 人 CDB= 人 DCE = 人 DEC= a. 
SN “. LBCE=(180°-2a)—a=180°-3a. 
? 又 LBAE=3a, 
A、B、.C、E 共 圆 . 


同 理 可 证 A、B、.C.D.E 共 圆 . 

由 此 知 A、B、C.D\E 共 圆 ,故人 BAC= CAD= 人 DAE. 

1'133 ”在 上 是 五 边 形 ABCDE 中 , 阁 人 人 ABC = 人 ADE, AEC = 
了 ADB. 求 证 :BAC= 人 DAE. 

(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 如 图 ; 设 凸 五 边 形 的 对 角 线 BD、 
CE 交 于 点 下 , 连 AF. 

"LAEF= /ADF, 

A.E.D、F 四 点 共 圆 . 
有 人 AFE= 人 /ADE. 
又 /ADE= /ABC, 





则 AFE= /ABC. 
A、B.C.F 四 点 共 圆 . 
于 是 /BAC= /BFC, 
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又 LBFC= LDFE, LDFE= LDAE, 
LBAC= /LDAC. 

1.134 设 ABCDE 是 圆 内 接 五 边 形 ,假设 AC、BD、CE .DA 和 EB 
分 别 平 行 于 DE 、EA、 4AB 、 BC 和 CD. 问 是 否 可 以 推出 这 个 五 边 形 是 正 
五 边 形 ? 证 明 你 的 结论 . 

(英国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 结论 是 肯定 的 . 

下 面 我 们 来 证 明 五 边 形 ABCDE 是 正 五 边 


SS 


由 间 弧 圆周 角 相 等 可 得 

A1=/4, LA2= /5, LA3= /7. 

又 因为 AB// CE， 

所 以 A6= /7. 因而 3= 6. 

从 而 A1+ 人 A2+ LA3= /4+L5+L6, 

即 一 4A= 一 B. 

同 理 可 证 人 B= 人 C, 人 C= 人 LD, LD=/E. 

所 以 LA=AB=/AC=AD= 人 LE. 

又 因为 ”人 2= 人 8= 人 9= 3， 

所 以 CD=BC， 即 CD= BC 

同 理 可 证 BC= AB, AB= AE, AE= ED. 

所 以 AB= BC= CD=DE= EA. 

综 上 可 知 ,ABCDE 是 正 五 边 形 . 

1135 六 边 形 ABCDEF 内 接 于 一 圆 . 它 的 边 AB、CD、EF 等 于 
圆 的 半径 .求证 :六 边 形 ABCDEF 的 其 他 三 边 的 中 点 是 正三 角形 的 顶 
点 . 





(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 
[证 ] 设 O 是 六 边 形 ABCDEF 的 外 接 圆 的 
圆心 ,> 是 它 的 半径 .G .五 了 是 边 F4 、BC .DE 的 
中 点 . 
设 a= 人 AGOF= LGOA, B= /HOB = 
LHOC, Y= ZJOD= 一 1OP. 
由 于 AB= CD= EF=y， 
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昱 言 己 


则 和 40B.ACOD.AEOF 是 等 边 三 角形 ， 
~A4OB=COD=EOF=60 . 
于 是 2a+28+2y=360" -3x60 =180 . 
即 ac+p8+7=90". 
在 全 GOH 中 ,由 余弦 定理 得 
GH? = GO2+ HO?* ~ 2GO'* HO'cos(a + 60° + 8). 
又 GO=Tcosa, HO= rcos8， ar+60 +B=130 一 7. 
因此 可 用 了 .8、y 表示 GH. 
GH? = TF*[cosa + cos:B — 2cosacosBcos(150° ~ )] 
= IT2(cosia t+cos B+cosy 一 2cosacosB+ cosycos1S0 一 cos“7 
-cosacospsiny ) 

又 cosy + cosacosBsiny 

=1— sin y+ cosacosBsiny 

=1—siny[cos(a + B) - cosacosB] 

=1+ sinasinBsiny. 
所 以 有 GH? =r?*(cosa + cos2B+ cos2y 十 V3cosacosBcosy 一 1 

— sinasinBsiny ). 
同 理 可 求 ”HJ?* = 一 (cos:sa+cos28+cos y+V3cosacosBcosy — 1 
~ sinasinfsiny ). 
JG*= rr:(cosza + cos B+ cosy +VY3cosacospcosy -| 
— sinasinBsiny ). 

因而 GH= 雪 =JG. 所 以 全 JGH 是 正三 角形 . 
1:136 在 正 2n 边 形 AjAs…A 和 ;的 边 A1A; 和 A;A3 上 分 别 取 点 


K 和 NN, 使 KA, +2N= 汪 . 试 证 : NA+2 平 分 人 KNA3. 


(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 记 A, 为 O, 因 多 边 形 系 正 22 边 形 , 易 知 A,O 是 正 27 
边 形 外 接 圆 直径 .因而 。 
LOAIK= LOA3N=. 


且 LAi0A3=—. 
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又 . 4IO=A430, 将 人 AIKO 绕 点 O 顺 A 

时 针 旋 转 二 至 AA;MO 处 , 则 M 在 直线 
77 

A;A; 上 . 





KO= MO, ON = ON， 
且 一 NOW = 人 Ai1OA; - ~KON = 





An+2 (O) 
一 -一 = 一 KON， 


n 2n 
和 KKNO 人 和 AMNO， 
于 是 人 KNO= 人 A3NO, 即 NA 平分“KNA1， 
1137 ”两 圆 相 切 (内 切 或 外 切 ) 于 点 P, 一 直线 与 两 圆 之 一 相 切 于 
A 而 与 为 一 圆 相交 于 B.C. 求证 :直线 PA 是 人 BPC 的 平分 线 (在 内 切 
时 ) 或 是 人 BPC 补 角 的 平分 线 ( 在 外 切 时 ). 
( 户 森 堡 等 五 国 国 际 数 学 竞赛 ,1980 年 ) 
注 :卢森堡 等 五 国 是 指 比利时 、 英 国 、 卢 森 堡 .荷兰 和 前 南斯拉夫 
[证 ] (1) 当 两 贺 外 切 时 . 
过 PP 作 两 加 内 公 切 线 交 AC 于 EE. 
令 人 BPE=a, LEPA=p. 
由 于 人 BPE, 人 人 EPA, 人 FAP 都 
是 弦 切 角 ， z 
所 以 一 BCP = a, /LEAP = 8， 
LPC'A=8B. 
故 一 C4C =180"-(a+B)， 
且 LPAC’=180’-(a+B)- B=180° -a-28. 
LAPC =180° -8-(180°~a—-28)=a+B8B= /BPA. 
因此 ,直线 PA 是 BPC 的 补 角 一 BPC “的 平分 线 . 
(2) 当 两 圆 内 切 时 . 
过 PP 作 两 贺 外 公 切 线 , 与 直线 BC 交 于 EE. 
仿 人 APE=a, LCPE=8. 
因为 CPE 、 人 APE FE4P 都 是 弦 切 角 , 所 以 


C 








LEAP=a, LCBP=8. 
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又 LAAPB=/CAP- /CBP=a-B, LAPC=a-B. . 

即 APB= 人 APC. 所 以 PA 是 人 BPC 的 平分 线 . 

1.138 已 知 ;A 为 平面 上 两 个 半径 不 等 的 圆 0 和 圆 O; 的 一 个 
交点 ,两 圆 的 外 公 切 线 分别 为 PiP; 和 QiQ: , 切 点 分 别 为 Pl、P;、Q1、 
Q;2. Mi、M 分 别 是 PIQi、PzQ: 的 中 点 . 求证 : 人 OI1AO, = 
LAM:AM,. 

(第 24 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 记 两 条 外 公 切 线 PP 与 QiQ: 
的 交点 为 C, 则 C 为 位 似 中 心 . 

连结 CA 并 延长 交 O, 于 了 D, 连 DO，,、 
DM, .BM,. 

连结 BA 并 延长 交 PP, 于 NN, 则 由 

NA.: NB= NP3, NA:NB= NP1. 





可 知 NN 是 PiP; 的 中 点 . 
所 以 线段 MiM 与 AB 互相 垂直 平分 . 
从 而 有 BM/ AM.. 
又 ACMAOACMD, .. AM1/ DM;. 
因而 B、M.D 三 点 共 线 ,这 样 


/ADM, = 7 AEB = /AO, M,. 


于 是 A ,M;、O;,D 四 点 共 圆 , 所 以 有 

LMIAM,= AAM;D= AAO,D= /OAO,. 

1.139 两 个 圆 和 也 被 包含 在 圆 也 内 , 且 分 别 与 圆 只 相 切 于 
两 个 不 同 的 点 M 和 .六 经 过 的 圆心 .经 过 局 和 Tf, 的 两 个 交点 
的 直线 与 荆 相 交 于 点 A 和 B. 直线 MA 和 MB 分 别 与 Pi 相交 于 点 C 
和 和 总 . 试 证 :CD 与 相 切 . 

(第 40 届 国际 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 

[证 ] 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 已 知 加 媚 被 包含 在 圆 卫 内 且 与 入 相 切 于 过 点 .了 的 一 条 
弦 PQ 与 Pi 相 切 于 VV 点 . 设 克 为 上 不 包含 吕 点 的 弧 BQ 的 中 点 , 则 
U、V、W 三 点 共 线 , 且 有 WU WV= WP”. 
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引 理 的 证 明 ”如 图 1 所 示 , 以 UU 点 为 位 似 中心 , 将 贺 站 , 变 为 同 
也 的 位 似 变换 把 PQ 变 成 卫 的 一 条 平行 于 PQ 的 切线 ,就 是 经 过 W 点 
的 切线 .因此 ,U、V、W 三 点 共 线 . 

又 因 LQPW = WUP, 故人 UWP cn 1 


入 PWV. 于 是 WU'.WV= WP*. S 
我 们 回 到 原 命 题 . 如 图 2 所 示 , 设 O01、O， /入 
P 


分 别 为 圆 了 |、 了 2 的 圆心 ， tl 和 fy 为 它们 的 两 0 
条 公 切 线 , 设 a.8 分 别 为 圆 让 上 如 同 引 理 那样 


被 .2 截 出 的 弧 . 

根据 引 理 , 弧 a、8 的 中 点 关于 圆 TT 的 和 
害 相 等 ,所 以 它们 落 在 证 、T 的 根 轴 上 .这 说 图 1 
明 点 A 和 B 分别 是 统 a 和 有 的 中 点 .又 由 引 理 


可 知 C.D 分 别 为 上 和 心 在 六 鞋 的 切 点 . 

令 五 是 以 M 为 位 似 中 心 ,将 局 变 成 工 的 
位 似 变换 , 则 五 把 CD 变 成 4B. 

于 是 AB/ CD. 这 说 明 CD 1 010, 且 O， 
是 局 上 某 一段 CD 弧 的 中 点 . 

记 久 为 1 在 荆 上 的 切 点 , 则 


1 
LXCO3= CO002= 一 DCD:， D C 


A 
因此 O; 在 人 XCD 的 角 平 分 线 上 ,进而 证 人 





得 CD 与 相 切 . 

1.140 如 图 ,两 圆 @O .@O, 相交 于 \ 
4 .8 两 点 ,所 Di 的 荡 BC 交 @O, 于 EE,@O; B 
的 纺 BD 交 @O 于 下 .求证 : (1) 车 DBA = 
人 CBA, 则 DF = CE; (2) 车 DF = CE, 则 
DBA= /ACBA. D C 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 

[证 ] (1) 连 接 AC 、AE 、AD 、AF, 由 圆 内 
接 四 边 形 外 角 性 质 有 

3= 4, 人 5 王 人 6( 见 图 ). 

由 =2 有 DA=AE, 故 DA= AE. 
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人 ADFQAAEC, 有 DF=CE. 
(2) 阁 DF=CE, 又 /3=/4, 人 5=/6, 
和 4DFSeA 人 4EC 有 AD=AE. 
1=L2, 即 DBA= 人 人 CBA. 
1.141 3 个 相等 的 圆周 相交 于 同一 点 ,它们 的 圆心 分 别 是 O)、 
0: .03， 它 们 间 的 其 他 交点 分 别 是 A、B8、C. 求证 :和 DO0203 安 
人 ABC. 


总 忆 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 ] 设 3 个 圆 的 公共 交点 为 0, 连 结 
AB、AC、BC、AO;、BO3、BO|、0O0O1, 如 图 连 
O02 .O03、 O01. 
… 0O0:A4O; 是 萎 形 ， 
OA YL OO;. 
OO3 BO 是 萎 形 ， 
‘“. O00; 4 O1B. 
故 ”OA LO1B，O10O,AB 是 平行 四 边 形 . 





则 OO;= AB. 

同 理 可 证 0) 0; = BC，0O301= AC. 

故 人 OO0; 0 安生 4ABC. 

1.142 ”中 O 与 两 条 平行 线 由 .2 都 相 切 ,第 2 个 网 @O) 与 切 于 
4 ,与 局 0 外 切 于 C, 第 3 个 圆 @O; 与 1, 切 于 B, 与 QO 外 切 于 万 ,与 
所 DOi 外 切 于 玖 ,线段 AD 与 BC 交 于 点 Q. 求 证 Q 为 人 CDE 的 外 心 ， 

(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[证 ] 设 吕 DG@O OO; 的 半径 分 别 为 rri ri 于 是 OO = 
rtri, OOs=r+r2>, OOs=ri+ rr;. 

记 @O 与 总 2 的 切 点 分 别 为 下 .G， 
于 是 

AF*=(r+r) (rr-r) =4r, 

BG* = 4rr,. 

取 以 点 G 为 原点 ,直线 1 为 z 办， 
GF 为 y 轴 的 直角 坐标 系 , 于 是 点 OO、 
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O,、B 的 坐标 分 别 为 (0,r) 《42 v rrb 2r — r1), (2 w rr2， 六 ) ， (2 
V2, 0) ,点 C 的 举 标 为 [2/77 万， ro 
(rit+r2)*= O108 


=(2Vmi -2Vrm) + (rrr 


=4rr] + 4rr2 —8r Vrirs+4r*+(rit r2)*—4r(ritr,). 








‘. r=2Vrir2. 中 
为 证 BC 上 OO ,计算 两 条 直线 的 斜率 : 
rr 
RDD = ~ © 
I 2 rri, 
rt (ro ry 
kBC = 一 一 
2Vrri - 一 2 V rr? 
广 十 三 ! 


r+ rritr mrir 


| 2r Vrri—2r vrrr—2riv rr 
2 


y . 
-一 -一 一 一 一 ， 9 
3 
rvrri—2r vrri—riv rr 





由 @ .加 和 得 到 
kpckoo, = - 一 了 人 -mr 
| 272r1 一 212 Vriry 一 2rrl WwW rir3 
r*(r—ri) 


27r2r rrr 
= 一 1]. 
BC | O01. 
BC 为 @O 和 Oi 的 公 切 线 . 
同 理 AD 为 GO 和 QO; 的 公 切 线 . 
点 Q 为 三 个 圆 所 DO .所 OO 和 和 QO, 的 根 心 . 
EQ 为 GOI 和 QO, 的 公 切 线 . 
QC= QB= QE, 即 点 Q 为 全 CDE 的 外 心 . 
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3 言 己 


第 二 章 ”线段 . 角 或 弧 的 和 其 倍 分 


(一 ) 线 段 的 和 差 们 分 


2:1 已 知 : 如 图 ,和 人 ABC 中 ,人 人 A= 
2 人 B,CD 是 一 ACB 的 平分 线 , 求 证 : BC = 
AC+ AD. 

(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1994 年 ) 

[证 ] 在 CB 上 截取 CE= CA, 连 DE， 

在 全 ACD 和 公 ECD 中 ， 

AE= EC, /1=/2, CD= CD， 

DA=DE, AA=/3, 


4 
D 
4 
人 ACDEQAECD. 
D .， 
的 * LAA=2LB, LA3= /AL4+LB. 
“. LB=/4. 有 BE=DE= AD. 
E .. 


C 
BC= CE + EB, 


B 


B 


BC= AC+ AD. 
2.2 等 腰 三 角形 ABC 中 ,了 A=100', 4B = AC, 角 B 的 平分 线 
交 AC 于 DD. 求 证 : BD + AD= BC. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[证 ] 在 BC 上 取 一 点 EE, 使 CE= AD ,连结 DE. 则 由 BD 是 一 B 
的 平分 线 ,得 z 
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BA_AD_(E 


BC DC CD 
又 LADCE= /ABC=40°, D 
., A 人 AACEDODABAC. 
B C 


有 CDE= /BCA = 40", FE 
且 BED=80". 
于 是 BDE=180"-20-80=80，… BD= BE. 


BC= BE+CE= BD+ AD. 
[证 2] 在 BC 上 取 点 五 ,使 BE = BD, 连 结 DE. 
4BC=40",BD 平分 了 ABC， 





/DEB=20°, .. /BED= 80°. 和 

了 A=100"，.. A.、B.E.D 四 点 共 圆 . 角 第 
“ /LABD=/LDBE, .. AD=ED. 二 一 
又 LCDE=LABE=/C, .. CE-DE=AD. 的 各 
BC=BE+EC= BD+ AD. 
2.3 如 图 ,已 知 : 人 ABC 中 , AB= BC = CA,AE= CD,AD、BE 全 


相交 于 已,BQ LA4D 于 Q, 求 证: BP=2PQ. 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[证 ] … AB= BC= CA， 
全 ABC 是 正三 角形 . 
/ABC= /ACB= /CAB=60°. 
又 AB=AC,AE=DC, 
人 ABEQACAD, 
有 ABE= /CAD. 
LBPQ = /ABE+/BAP 
= ACAD+ /LBAD= 60°, 
~ ZZPBQ=30°, 有 BP=2PQ. 
2.4 如 图 ,入 ABC 的 人 A 的 平分 线 为 
AD,M 为 BC 的 中 点 ,又 AD// ME .求证 : 


BE= CF=3(AB+ AC). 
(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1994 年 ) 





世界 数学 类 林 匹 克 解 题 大 辞典 105 





[证 ] 延长 EM 到 G, 使 MG = FM. 连 

BG , 则 人 BMGS2 人 CMVME 

4 . BG=CF, LG=/AMFC 

又 /BAD= /DAC, AD/ ME, 

.. ZBAD= LAEM, 
~ DbD ‘WM C LDAC= LMEC. 
~、 . LBEG= /BGE. 
G 从 而 BE = BG = CF. 

BE= AB+ AE,AE= AF., 

2BE= AB+ AE+CF=AB+AF+CF= AB+AC, 


i 言 己 
吃 


故 BE=5(AB+AC). 


2.5 设 M.N 为 三 角形 ABC 的 边 BC 上 的 两 点 , 且 满 足 
BM = MN = NC ,一 平行 于 AC 的 直线 分 别 交 AB .AM .AN 于 DE 和 
下 ,求证 : EF = 3DE. 

(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
1 [证 ] 过 NN、M 点 分 别 作 AC 的 平行 线 
A 交 AB 于 日 .G 点 .NH 交 AM 于 K 点 .由 于 


ey BM = MN= NC, 所 以 BG = GH= HA. 
C 
AR 易 知 HK=LGM,H GM= HN, 
8 C 2 2 


所 以 HK= 二 HN. 

即 HK:KN=1:3. 

又 因为 DF/HN, 于 是 DE:EF= HK:KN,， 

DE:EF=1:3, 即 EF=3DE. 

2.6 在 全 4BC 中 , 设 玉 .FF 分别 为 AC 、AB 的 中 点 . 为 BC 上任 
一 点 ,PP 在 BF 上 ,DP/CF,Q 在 CE 上 ,DQ/ BE,PQ 交 BE 于 R, 交 
CF 于 S, 求 证 : PQ=3RS. 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 G 为 全 ABC 的 重心 ,DP 交 BE 于 H. 

DQ/ HR, 
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PQ PD 
. PH_Fe_1 
又 DP/ CE, 下 = 元 = 本. 
PR_1 
从 而 =3: 
SQ_1 
同 理 pO™ 3 
即 PR= 二 PQ， sSQ= 二 Pa 
于 是 RS=PQ- PR- SQ=PQ. 即 PQ=3RS. 8 
4 
2.7 ” 试 证 :平行 四 边 形 的 内 角 平 分 线 组 成 一 个 矩形 ,并且 该 矩形 
的 对 角 线 等 于 平行 四 边 形 两 邻 边 之 差 . 或 二 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 的 章 
[证 ] 如 图 ,在 忆 ABCD 中 , 它 的 内 时 人 
角 的 平分 线 组 成 四 边 形 EFGH. 已 C 入 
» LHDA+/HAD < 分 


1 4 8 


LGHE= /DHA = 90°. 
同 理 可 证 ,其 他 内 角 也 是 直角 , 故 EFGH 是 矩形 . 
延长 AG 与 DC 交 于 M ,延长 CE 与 4B 交 于 六 . 
.“. ANCM 是 平行 四 边 形 . 
日 是 AM 的 中 点 ,下 是 CN 的 中 点 ， 
“. HFCM 是 平行 四 边 形 . 
故 HE= MC= CD -DM = CD- AD. 
2.'8 在 梯形 ABCD 的 底 边 AD 上 有 一 点 五 ,使 全 ABFE 、 ABCFE 和 


入 CDE 周 长 相 等 .求证 : BC= 了 AD， 


(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 在 BC 或 其 延长 线 上 取 一 点 CC, 使 BC = AE, 则 ABCIE 
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为 平行 四 边 形 . 
和 4ABFE 人 BEC| 和 和 BEC 的 周 长 


即 和 BCE 与 全 BCIE 周 长 相 等 , 故 CI 
必 与 C 重合 .因而 BC = AFE. 

类 似 地 可 以 证 明 BC = DE， 

2BC= AE + ED= AD. 

即 BC= 了 4D， 

2.9 试 证 :在 所 有 巴 四 边 形 中 ,仅仅 只 有 平行 四 边 形 具有 这 样 的 
性 质 : 每 个 顶点 到 不 通过 它 的 两 边 的 距离 之 和 都 相等 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 ] 本 题 的 证 明基 于 下 面 的 引 理 

引 理 ”假设 在 不 大 于 平角 的 角 内 给 定 两 个 
点 , 当 县 仅 当 这 两 点 所 确定 的 直线 和 这 个 角 的 平 
分 线 垂 直 时 ,这 两 点 到 角 的 两 边 距 离 之 和 相等 . 

下 面 用 这 个 引 理 证 明 本 题 . 

过 C 作 直 线 与 BAD 的 平分 线 垂 直 , 与 
AB 、AD 所 在 直线 分 别 交 于 EE 和 下 . 

过 玉 作 EG/ AD 交 直 线 DC 于 G， 

过 下 作 FH/ AB 交 直 线 BC 于 HH. 

于 是 个 CBEWACHF, 信 CGEWA CDE. 
由 此 推出 ”四 边 形 CBEGcp 四 边 形 CHFD 
即 有 CBG= /ACHD, .. BG/ DH. 

由 引 理 ,在 DAB 内 ,C 到 了 DAB 的 两 边 的 距离 之 和 等 于 下 到 
一 DA4B 两 边 的 距离 之 和 . 

因为 EG/ AD, 则 EF 和 6G 到 AD 的 距离 相等 ,因此 ,EE- 到 人 DAB 
两 边 距 离 之 和 等 于 G 到 ADC 两 边 距 离 之 和 . 

由 题 设 ,C 到 人 DAB 两 边 距 离 之 和 等 于 B 到 ADC 两 边 距离 之 








和 | 
于 是 G 和 B 到 人 ADC 两 边 距离 之 和 相等 ,由 引 理 , BG 垂直 于 
了 ADC 的 平分 线 . 
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同 理 , DH 千 直 于 一 ABC 的 平分 线 . 

因为 GB/ HD, 所 以 ABC 的 平分 线 与 ADC 的 平分 线 平 行 ;, 即 
DM /BN ,于 是 
/1=/2= 3, LA4= /5= 6， 

从 而 DAB= BCD. 

同 理 可 证 ABC = 人 ADC. 

因此 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 . 

2.10 连接 凸 五 边 形 ABCDE 边 AB、CD 8 
的 中 点 LM, BC 、DE 的 中 点 PQ. 求 证 :LM 和 


PQ 的 中 点 连 线 RS// AE 目 RS= 二 AE， , 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) L 4 
[证 ] 连接 BE, 设 TT 是 BE 中 点 ,再 依 图 ”六 一 太一 人 
QM ZL TP LEC, 
四 边 形 TPMQ 是 平行 四 边 形 . 
知 其 对 角 线 TQ 、TM 互相 平分 于 S 点 . 
又 RS LoLT, LT LAE, 





RS 之 二 4E， 
2.11 三 角形 的 边 长 成 等 差 数 列 . 求 证 :其 内 切 圆 的 半径 等 于 某 一 


条 高 的 3 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[证 ] 不 失 一 般 性 , 设 AC< 4AB< BC， 
则 可 设 AC=a,AB=a+d,BC=at+2d A 


z , A 
1 1 NC 
SA 二 一 一 C1)=—— . ~ 


1 
又 5ea4a0TrAC+AB+BC) 
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深 深 


和 
或 
的 
和 
关 
从 
分 








给 言 六 


= ratatdtat2d)=7r(atd), 


1 3 
一 (ea+d)h = 二 r(a+d)， 
> (a CI) > "a d) 


故 = 本 太 . 
2.12 CH 为 直角 和 4ABC 斜 边 AB 上 的 高 .求证 : 和合 ABC、 
和信 CAH .全 CBH 的 内 切 圆 半 径 之 和 等 于 CH. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 


[证 ] 如 图 , 设 和 人 入 ABC 三 边 BC = a,AC 


=b, AB =c. 又 设 Rt 人 ABC Rt 人 CAH Rt 
YR 从 CBH 的 内 切 圆 半径 分 别 为 r ri 、r;， 则 
1 
一 一 一 十 一 - 
A B r 3 (9 b -ce), 
m=(AH+CH-6), 


m= (BH+CH-a) 


故 r+rit+r， = (AH+BH)+CH- Te 


-e+ CH- 了 ce= CH 
2.13 三 角形 的 三 边 长 组 成 等 差 数 列 . 作 长 为 中 间 边 的 对 角 的 平 
分 线 . 证 明 ; 该 平分 线 上 任意 一 点 到 三 角形 的 边 的 距离 之 和 等 于 内 切 图 
半径 的 三 倍 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
1 [证 ] 在 入 ABC 中 , 设 其 三 边 b5<a<c, 又 
< 从 由 题 设 知 b=a-d,c=a+dqd. 义 AD 平分 
4 有 /A. : 
设 P 是 AD 上 任 一 点 ,P 到 三 边 的 距离 分 
四 别 为 Pi hz、P3s, 则 Ai= 户 3. 
2 Dp a C 设 @O 是 人 ABC 的 内 切 圆 ,半径 是 ~, 如 
图 . 


SApAB + SAapgCc t+ SApcA = SAO04AB + SAOBC tT SAOCA = SAABC 
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1 1 1 
F(a td)hit 3 ahrt (a dh 


= [at(a-d)+t(atd)]r 
即 字 a hthatha)= ar 

故 hi+ hy+ ha=3r 

2.14 在 平面 上 作 三 条 直线 ,使 他 们 经 过 同一 点 并 且 两 两 相交 成 
的 角 为 60" .证明 :平面 上 任何 一 点 到 最 远 的 直线 的 距离 等 于 该 点 到 另 
两 条 直线 的 距离 之 和 . 。 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 





线 

[证 ] 设 0、03 都 经 过 点 O. 设 P 是 平面 内 

任 一 点 . 07 和 
(1) 如 果 P 在 某 一 直线 上 ,结论 显然 成 立 ; | 
(2) 如 果 P 不 在 任 一 直线 上 .如 图 /sl 和 

过 点 已 作 !V 143 与 44、12 分别 交 于 A.B, 则 /A 人 1 | 

分 


个 OAB 是 等 边 三 角形 , 设 P 到 1; 的 距离 为 h(i= 1， 
2,3) 出 
AB:h;=2Saap0 =2( Saampm + Saopg) = OA'h; + OB:h, 
hs= hi+h,. 
2"15 考虑 如 下 图 所 示 的 人 ABC 和 公 PQR .又 在 入 ABC 中 ， 


ADB= /BDC= LCDA = 120°. 试 证 ;x+=u+wv+ ww. 
(第 3 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 1】 将 ABCD 绕 着 点 B 沿 逆 时 针 方 向 旋转 60°, 到 公 BEF 的 
位 置 . 
此 时 ,全 BDE 和 公 BCF 都 是 等 边 三 角形 (如 图 ), 则 
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DE=w, CF= BF=a. 


、、 ZADE = /ADB+ /LBDE= 120°+60° 
和 | \ sc =180 ， 
C 二 DEF = /DEB + /BEF= 60°+ 120° 
By /Oe = 180°. 
¥ 所 以 A.D.E.F 共 线 . 


则 AF=wut+wv+ vw. 
以 AF 为 一 边 作 等 边 全 AFG. 
在 全 BFG 和 和 CFA 中 ,CF= BF= a， 
又 AF=FG=u+vt+tw, 
LBFG= /CFA=60°- /AFB. 
和 人 BFGS 和 A 和 CFA 有 BG=AC=5. 
因此 ”和合 AFG 就 是 题 设 中 的 全 PQR . 
BB r=u+t+vtrw. 
[证 2] 将 个 PQR 绕 顶 点 R 沿 道 时 针 
代 、 “7” 方向 旋转 60° 到 全 SPR( 如 图 ). 
Ce 由 于 P.R.U.、T 四 点 是 确定 的 ,所 以 
四 边 形 RUPT 是 惟一 确定 的 ,又 因为 PR 
为 四 边 形 的 一 条 对 角 线 ,所 以 线段 a、b、ec 
惟一 地 确定 等 边 三 角形 PQR 的 边 . 
注意 到 和 人 PUTEACB4A,， 有 UDT= 120". 
于 是 D 在 等 边 三 角形 RUT 的 外 接 加 上 ,从 而 
RDT= RUT=60"， 
又 由 一 TDP=120"， 所 以 也 也 在 线段 PR 上. 
根据 托 勒 密 (Ptolemy) 和 定理 有 
(DU):c + (DT):c= (DR)'e, 
于 是 ”DU+DT=DR. 即 w+w=DR. 
因此 x= PD+ DR=u+v+w. 
[证 3] 我 们 用 入 ABC 中 所 给 定 的 条 件 作 等 边 三 角形 . 
为 此 ,在 任 一 条 直线 上 取 底 边 . 
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作 全 QMDI 空 ABCD， 
人 人 MPD, 人 CAD. 
显然 , 公 MD1D， 是 等 边 三 角形 , 且 D1D;= 也 
以 PQ 为 一 边 作 等 边 三 角形 PQR . 
则 可 证 明 和 RMESAB4D. 于 是 MR=c. 
则 人 PQR 符合 题 设 条 件 ,此 时 有 PQ=x=u+v+w. 
2.16 已 知 : 和 人 ABC 的 重心 G .内心 O 的 连 线 GO 平行 于 BC , 求 
证 :AB、BC .CA 成 等 差 数列 . 
(中 国 福 建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 1] 作 中 线 AM 和 和 角 平 分 线 AT， 
则 AM 过 G,AT 过 O. 
GO/ BC, 
AO AG 
OT GM 
连接 CO , 因 O 是 和 ABC 的 内 心 , 故 CO 8 
是 一 ACB 的 平分 线 . 
AC AO 


故 [= 


即 AC=2CT. 
同 理 ”AB =2BT. 
AB+ AC=2(BT+ CT)=2BC. 
即 AB .BC .CA 成 等 差 数 列 . 
: [证 2] 作 中 线 AM, 高 线 AH, 则 AM 过 G. 叉 过 G 作 GD BC， 
垂 足 为 D. 


党 这 孙 车 从 法 入 下” 郊 渤 





HT C 
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高 己 


GO/ BC ， 


GD 等 于 和 ABC 的 内 切 圆 半径 r. 
GD_GM_1 
于 征 AH AM .3 
从 而 AH=3GD= 3r. 
B MD H C 由 Saape= BCAH= A., 
,», AB+BC+CA 3BC 
得 po 


AB+ CA=2BC, 即 AB 、BC CA 成 等 差 数 列 . 

2.17 在 人 ABC 中 ,AB<AC<BC, 点 马 在 BC 上 ,点 在 BA 的 
延长 线 上 ,有 上 且 BD = BE = AC, 公 BDE 的 外 接 圆 与 人 ABC 的 外 接 圆 交 
于 下 点 .求证 : BF = AF + CF. 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 

[证 ] 延长 AF 到 M, 使 FM= CF. 

连 CM 、DF ,在 人 AEBD 与 AFCM 中 ,由 于 BE = BD,FM=CF, 因 
此 全 EBD 与 AFCM 都 是 等 腰 三 角形 . 

LEBD= /MFC, 

LBED= /CMEF, 

又 ZBED= /BFD, 
LACMF= /BFD. 
在 全 BFD 与 人 4MC 中 ， 
LA2=/1, LBFD= /CMF, BD= AC， 





和 BFDS 和 AMC. 
有 BF= AM= AF+FM. 
XX. FM=CF, .. BF= AF+CF. 


2.18 如 图 ,在 人 4BC 中 , AB = AC,D 是 
底 边 BC 上 一 点 ,E 是 线段 AD 上 一 点 , 且 和 人 BED 
=2 了 CED= 人 人 A. 求证 : BD=2CD. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
BE C [证 1] 如 左 图 ,延长 AD 与 全 ABC 外 接 圆 
交 于 下 点 ,连接 CF 和 BF. 则 
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BFA=/BCA= /LABC= AAFC, 

即 ”BFD= /CFD, 

由 角 平 分 线 定 理 有 BF:CF = BD:DC. 
又 LBEF=/A,/BFE= /BCA, 
故 有 人 FBE= 人 ABC= 人 BFE. 
因此 EB= EF. 

作 一 BEF 的 平分 线 交 BE 于 G， 

则 BG = GF. 





1 
叉 LCEF= LBEF = LCEF, LGFE=/ACFE, EF= EF, 


和 人 FFGS2 和 APFFC. 于 是 GF= CF. 
从 而 BF=2FC, 故 BD=2CD. 
[证 2] 如 图 , 作 二 BED 的 平分 线 交 BC 于 下 ,又 过 A 作 AH/ 
EF, 与 BE 和 BC 分 别 交 于 G、H. 
则 LEAG= LDEF= ZBEF= LAGE= 广 A, 
“.* GE=AE. 





风衣 图 估 相 党 用 环 蔡 蛤 





LAGE= >LA4 = CED. 


LAGB= /CEA. 
LABE + LBAE = /BED .LAL IN 
= /A=/CAE+ /BAE, H FD 
ABG= /CAEF. 

义 4B=C4， 故 个 ABG 社 人 CAE. 

有 BG= AE,CE= AG. 
BG = GE. 

即 GH 是 全 BEF 的 中 位 线 , 因 此 


BH = HF, GH= EF. 


AH/EF, 和 -到 
EF ~ FD 


而 和 CED= 了 LA = FED, 
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从 而 CD_EC_AG_AH-GH_AH 1._HD 1 
FD EF EF EF FEF 2 FD 2 
1 1 1 1 1 
有 CD= HD- TFD= HE+ FD BF+ FD- BD, 
故 ”BD=2CD. 
2.19 设 个 ABC 为 等 腰 三 角形 ,BC 为 底 边 为 从 A 到 BC 的 垂 足 ， 
”以 AD 为 直径 作 圆 ,由 B.C 依次 作 圆 的 切线 BE 和 CF( 不 同 于 BC),E、F 
为 切 点 .证 明 :EF 弦 在 入 ABC 内 部 一 段 的 长 等 于 它 在 外 部 两 段 长 之 和 . 
(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 1] 如 图 , AD 是 等 腰 和 人 4BC 的 高 ,OO 的 直径 是 AD, BE、 
CF 是 0O 的 切线 ,已 .下 是 切 点 . EF 与 AB、AD 、AC 分 别 交 于 MK，、 





Yk 言 忆 


N 点. 


连接 OB、OC、ED、FD. 在 全 ABC 中 AB = 
AC, AD | BC， 
OB= OC, 则 OBC= 人 OCB. 
AD 是 OO 的 直径 , 故 AD_| BC， 
. BC 与 QO 切 于 万 点 ,又 BE、CF 是 
QO 的 切线 ， 
., LEBD= /FCD=2/OBC=2/ O00CB, 
且 BD= DC= BE= CF, 
.ABDEQA CDF. 
LEDB= /AFDC, XX: /FED= FDC， 
LEDB= /FED, 
则 EF// BC, EF AD. 
作 切 线 AP 与 BE 的 延长 线 交 于 PP. 
PA | AD,PE=PA. 又 PA/ EF/ BC, 
EM BE MK AM PE 








且 EM= Bp MK = 一 一 一 一 


但 PE=PA，BE=BD，… EM= MK. 
同 理 可 证 FN = NK. 
MK+NK=EM+NFE. BH MN= EM+ NEF. 
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[证 2] 连接 OB、OC、ED 、ED. 按 
证 法 1 得 ”EF/ BC， 
连 A .下 并 延长 交 BC 的 延长 线 于 
P. 
DF | AP,Xx CD= CF, 
ZL OCD= LOCF, 
OC | PDF ， 
., OC/AP, 又 AO=OD, .. DC= CP. 
又 EF/DP, 则 FN= NK. 
同 理 FM= MK . 
MN = EM + NF. 
[证 3] 连接 AE, EP, 则 和 人 ARM cn 
人 APE, 人 AEBOAEPB, 人 AMKWAABD. 
再 利用 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 及 有 关 比 
例 性 质 定理 ,可 证 得 ”EM = MK . 
同 理 可 证 FEN= NK， 
MN = EM + NF 


(二 ) 角 或 弧 的 和 差 倍 分 


2:20 设 人 A 是 全 ABC 的 最 小 内 和 角 , 点 过 是 和 ABC 的 外 接 圆 的 


劣 弧 BC 上 有 异 于 召 和 C 的 任意 一 点 ,线段 AB 、AC 的 垂直 平分 线 分 别 交 
线段 AU 于 点 VV 和 W, 直线 BV 和 CW 交 于 点 个 ,求证 :4AU= TB+ 
TC. 








交 家 朵 二 个 器 党 小， 水 小 





(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 ， 1997 年 ) 
[证 1] 过 全 ABC 的 外 心 O 作 OMJ」AU 于 
AM,OF | CW 于 F,OFEJ」 BV 于 FE, 连 结 OT, 于 是 
4M= AU 
OV 垂直 平分 AB ,OW 甜 直 平分 AC， 
BV= AV,CW= AW. 
TB+ TC=TV+ VB+ WC- TW 
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ni 








=TV+AV+AWD— TW 
=TV+AM+MV+AM—- MW- Tw. 

由 此 可 见 , 只 需 证 明 TV+ MV= TW+ MW. 

OV 垂直 平分 AB, OW 垂直 平分 AC， 
LOVE= LOVM, /OWF= /OWM. 

又 ” AOEV=90°=/AOMV, LOFW=90°=/OMW. 

. AOVEQAOVM, 人 AOWFSQOAOMM, 

. OE=OM= OF, EV= MV, FW= MW. 

又 LOET=90°= /OFT, 

AOTEQAOTF. .. TE= TF. 

TV+ MV = TV+ VE= TE= TF 
=FW+ WT= MW+ TW. 
.. TB+ TC= AU. 
[证 2] 延长 CT、 BT 分 别 交 @O 于 X,Y, 连 CX, 由 题 设 BV = 
AV,CW= AW. : 
上 再 由 相交 弦 定 理 可 得 VU= VX，WU= WY. 
BX=CY= AU. 
又 易 证 一 ABX= /BAU， 
ACY= /CAVL, 

LBXC = /BAC=/BAU+ACAU 
= /AABX+/ACY 
=/AACX/ ACY = /TOCX. 

TC= TX, 

TB+ TC= TB+TX=BX=AU, 即 AU= TB+TC. 
[证 3] 如 图 所 示 , 因 为 点 V 在 线段 AB 的 垂 
直 平 分 线 上 ,所 以 ， 

LVAB= LVBA. 

义 因 人 A 是 个 ABC 的 最 小 内 角 , 且 VAB = 
了 UAB< CAB, 故 

LVBA=AVAB</CABS<L/ CBA. 

即 V 在 二 ABC 内 部 . 同 理 ,W 在 人 人 ACB 内 部 . 

设 人 人 UAB=a, 则 VBA =a. 下 面 用 A.B.C 


A 
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分 别 表示 人 C4B .一 ABC .一 HBCA. 则 有 
/ACAU=A-a, ACBT=B-a. 
因为 W 在 线段 AC 的 垂直 平分 线 上 ,所 以 ， 
ACW= /CAW=A-a, 
BCT=C-LACT=C+a-A. 
于 是 人 BTC =180*-(B-a)-(C+t+a-A) 

=180°-B-C+A=2A. 
在 全 BCT 中 使 用 正弦 定理 ,有 
BC TB TC 

sin BTC sin TCB sin TBC 

注意 到 Ba=180"-(C+a+A), 有 











TB+ TC = (sin TCB + sin TBC) 


BC 
sin BTC 
BC .. 加 - _ 
-Alsin(C+a A)+sin(B- a)] 


池 守 Me 和 


= sin(C+a- A)+sin(C+atA)] 


BC 
= 一 一 一 .2sin(C + 
DA 2sin( C+ a)cos2A 





BC 
二 C+ 十 , 
Sin sin(C+a) 


设 人 ABC 外 接 加 的 半径 为 R, 则 由 正弦 定理 知 -= = 尺 ， 故 得 


TB+ TC=2Rsin(C + a). 个 

连接 CU. 由 A、.B、U、C 四 点 共 圆 可 知 

了 BCU=ABAU=a. 故 AAACU=Cta. 

在 全 ACU 中 使 用 正弦 定理 ,有 AU=2Rsin(C+a). 

结合 个 式 即 得 AU= TB+ TC. 

2:21 公 ABC 的 人 A 的 平分 线 交 外 接 圆 于 点 D ,内 心 为 了 , 边 BC 
的 中 点 为 M,P 是 点 了 关于 点 M 的 对 称 点 ( 设 点 P 在 圆 内 ), 延 长 DP 
交 外 接 圆 于 点 N. 求 证 :在 AN、BN CN 这 3 条 线段 中 , 必 有 一 条 线段 
的 长 等 于 男 两 条 线段 的 长 度 之 和 . 

(中 国 国家 集训 队 选 拨 考 试 ,1993 年 ) 
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好 1 团 





3 训 记 





[证 ] 先 设 点 N 位 于 BD 上 ,这 时 有 AN = 
BN + CON. 
连结 IN、MN .MD 、BD .CD 
AM 为 BC 中 点 ， 
SABND + SACND ~ 2SAMND: 
点 PP 在 ND 上 且 M 为 IP 中 点 ， 
SAIND = 2SAMND = SABND + Sa. 


记 人 NAD= 9, 于 是 NBD = 了 NCD= 9, 按 三 角形 面积 公式 有 





1 
SAImDp = 了 LN IDsing, 


1 
SABND = 3 BN* BDsing, 


SaAcND 一 于 CN * CDsing, 


x BD=CD=ID, .. AN=BN+CN. 

当 点 N 位 于 AB 上 时 ,完全 平行 地 可 以 证 明 CN = AN + BN. 

2.22 已 知 :在 全 ABC 中 ,AB> AC, 帮 A 的 一 个 外 角 的 半分 线 交 
全 ABC 的 外 接 圆 于 点 ,过 玉 作 EF 1 AB, 垂 足 为 下 上. 求证 :2AF = 
AB- AC. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[证 1] 如 图 ,在 FB 上 取 点 DD, 使 FD = FA4， 
连结 ED 并 延长 交 圆 于 G ,连结 BG , 则 全 EDA 为 等 
腰 三 角形 . 


/EDA = LEAB=> LPAB 
= 3 (LABC+ ZC). 


从 而 人 AED =180° -2 二 FEAB 
=180°— (LABC+AC) 


= /BAC., 
于 是 AG=BC,BG=AC, .. BG=AC. 
LG= /EAD= /EDA= /BDG, 


BD= BG = AC, 
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即 2AF= AD= AB- AC. 

[证 2] 以 ABC 表示 入 ABC 的 三 个 内 和 角 ， 
R 表示 全 ABC 的 外 接 圆 的 半径 . 

连结 EB. 由 正弦 定理 ,得 

AB— AC =2R(sinC -~ sinB) 
C-—B 








= 4Rceos C 
B 
作 AE 的 反 向 延长 线 AD, 则 AD 是 一 A 的 另 


一 外 角 的 平分 线 ,故人 DAC = 二 
又 DAC 是 圆 内 接 四 边 形 AEBC 的 外 角 ， 


C+B C+B 二 一 也 





线 
段 














FEBC=D4C= 一 一. FEBA= 一 一 -了 B= 角 第 
2 2 2 或 一 
于 是 ,由 正弦 定理 得 2Rsin “= AE， 
和 
十 
从 而 AB -~ AC =2AFcos © B 
分 
在 Rt 人 AEF 中 ， LEAF= “1, 
2AF= AB- AC. 
[证 3] 如 图 ,过 E 作 ED_| Ch, 交 CA 的 延长 
线 于 记 . 
有 Rt 人 AEFQRtAAFD, .. AF- AD. 
连 EC .EB ,可 证 Rt 和 ACEDSRtABFEF， 
BF = CD. 





则 AB- AF=AC+ AD= AC+ AF, 

从 而 2AF= AB- AC. 

2'23 在 圆 了 上 取 四 个 不 同 的 点 4A.B、.C.、D, 使 二 BCD 不 为 直 
角 . 证 明 :(1)AB 、AC 的 垂直 平分 线 分 别 与 直线 AD 交 于 点 友和 V, 且 
直线 CV 和 BW 交 于 一 点 T;(2) 线 段 AD .BT 和 CT 中 某 一 条 线段 的 
长 度 是 另 两 条 线段 长 度 之 和 . 

(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 

[证 ] (1) 证 AB、AC 的 垂直 平分 线 分 别 为 5 、c. 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 121 








ee 言 过 


假设 直线 5 和 AD 不 相交 , 则 它们 平行 且 
了 DAB =90" .点 D 和 点 B 为 某 直 径 的 两 端点 且 
8 PCB = 90" ,与 已 知 矛 盾 . 
因此 ,直线 5 和 AD 必 相 交 于 某 点 W. 
同 理 ,直线 c 和 AD 必 相 交 于 革 点 了 . 
注意 , BW 不 能 与 和 卫 相 切 . 否则 AW 必 与 了 
相 切 ,因而 A = DD, 与 题 设 耶 盾 . CV 亦 然 ， 
图 1 我 们 为 红 规 定 一 个 方向 .这 样 ,记号 PQ 就 表 
示 圆 了 上 惟一 的 一 段 弧 . 
令 X.Y 分 别 为 直线 BW 和 CV 与 圆 了 的 第 二 个 交点 .那么 , 弦 
CY 与 弦 AD 关于 轴 c 对 称 ,因此 , YC= AD. 
同 理 , XB= AD, 则 XB = YC. 因 而 ,线段 BX 和 CY 关于 过 BY 中 
点 的 直线 4 轴 对 称 , 其 中 ,X 为 C 的 对 称 点 ,Y 为 B 的 对 称 点 . 
若 直线 XB 和 YC 不 相交 ,那么 ,它们 平行 且 弦 XB 和 弦 YC 关于 
圆 本 的 圆心 对 称 .此 时 ,点 B 和 C 为 某 直 径 的 两 端 且 人 BDC = 90", 这 
是 不 可 能 的 .所 以 ,直线 BX 和 CY 必 交 于 一 点 本 有 旦 全 必 在 4 上 . 


/NN 
二 





上 -7 
Y 





图 2 
(2) 如 图 2, 因 为 点 醋 在 直线 4 上 ,和 且 4 同时 为 BY 和 CX 的 垂直 


平分 线 , 则 有 


TB=TY 和 TC= 7TX. 
车 点 了 在 圆 内 , 则 有 AD= BX= BT+ TX= BT+CT. 
否则 ,有 AD= BX=|1BT~ TX|=|BT- CTIl. 
2.24 AB 和 AC 为 同一 圆 的 两 条 弦 , 人 BAC 的 平分 线 交 圆周 于 
D, 过 品 作 AB 的 和 线 ,为 每 足 ,求证 :AE= 了 (AB+ MAC) 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
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[证 ] 如 图 ,过 DD 作 DM LAC, 垂 足 为 
M. 

若 记 和 B 重合 , 则 ABD 为 直角 ,又 因为 
ABCD 为 加 内 接 四 边 形 , 则 人 ACD 也 为 直角 ， 
于 是 

AE=AB=AC= (AB+AC). 

车 和 B 不 重合 , 则 ABD 或 为 锐角 或 
为 钝 角 . : 

若 一 ABD 为 锐角 , 则 由 一 ABD + ACD = 180" 知 ,一 ACD 为 印 
角 ,于 是 M 在 AC 的 延长 线 上 . 

由 4D 平 分 “BAC 得 DE= DM. 

又 … LDCM= /ABD, 

和 人 BEDSACMD， 有 CM= BE. 

于 是 可 得 4AE=AM=AB-BE=AC+CM， 

则 24 开 =AB+AC， 





漆 渤 





洱 7 





故 AE=7(AB+ AC). 


若 B 为 钝 角 , 同 理 可 证 得 AE= (AB+ AC), 


2"25 一 ABC 的 顶点 已 在 圆周 外 ,射线 BA 、BC 分 别 与 圆周 相 
区 ,由 BA 与 加 周 的 交点 KK 引 直线 垂直 于 ABC 的 平分 线 .该 直线 交 
圆 于 另 一 点 P, 而 交 射 线 BC 于 MM. 求证: PM 的 长 度 为 圆心 至 一 ABC 
平分 线 距离 的 两 倍 . 
: (第 21 届 全 苏 数 学 与 林 匹 克 ,1987 年 ) 

[证 ] 若 作 ABC 的 平分 线 过 圆心 (图 1) ,那么 由 对 称 性 易 知 这 时 
点 M 和 点 PP 重合 , PM = 0, 圆 心 到 角 平 分 线 
的 距离 也 等 于 0, 所 以 结论 成 立 . 

若 人 ABC 的 平分 线 不 过 圆心 (图 2) 即 点 
M 在 K 与 P 之 间 , 设 是 KP 与 ABC 的 平 
分 线 的 交点 .显然 ,由 对 称 性 知 , KL = LM . 

性 圆 心 O 到 角 平 分 线 BL 的 距离 为 4, 那 
么 在 圆心 O 的 另 一 侧 引 直线 1/ BL, 且 圆心 1 
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O 与 1 的 距离 等 于 d. 

设 直 线 1 交 KP 于 N, 由 对 称 性 知 ”NP = 
LK=LM. 

PM=PN+NM=NM+ML=NL= 

2d. 

如 果 图 形 位 置 , 即 点 M 在 KP 的 延长 线 上 ， 
同样 , 作 直 线 7 ,不 过 这 时 有 

PM= LM- LP=LK~— NK=LN=24d. 

K 点 行 在 其 他 位 置 ,同样 可 仿 此 讨论 . 

2.26 设 点 也 下 下 分 别 在 人 ABC 的 三 边 BC、CA、AB 上 , 且 
全 AEF 全 BFD 公 CDE 的 内 切 圆 有 相等 的 半径 ,又 以 rm 和 展 分 别 
表示 全 DEF 和 全 ABC 的 内 切 圆 半径 ,求证 :r+ xo= RR. 

(第 4 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1989 年 ) 
注 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 即 中 国 数学 奥林匹克 
[证 1] 作 辅 助 线 如 图 ,于 是 有 





图 2 


SAABC ~ SABDF — SACED — SAAFE = SApEF 中 
记 全 ABC 与 ADEF 的 周 长 为 ! 和 和 7.. 
则 他 式 可 化 为 
RU 一 r(+D = rol’, 
BEB] (R-r)l=(r+ro)/. © 


图 中 O 为 入 ABC 的 内 心 ,OG J] BC. 
人 人 OBB c2AOBG ， 





® 
XxX. AB+BC ATCC = 

AA +BB+BB’ +CC+CC+A’A=/-1. 
从 而 由 @@ 可 得 人 =， 
妈 (17-7)R=H, 或 (R-r)l=RI. @ 
将 四 代入 @@ 得 R =(r+ro)2 ,BM R=r+ro. 
[证 2] 作 辅 助 线 如 图 . 

O10; + O03;+ O30) 
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=AB+BC +CA” 
=AFT+FB +BD+DC +CE+EA” 
= FD + FE’ + DE’+ DF +EF + ED 
= FD + DE + EF. 
全 O10203 与 ADEF 的 周 长 相 等 ， 
又 SETSAppD 十 SAcED 





-57(AB+ BC+CA+ DE+ EF+ 
FD) 
l 
= Fr(AB+ BC+ CA + O10Os+ O;0;+ 0O;0,) 


东海 





= Sapo, ot Sco,0, + Scao, O: 
= SAagc — DAoiOO,， 
Seo oo = SApEF. 
由 于 分 O10O20; 与 ADEF 等 周 长 , 等 面积 ,所 以 它们 的 内 切 圆 半 
径 相等 , 即 信 OO>Os 的 内 切 圆 半径 也 是 yx。. 
因为 人 O10O20; 与 AABC 位 似 且 位 似 中 心 就 是 二 者 的 公共 内 心 ， 
从 而 有 





宁 宙 和 和 


r+ro=R. 
2"27 在 全 ABC 中 ,Bi 在 AC 上 ,E 在 AB 上 ,G 在 BC 上 ,EG/ . 
AC 并 有 EG 与 人 4BB， 的 内 切 贺 相 切 交 BB| 于 开 , 设 六 ri 和 ”2 分 别 
为 ABC .人 A4BB， 与 人 BFG 的 内 切 圆 的 半径 .求证 ; rr] 十 ry. 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 六 为 A4ABC 与 B 相对 的 旁 切 贺 的 半径 ,和 且 设 入 ABC 的 


+b+ 
三 边 为 AB=¢c, CB=a，AC= 5b， p= 22 





2 
r C 
由 A PO-ntgs, 
(8 
本 得 。 1A, C 
可 得 B77 CD 


摧 OO1、©O,、©O; 分别 为 A 人 BFG、 人 BCBI、 人 ABB, 的 内 切 圆 ， 
已 04 为 全 BCBI 与 B 相对 的 旁 切 圆 
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以 B 为 中 心 作 位 似 变 换 有 ,hh : 

h: OI>O;, hh : OOs. 
这 时 h(EG)= AC. 设 h(O3)= 0O;， 
则 @O, 与 AC 相 切 ,因此 Os 是 
人 ABB| 的 旁 切 贺 . 

设 玉 .A、G、C、O; 经 过 变换 及 
变 为 A1、As、Ci、Cs、O6, 则 由 于 
O10; 经 变换 有 和 有 分别 变 为 
OOs 和 O40O6, 所 以 O20s /VW 





O40O%. 
从 而 SaBo,0; = SABO,O。: 
SABO0,0, SABO00; BO; 








SagBo0, SaBo0, BOs 


另 一 方面 , 设 R; 为 @O,(i=1,2,…,6) 的 半径 , 则 有 
SABO,O, BO BO 下 让 3 及 3 

SABO,O, ~ BOs*BOs Ra:Rs 

由 四 的 结果 可 得 

RR Co LBB AEE i Cc.wA 
RPR “2 2 2 2 2 2 














BO; 
疆 合 可 得 一 一 一- 一 
直 合 @ 式 可 得 BO 了 


即 信 ABC 的 与 B 相对 的 旁 切 贺 是 内 切 贺 在 变换 h' 下 的 象 ,因此 七 
与 h'(AC)= A,C, 相 切 . 

由 于 @O; 与 EG 、AC 相 切 ,所 以 @O46 与 A1C1、AC; 相 切 . 

又 Oi 与 AC .4ICI 相 切 ,所 以 vx,= Ry+ Rse. 

回 到 变换 产 前 的 原 象 即 得 r= rit+ ry. 

2.28 圆 内 接 正 和 人 ABC 边 AB 所 对 劣 弧 上 有 一 点 DD. .求证 : 
AD+ BD= D.C. . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1940 年 ) 
[证 ] 在 DC 上 取 一 点 EE 使 DE DA ,连接 AE. 

/ ADE = 60°, 
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AAADF 亦 为 正三 角形 . 4 
又 ' AB=AC, AD=AE, D 二 
上 且 了 D4B=EAC= /60' ~ LBAE, ~ 


AAADBS2AAEC 有 BD= EC. 
故 AD+ BD= DE+EC= DC. 
2.29 ”四边形 ABCD 内 接 于 QO, 其 两 条 对 8 ~ 7 
角 线 AC | BD. 自 O 向 AD 作 垂 线 OH, 克 为 泪 
足 , 求 证 :OH= 二 BC. 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 过 忆 作 〇 OO 的 直径 PE , 连 AE. 


BB 
由 AE=ADE -AD2180°- AD. A 


< 
~ ACLBD, .“ BCS180°-AD. hh 
则 有 AE=BC, £8 AE= BC, /7 E 


OH= 二 AE= 了 BC 
2.30 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 与 BD 交 于 和 ,由 X 回 
AB BC CD .DA 作 垂 线 , 垂 足 为 ABC 、D .求证 :A3B + CD = 


BC +DA 


又 ”DE 为 OO 直径 , 则 DAE=90", ?了 
从 而 OH/ AE. 1 


(第 22 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 XA’| AB,XB’」BC 可 得 
LXAB+AXBB=180°", 
所 以 A“、B、B 、X 四 点 共 圆 . 
昌 XB 为 此 圆 的 直径 . 

由 正 攻 定理 得 AB = XB.sinB. 
同 理 可 得 CD = XD'sinD = XD.sinB. 
AB’ +CD’=(XB+ XD)sinB 

= BD'snB=2RsnA :sinB. 
其 中 R 为 四 边 形 ABCD 外 接 阐 的 半径 . 
同 理 可 得 ”BC +DA =2RsnAsinB. 
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深 这 





二 





ee 讲 己 


于 是 AB'+BC=BC+DA.. 
2.31 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 , 另 一 圆 的 圆心 在 边 AB 上 日 与 

四 边 形 的 其 余 三 边 均 相 切 ， 求证 :4D+ BC = AB. 

(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 1] 记 OCB=08, 人 ODA= op， 
则 由 四 边 形 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 可 知 
LA+20=180°, LB+29= 180°. 
记 圆 O 的 半径 为 7, 设 玉 .F、G 分 别 为 














0 AD、DC、CB 与 OO 的 切 点 ,于 是 在 直角 
从 OFA 中 ， 
OF rr rr 
snA 0 站 40 一 AD0， 
司 -_ 
同 理 ”OB Snag 


且 AE=r'ctgA= — rectg20. 
及 BG= -rctg29. ED= rctgp, OG= -rectgh. 
利用 三 角 盟 数 公式 ,使 得 
AD+ BC =AE+ ED+ BG+ OG 
=r(—ctg20— ctg29 + ctgp + ctg0) 
cos20 1+cos20 cos2 i + cos2g 
= (+ sin20 me sin29 











(二 
一 上 十 - _ 
sin20 sin29 
= AO+ OB= AB. 
[证 2] 在 4B 上 取 点 M, 使 MB = BC. 

若 :M 异 于 O, 则 连结 OC 、OD 、MC、 
AD .因为 


LCMB= < = 一 CDO. 


于 是 CD.O、M 四 点 共 辕 ,从 而 





ZAAMD=ADPCO-L 5 = /ADM. 


因而 AD = AM. 
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因此 AD+ BC= AM+ MB= AB. 
若 点 M 与 O 重合 , 则 有 
LAMD = 180° ~ ADMC- 人 CMB 
=180° -ADMC- AMCB 
=180°— LADMC- /DCM 
= A MDC= /ADM. 
因此 AD=AM. 邑 有 AD+ BC= AbB. 
2.:32 直径 AoA; 把 圆 O 分 成 两 个 半 
图, 其 其 中 一 个 半圆 分 成 五 段 等 弧 AoAi、 
AlA, 1A2、 A,A,. A;A, A;As.、 AsAs, 又 驴 4144 交 
OA;、OA3 于 点 MIN. 求 证 : 弦 A,A; 与 
MN 之 和 等 于 圆 O 的 半径 . 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 在 圆 O 上 标 出 点 Ai 、A，、A; 、. 
A4 关于 直径 AoA; 的 对 称 点 Bj 、.B;， 、B;、 
Bsa, 得 圆 内 接 正 十 边 形 AoA1… A;sB4B;… 
Bi. 
因为 A,A;= BiB,, 
所 以 A,BI/ A;B,. 
同 理 ”A,Bi/ AiAo, OA;/ BAi， 
AoAs/ AAA A Ai 
由 对 称 性 知 A,B| 和 B,A| 的 交点 
KK 在 AoAs 上 . 
义 ”A3Bl 和 AliAs 相交 于 点 工 ， 
于 是 K4AA3O、404LK、 AINMOK LNOK 都 是 平行 四 边 形 . 
A,A;3= KO= AJM= LN, 
从 而 MN=AIL=AoK, 因此 A,A;+ MN= A0O. 
2.33 已 知 : 正 n 商 形 玖 边 长 为。, 内 切 加 半径 为 r, 外接 圆 半径 


为 R, 求 证 : r+ R= cg 
2 272 


漆 尝 





沌 3 





(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
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[证 1] 如 图 , 设 AB 为 正 边 形 的 一 过 ,0O 





D 
为 它 的 中 心 . 作 OC AB,C 为 垂 点 , 则 
几 OA=FR, OC=r. 
全 2x A 
郑 一 AOB= 一 ， AOC=—， 
2} 
a 
AC=—. 
2 
A C B 
a 
r+R = ctg—+ 
2 7 .A 
sin 一- 
nn 
cos 一 十 1 
a 
2 ,XxX 2 827 
sin 一 


[证 2] 如 图 , 设 AB 为 正 边 形 的 一 边 ,O 〇 为 它 的 中 心 . 作 OD 上 
AB,DD 为 垂 足 , 延 长 DO 交 外 接 圆 于 C, 则 


6 CD=r+i+nR. 
/BCD= 寺 /BOD= 之 ， 
2 2n 
_a 
PB= 了 了 ， 
+ +Ek_ Zz 
| a 82° 
ad 开 
+ 民 = 一 ctg 一 . 
即 r+R 7 ctg 7 
[证 3] 如 上 图 ,在 全 4OB 中 , “4AOB = 红 , BOD = 工 ， 
天 Hn 
本 
PDB=， 所 以 
tg — = t 
“B82, CB 
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即 -+ 及 = 了 ctg7， 
2.34 图 的 三 条 弦 44, .BBCCI 相交 于 间 一 点 KK , 且 交 成 60 的 
角 . 求 证 : KA+ KB+ KC= KAl+ KBi+ KOC, 
(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 O 为 圆心 , 若 O 与 K 重合 , 则 结 
论 显然 成 立 . 
若 O 不 与 氏 重合. 从 O 分 别 向 弦 AA、 
BB, 和 CC 作 垂 线 OM .OP 和 OT. 
记 OKT = a, 则 
KM = KO':cos{(60° — a), 
KP = KO:cos(60° + a), 
KT = KO :cosa. 
由 于 cos(60° 一 a)+ cos(60° + a) = cosa, 
于 是 可 得 ”KM + KP= KT. 





他 宙 人 革 全 这 





且 KM= (KB- KB) 


OD 
又 KP= (KA KAI) 从 
® 
及 KT= (KC ~ KC) 四 

将 回 .@.@ 代 各 即 得 

kA+KB+ RKC= KAI+ KBI+ KC. 

2'35 已 知 ;(1) 半 圆 的 直径 长 为 2r;(2) 半 圆 外 的 直线 1 与 BA 的 

延长 线 垂直 , 重 足 为 了 ,AT = 24 (2a< 二 ) ;43) 半 加 上 有 相 蜡 两 点 


M .N, 它 们 与 直线 的 距离 | MP| .| NQ | 满足 条 件 -JE -INQl -| 


[AM| [AN| 
求证 :| AM|I+ |AN|=|AB|. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 
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si 言 志 


[证 1] 根据 题 意 作 MC AB,NDJ AB,C,D 为 垂 足 . 
在 Rt 人 AMB 中 ,AM = AC':AB,， 
在 Rt 人 ANB 中 ,AN’=AD':AB. 
. AN’- AM’*=(AD- AC)':AB, 
即 (AN+ AM)(AN- AM)= (AD-— 
AC): AB. 和 
但 AN-AM=QN-PM= TD- TC 


[证 2] 依 题 意 作出 图 形 . 取 AT 中 点 
O 为 坐标 原点 ,以 有 问 直 线 TA 为 xz 轴 建 立 
平面 直角 坐标 系 (如 图 ). ， 
设 MN 点 的 横 坐 标 分 别 为 x1 、x2, 圆 
* 的 方程 为 
[r-(rta)l +y=7r. 
抛物 线 方程 为 y =4ar. : 
由 题 设 可 知 MN 均 为 抛物 线 与 圆 的 交点 . 
y=4ax, 
由 (rx—r—-a)+y=r? 
得 1°+(2a -2r)r+t+2rat+a’=0 
Ti+ x2=2r~2a. 
IAM|=|PM|I=zxita, |AN|=|IQN|=x,+a, 
又 1AB|=2r, (xita)+(x+a)=2r, 
IAM|+|AN|=|AB|. 
2*36 问 两 个 相互 外 切 的 圆 引 外 公 切 线 , 并 将 切 点 连接 起 来 . 求 
证 ;在 所 得 的 四 边 形 中 ,两 组 对 边 的 和 相等 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1945 年 ) 
[证 ] 设 @O| 与 ©@O, 外 切 于 M 点 . AB 和 CD 为 两 圆 的 外 公 切 
线 , 日 A、B、C.D 为 切 点 .如 图 . 
显然 ACDB 为 等 腰 梯 形 . 
过 点 M 作 Oi 与 0O; 的 公 切 线 , 分 别 交 AB、CD 于 P、Q, 连 
PQ. 
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PM= PA= 有 = 本 4B， 


QV=Qc=QD= 卫 CD， 


PQ= PM+ QM= (AB+ CD). 
由 于 PQ 是 梯形 ACDB 的 中 位 线 ， 
故 PQ= 7 (AC+ BD), 


且 了 (4B+ CD)= 了 (4C+BD)= PQ, 

. AB+CD= AC+ BD. | / 

2.37 (CODi r1) SO(O,, r2) 外 切 于 A, ri 之 rr, 外公 切 线 切 
(Oi,71) 于 B, 切 (O23,r2) 于 CC. 直线 O10; 交 @(O,,r2) 于 DD 了 
A, 交 BC 于 E, 若 BC = 6DE ,求证 :(1) 公 O1BE 的 边 长 成 等 差 数 列 . 
(2)AB=2AC. 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] (1) 过 A 作 两 圆 内 公 切 线 交 BC 于 GG. 

过 O, 作 直 线 O,F/ CB 交 O1B 于 F, 则 

BC = FO,= vO,03- OF 

=V (rtr) (rr ) 





=2V rn. 
1 
DE= BC= 二 VIP 


由 入 O;CEcAOIFO:， 得 


1 
rt TV rir 
即 一 一 一 一 


ry rr 
或 -2rrf+ rsri— 36r3=0. 
这 是 一 个 关于 ri 的 三 次 方程 ,此 方程 仅 有 一 个 实 根 ， 
即 ri 三 4r2>. 


广 | 十 广 2 
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线 
段 





六 三 半生 和 





3 这 已 





从 而 人 OBE 之 比 为 ” 3:4:5， 因 此 该 三 角形 三 边 成 等 差 数 列 . 
(2) 易 知 CG=6A= GB=7 BC, : 
z r OA 


1 
BF vnnT 7 


LCGA=ABOIA, CG=GA, OA= 018, 
人 OABOAGCA, 
! 


于 是 AC=— AbB, AB=2AC. 


2.38 设 两 圆 相 切 ,在 大 圆 上 内 接 一 个 等 边 三 角形 ,从 它 的 各 顶点 
引出 一 条 与 小 圆 相 切 的 直线 .求证 :这 三 条 切线 中 ,有 一 条 切线 的 长 度 
等 于 其 他 两 条 切线 的 长 度 之 和 . 

(奥地利 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 设 两 圆 的 切 点 是 D, 且 全 ABC 是 大 
圆 内 接 等 边 三 角形 ,DD 在 AB 上 . 

由 托 勒 密 定 理 可 得 

DC*:AB= AD:BC+ BD':AC., 

即 DC= AD+ BD. 

设 直线 AD 交 小 圆 为 A', 则 A 可 以 由 以 
点 了 为 位 似 中 心 ,比例 系数 为 + 去 的 位 似 变换 得 到 ,其 中 ;和民 分别 
为 小 圆 和 大 圆 的 半径 ,“+ ”号 与 “- ”号 依 两 圆 外 切 与 内 切 而 定 . 

因此 有 AA’= AD+ DA’=AD(1+ 芯 】 

设 i4 lp .ic 为 从 A、B.C 向 小 圆 所 引 切 线 的 切线 长 ,由 切割 线 定 
理 可 以 得 出 


12 = AD:AA’= AD? 


rr 


六 
十 一 一 
1 南小 


la=ADA/1+—. 
且 a R 


同 理 可 得 
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rr r 
一 十 -一 . 一 十 一， 
lps= BDA/!1 + lc=DCN1+R 


由 DC = AD + BD 可 得 lc= Lat ip. 
2.39 在 AABC 的 CA.、BA 的 延长 线 上 任 取 DD.E 两 点 ,连接 
DE ,人 FE、LC 的 平分 线 EF .CF 交 于 FF， 则 LF=2(LB+LD). . 
(中 国 湖北 省 灰 州 地 区 初中 数学 竟 赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 如 图 ,… SS= 一 6， 
ALF+A1I= 一 D+A2. 
AT7= 8， 





CF EF 分 别 是 一 C 、 人 E 的 平分 线 ， 
有 1=3，~2= 4， 


2 /AF=/B+/D, LF=3(LB+ LD). 


2.40 如 图 ,ABCD 是 正方 形 , BF // 
AC,AEFC 是 薰 形 .求证 :ACEF = 5 人 F. 
(中 国 浙 江 省 宁波 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[证 ] 连 BD 交 AC 于 O, 则 BO 1 


AC, 且 BO= 了 4C ， 


过 五 作 EGVBO= 末 4AC= 广 4E 


在 Rt 和 人 4EG 中 ， EG= 二 AE， 


2 
LEAG= 30°. 
AEFC 是 萎 形 ， 

. LAF=/EAG=30°. 

且 一 ACF=180'- LF=150°. 

» LACF=5/F. 


LF+/4=LB+ /3. 
OD 式 与 @ 式 相 加 ,得 
2LF+A1+L4 
= LB+ LAD+ A2+ /3. 给 
| 和 和 

关 

售 

分 
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疮 言 忆 








2.41 已 知 :4AB 为 GO 的 弦 ,C 、D 为 弦 AB 
的 三 等 分 点 ,EF 为 听 AB 的 三 等 分 点 , 连 EC .FD 


、 1 , 
相交 于 S, 连 SA 、SB. 求 证 :人 ASB= 一 人 AOB. 


(中 国 中 学 生 数 理化 接力 赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 连 OE 、AE、AF, 延 长 SA 交 FE 延长 线 
于 KK, 则 由 AE= BF 得 
AB/ EF, 
又 AC=CD, 得 KE=EF=AE. 
故 ” 公 AKF 是 直角 三 角形 . 
SA AF.. 
又 AE=EF, 知 OFE | FA, 
， 从 而 OFEVA SA. 
同 理 ”OF/ SB. 
故 LASB= LEOF= LAOB, 
2.42 在 平面 上 有 两 个 直角 三 角形 ,它们 和 斜 
边 上 的 中 线 互 相 平行 .求证 :一 个 三 角形 的 某 条 直角 边 与 另外 一 个 三 角 
形 的 某 条 直角 边 之 间 的 夹 角 等 于 它们 斜 边 之 间 的 夹 和 角 的 二 分 之 一 . 
(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 设 两 个 直角 三 角形 的 直角 顶点 为 C 
和 CC.. : 
将 两 个 直角 三 角形 之 一 用 平移 的 方法 使 它 
8 们 的 直角 顶点 C 和 C" 重 合 , 再 将 同一 个 直角 三 
角形 用 中 心 为 点 C 的 位 似 变换 ,使 它们 的 中 线 
CE 重合 (如 图 ). 这 时 ,两 个 三 角形 都 是 以 五 为 
圆心 , CE 为 半径 的 圆 内 接 直角 三 角形 . 
在 上 述 变换 中 ,所 有 直线 间 的 夹 角 都 不 改变 ,因此 题 设 中 的 两 直角 
三 角形 的 相应 直角 边 的 夹 角 为 人 ACA”, 斜 边 之 间 的 夹 角 为 圆心 角 
AFA', 而 人 AEA’=2/ACA.. 
2*43 在 全 ABC 中 ,已 知人 CA=60 ,过 该 三 角形 的 内 心 工 作 直 线 
平行 于 4C 交 AB 于 下 .在 BC 边 上 取 点 已 使 得 3BP = BC. 求 证 :BEP 


C(C’) 
B’ 
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] 
三 一 过 也 
7 < 


(第 32 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 BC =3, 又 设 全 ABC 的 内 








切 圆 半径 为 x 4 
AB sinC 
由 正弦 定理 BC 一 cinA 》 F 
从 而 AB =3 sinC =2 VY3sinC RNS 
sin60 B ; C 
=2 y3sin( B+60°). 


Bp 











于 是 得 ”AB = VY3sinB + 3cosB. 人 
设 R 为 三 角形 外 接 贺 半径 , 则 由 ) 
Lp A 了 Cop B.C 或 
r 三 4Rsin 7 Sin 7 Sin 3 二 2Rsin 3 Sin 3 
BC 3 
一 = 一 和 
久 R 2sinA 2sin60- 43， 二 
有 ; =2V3sn Bsn © 分 
2 2 
=2 V3sin cos( +30°) 
V3 V3 
> sinB 7 CosB 2 
r 
二 一 一 一 二 ] 十 一 ]. 
故 AF < 3sinB+cosB—1 


由 此 可 知 ”BF= AB -AF=2cosB+1. 
在 全 BFP 中 ,由 正 弦 定理 


, sin( B+ /BFP) _Br 


snZBEP ~ BP™ Bt ?osB+1. 


sinBcos/ BFP + cosBsin/ BFP 
sinc BFP 
sinB':cosL BFP 
sin BFP cosB tl, 
从 而 sin(B- 人 BFP)= Sin BFP. 
1 


LBrP= LB. 
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即 -2cosB + ] ， 





2.44 已 知 : 人 ABC 满足 ACB =2 一 ABC. 设 万 是 BC 边 上 一 
点 , 且 CD=2BD. 延 长 线段 AD 至 EE, 使 AD = DE .证 明 : /ECB + 180" 
=2LEBC. 


(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[证 1] 设 CD 的 中 点 为 日 , 则 ABEH 
是 平行 四 边 形 ,延长 BC 至 G, 使 CG = CA. 


设 BD=DH= HC= 了 ， CA=6b, AB= 


c, BE= AH= x, AD=DE=y，CE=>. 
2 ABC = /LACB 
= 一 COGA + 一 CAG 
=2A0C6A=2/CAG, - 


溺 言 沁 





人 ABGWHA CAG. 
AB_CA sp 2_ z 
于 是 有 RG AG’ 或 c*=b(a+6b). OD 
在 全 ACD 、 公 ABH.、 公 CDE 中 分 别 应 用 中 线 公 式 , 得 
2 
+27+ ， (2 
2 
= 


2a# 
y+ z=2c2+ 0 


时 


从 式 @ .中 消去 y, 有 +c+262=4z2+2 


将 RO 人 得 = (5+22)(5_ | 8@ 


3 3 
2 
从 式 @.@ 中 消去 y, 有 tt et2 4 + 


将 式 四 .名 代入, 可 得 < =b + .从 而 , 式 @ 化 为 x2 =z(z -a)， 
或 BE?= CE(CE -BC)= CE.FEP. 


这 里 号 是 CE 上 一 点 , 旦 满足 CP=BC. 故 
LBEP= /CEB, .. A 人 BEPOACEB. 
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BE_ EP 
CE BE 





从 而 LECB= LEBP= ZBEC -7(180° -~ LECB). 
化 简 后 即 得 ”ECB+180"=2 一 FEBC. 
[证 2] 以 DD 为 原点 ,直线 BC 为 x 轴 , BD 为 单位 长 ,建立 直角 坐 
标 系 . 设 A 点 坐标 为 (a ,5), 则 
ig/ ABC= -ee， tgAACB=-2 
TI +a 2 一 人 
由 已 知人 ACB=2 一 4BC 得 











25 
pb 1+a 
2 一 da bp \2 线 
1- (了 机 
化 简 得 ”6*=3(a* 一 1). (x) 有 
又 tgLEBC=— ,及 tgLECB=- 和 
1l—a 2+a 和 
26 关 
1—a 26(1— a) 个 
从 而 FEBC = 一 一 一 一 = 一 一 一 一 一 ， 分 
0 1-( 6 ) (1 一 ao) 一 人 
1—a 1 
2b(1~a) 5b 
(1 一 a)2 一 ;一 了 二 成立 等 价 于 式 ( ) ， 


tgFCB =te2 EBC. 
显然 人 EBC= 人 AFB> 人 /ACB>/ABC= /BFES> /ECB, 
2 EBC= 180°+ /ECB. z 
2*45 设 相交 两 圆 的 交点 M 入 , 现 引 出 它们 的 一 条 公 切 线 ,A 
和 B 为 切 点 ,求证 :AMB+ AKB= 180". 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 如 图 , 连 MK . 
由 于 AB 是 两 圆 的 公 切 线 , 则 
LABK = /BMK, 
LKAB= /AMK. 
于 是 人 ABK + 人 KAB = LBMK+ 
LAMA= /AMB. 
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由 于 AKB+ 人 ABK + 人 KAB= 180", 
所 以 /AAMB+ /AKB-=180°. 





几 2.46 在 平面 上 给 出 半径 相同 的 3 个 圆周 .证 明 : 

(了 ) 如 果 它们 都 相交 于 一 点 ,如 图 1 所 示 , 那 么 用 粗 线 标 出 的 弧 
AK .CR .EK 所 含 度 数 之 和 等 于 180 . 一 
《2) 如 果 它 们 的 位 置 如 图 2 所 示 , 那 么 用 粗 线 标 出 的 弧 AB、CD.、 
EF 所 含 度数 之 和 等 于 180". 

Na 
图 1 - 图 2 


(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] (1) 为 (2) 的 特 款 ,我 们 只 需 证 (2). 

两 个 等 贺 交 得 等 弧 , 所 以 CFAD 、BE 的 量 
数 与 在 哪个 圆 中 考察 无 关 , 因 此 . 

+ 区 ~ 人 一 

=CF+ AD+BE- DF- BD- BF 

=CB+DE+ AF. 

又 LACE = LACF + LFCE 





= (AP+EF). 
mi ] 一 一 Ai m An、 An 
同 理 人 CAE= 本 (CD+ DE), ZAEC® (AB+ BC), 
因为 人 ABC 三 内 角 和 为 180"， 
XAF+EF+CD+DE+ AB+ BC2360° 
即 CD+ EF+ AB= 180°. 
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第 = 章 线段 的 比例 式 或 乘积 式 


(汉江 杯 数 学 竟 赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 对 全 PAB, 全 PBC 分 别 应 用 梅 尼 劳 斯 定 


理 ,得 


3:1 如 图 ,平面 上 有 P、Q 两 点 ,由 PP 点 引出 和 
三 条 射线 ,由 Q 点 引出 两 条 射线 相交 于 A 、B、C.、E、 的 
EA GC _ 2BF 名 

点 A | | 
FG 点 .如 果 AB= BC， 求证 :5 + Fp” pp 
来 

积 

式 








AB 
故 AQ x 2z-y 
则 有 z+y=2z. 
3"2 在 人 4BC 中 ,DD 为 BC 的 中 点 ,过 DD 作 一 直线 分 别 交 AC 于 
FE, 交 AB 的 延长 线 于 下 ,求证 : AE :EC = AF:BF. 
《中国 北京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 作 BG/AC, 交 EF 于 G, 那 么 人 C= 人 DBG. 
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BD= CD, /CDE = ,BDG, 
“. 从 CDE 守 人 BDG,， 有 BG= EC. 
D * BG/AC, .. A 人 FEAWAFGB, 


几 
， 《 则 AE:BG= AF:BF. 但 BG= BC， 
Fr AE:EC=AFIBF. | 


3"3 在 人 ABC 中 ,A .、B、 C 的 对 边 分 别 是 
a.b.c, 且 a>b>c,AS、AS 为 人 A 的 平分 线 与 外 角 平 分 线 , BT 、BT 
为 作 B 的 平分 线 与 外 角 平 分 线 , CU 、CU 为 人 C 的 平分 线 与 外 角 平 分 
.1 1 1 
线 , 求 证 :< + TD 二 地 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1990) 
[证 ] 如 图 ,由 AS、AS' 分 别 为 和 A 的 


平分 线 与 外 角 平 分 线 , 有 


@ 

















ee sg-e-ss 
于 是 蕊 = 六 并 
即 CS=- 和 ,CS' = 
间 理 TT = CE 
2_ 2 + 2 2 2 .2 


3'4 设 人 ABC 的 三 边 为 a、b、c. 求证 : (1) 若 人 A = 2 人 B, 则 
=b(b5b+c);(2) 若 人 A=3 了 B, 则 =a-b)(a -bh). 


(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 数学 竞赛 ,1991)》 
[证 ] (1) 如 图 , 作 玫 A 的 平分 线 交 BC 于 


A 





《 b C a 
DD, 易 知 公 ABCDA 人 DAC,， 一 二 一 二 
多 改 有 AD b 
B zDD 0 bp 
a ”~ AD 
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消去 AD, 得 a*=6b(b+c). 


(2) 如 图 , 作 和 BAD= 2 人 B, 设 AD= zx,BD ， 
=y. 易 知 全 ABC A DAC,， 。 ， 
Se 
有 一 = 了 = 一 ~ B 


也 书 a 一 和 a DD C 
由 (1) 知 y=x(x+c). 代 入 化 简 得 


= bp) (a b2). 


3.5 ”如 果 一 个 直角 三 角形 的 三 边 之 长 成 等 差 数 列 ,那么 它们 的 比 
是 3:4:5, 试 证 明之 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 


线 

[证 ] 设 直角 三 角形 三 边 长 为 a 一 da.a+d(a>d>0), 则 全 

(at+d)*=a*+(a—-a), | 比 三 

化 简 得 a’ 一 4ad =0. 区 说 
“a0, .. a—-4d=0. 和 
因此 a4=4d, a-d=3d, at+d=5d. 


这 个 直角 三 角形 的 三 边 之 比 为 3:4:5. 
3'6 在 人 ABC 中 ,A=4LC, 人 B=2 人 C, 试 证 : (BC+ CA) 
AB= BC'CA. 





(新 加 坡 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 1] 由 4=4~C,， 8B=2C， 则 得 
nT 2 区 4 和 区 
C= B= ， 人 A= 
设 入 ABC 的 外 接 圆 半径 为 RR, 由 正弦 定理 
AB=2Rsin 了 了 ， BC= 2Rsin 7, CA=2Rsin 5， 
则 (BC+ CA)AB =4R? (sin E+sin 2 sin 也 
.3x A 5 
一 2197. > 一、 、 一， 一 
4R (2sin 7 COS 7 sin 7 
2 


3 
=4Rzsin 7 sin 全 


pe MR 2 
=2R:sin 7 2Rsin - 
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= BC CA . 
[证 2] 延长 BA 到 点 DD, 使 得 DC= AC. 设 
ACB=a, . 
于 是 B=2a, BAC=4a, CAD= 
3a= /AD./AACD=a= /LACB, 
即 AC 为 BCD 的 平分 线 . 
BC BC AB AB 
AC CD AD BD- AB 
”AB 
“AC- AB' 
BC:(AC- AB)= AB':AC. 
BC:AC= AB'AC+ AB'BC= AB':(AC+ BC). : 
[证 3] - 作 辅 助 线 同 证 2, 于 是 CAD= AD=3a, 人 ACD= w= 
LACB,/B=2a= /DCB. 
.BD= DC= AC. 


己 言 己 








1 
SAABC = 7 AB' BCsin2a, 


SApDBC = 7 BD* BCsin2 一 了 4C.BCsin2a， 


SAaAcD= 三 了 4ACzsina， 
在 全 ABC 中 应 用 正弦 定理 有 ACsina = ABsin2a. 
1 
DAA = 3 AC* ABsin2a. 
SADBC = SAACD + SAABc, 
AC:BC = AC:AB+ AB':BC 
= AB(AC+ BC). _ 
[证 4] 作 公 ABC 的 外 接 圆 并 在 优 弧 BC 上 
到 点 口 ,使 得 BD = BA ,连结 DA .BD DC. 
于 是 BD= BA, AD= AC, CD= BC. 
由 托 勒 密 定 理 便 得 
AC:BC = AD.:BC= BD:AC+ AB.: CD 
= AB.'AC+ AB: BC= AB(AC+ BC). 
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3.7 试 在 正和 ABC 的 三 边 AB、BC、CA 上 分 别 找 出 点 X、Y、2， 


使 得 由 直线 CX .BZ .AY 所 围 成 的 三 角形 的 面积 是 人 ABC 面积 的 一 ， 


4X_ BY _ CZ 
并 且 满 足 条 件 X = yA 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 设 AB=BC=CA=1,BX=CY= AZ 
= 1 ,连接 BF( 如 图 ). 


一 2 
有 SAACX = 一 -一 ABCcx， 
nn 


1— nm 











DAAFX = 
SAACF = 
mn 
且 SArFyC = 一 MOABCF TAACF. 
两 边 各 加 上 SAACF, 得 
1 一 十 7 
SAAYC = pp 人 ACF. 
ni 
SDAAYC™ MOAABC, 
m(1l— 72) 
DAACF™ 7 OAABC, 


1—m+m 
故 SAFEGF ™ SAABC ~- 3SAAcF 
| 3m(1l—m | 1— 4m+4m° 
= | 1 一 |1S、 rr= 一 


]—-mt+m’ 


六 BC 


1l—-m+m” 
1 1-4m+4m, 即 Sm*-5m+1=0. 
4 1l-mt+m’ 

从 而 ni 一 工 一 ”. 

3:8 设 Ai1Az、B1B，、C1iCz 为 正人 ABC 的 边 上 的 三 条 相等 的 线 
段 , 证 明 : 在 直线 BC 、C? 4 、4;B 组 成 的 三 角形 中 ,线段 BC)、 
CA 、 42Bi 与 含 它们 的 边 成 比例 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
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1 流 





学 言 己 


[证 ] 如 图 , 设 直 线 B,Ci、C2Ai1、A;B1 区 
成 人 A;3B3C;. 

在 全 A3B3C; 内 作 一 点 P, 使 A1A;PC2 为 
平行 四 边 形 , 则 全 PC1C; 为 正三 角形 ,从 而 有 

PC 4 BiB,,PBI/ CBy. 

又 _PA,= CA，AA)PBIcpAA;B;C;， 
PA, PB， BiA， 
CsAs C3B; AsB;’ 








3.9 过 三 角形 内 任意 一 点 , 引 三 条 直线 分 别 平行 于 它 的 边 ,它们 
把 边 分 害 成 线段 aya2sa3sb1sb2.03sc4、c2.C3( 如 图 ). 求 证 :a1bjcl = 
a2b2c2 = a303c3. 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 由 A,BIAAB，BC ABC，CIAN CA， 

知人 BCIPc 人 入 日 PA>cD 和 人 PC, A 








al 2 b3 cc 
可 得 “1 3 -3 .2 
uy bl b> Cl 
Doc 
a101 = a20;3, ci 
3 
B c BB; Cc2A, Ct bb 
l ° 故 aibict™ (a2b3) (“2 ) = aabze OQ 
3 
a b Cc3 ‘a 
同 理 一 = 二 及 了 = 一 
ul b3 C2 al 
a 
a303=~ Ql102, 53 一 2 
ui 
人 d2C2 
相 乘 得 asbycs = (a1b2) ( 2 ) = azbzcz, (2 
1 
由 外 .@@ 得 alplcl 二 Q2pD2c2 一 Q303C3. 
3.10 .A .B.C 三 点 不 共 线 ,证 明 : 平 面 ABC 上 存在 一 个 惟一 的 


点 外 ,满足 XA? + XB*+ AB?= XB?*+ XC + BC= XC + XA?+ CA?. 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
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[证 ] 设 公 ABC 的 三 条 高 为 AD、BE、CF, 尼 
心 为 瑟 , 则 

HA ~ H22=AE2-FEC2=AB2- BC ， 

DBB2- HA*= BF*- AF’*= BC’-— CA*. 

在 AB、AC 上 分 别 取 点 Fi、El, 使 AF = BF ， 
AFEI= CE. 过 天 FI 分 别 作 AB、AC 的 垂 线 , 相 交 8 
于 X, 则 

X42-XB2 =AF1- BF1=BF2-AF” 

= BC* - AC’, 

XC ~ XA = CE?- AE?= AE’- EC’ 

= AB?’ ~ BC’, 

即 点 X 满足 要 求 . 

另 一 方面 ,满足 要 求 的 点 X 使 

XA* ~ XC* = BC*— AB’*= CE*:-— AF? 

= AF? — CE1, 

所 以 ,X 在 AC 的 过 点 五 | 的 重 线 上 . 同 理 X 在 4AB 的 过 点 F| 的 垂 
线 上 .所 以 ,X 是 这 两 条 垂 线 的 交点 , 它 是 惟一 的 . 

3:11 自 公 ABC 的 顶点 引 两 条 射线 交 BC 于 
、 BX:BY AB’ 
X.Y, 使 人 BAX= 人 CAY ,求证 :yrCy 二 和 

(中 国 上海 市 数学 竞赛 ,1986 年 ) 

[证 ] 设 人 XAB=AYAC=a, 人 XAY=B, Bx YC 

则 在 全 ABX 与 人 4BY 中 用 正弦 定理 ,得 
BX AB. AB 
sing sin/!l sin/2° 

BY AB 
sin(a+B) sinA4- 

CY AC 
sina sinZ4’ 

CX AC 

sin(a+B) sin/2 
中 xx 四 及 四 xx 由, 得 





有 4 

















同 理 





©O 的 © 日 
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3 沙漠 省 上 几 齐 攻 下 关注 


BX'BY AB’ 全 
sina'sin(a+ B) sinA2.sinA 4 


几 CX.CY 4C? 
何 sing’sin(a+ 有 ) sin/2°sin4’ 
老 加 二 @@ 即 得 所 求 ， 
3':12 设 AM 是 入 ABC 中 BC 边 上 的 中 线 , 任 作 一 条 直线 分 别 交 


、 wr AB AM AC 
AB.AC.AM FPQN. 求证 :5 、AN ‘AO 成 等 差 数 列 . 


(中 国 辽 宁 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 1] 过 BC 分 别 作 MMN 的 平行 线 与 PQ 
的 延长 线 交 于 已 和 下 .因为 BCFE 为 一 梯形 ,MN 





E _P 
A Ep 是 此 梯形 的 中 位 线 ,所 以 MN= 一 (BE+ CF), 商 
8 在 一 一 c 边 同 除 以 AN ,得 
MN_ 1 (BE, CF 
AN 2 (+ 人 包 
BE BP 
人 = 
BEPOAANP, .. 二 = 三 ， 
CF CQ , 
CFQOAAQN，… AO， 代 人 入 @ 得 
AN 了 (+ 
AN 2\AP AQ 六 
aa AM_1 /AB, AC 
据 合 比 定理 得 人 (+ 
,AB AM AC 


[证 2] 过 B.C 分 别 作 PQ 的 平行 线 , 交 AM 


和 4 
和 它 的 延长 线 于 下 .FF, 在 全 ABE 中 ,PN/ BEE， : 
pA . AB AE 
AP AN : ” 
AP AN 
By C 在 全 ACF 中 ，QN /CFE,， 
AC_AF 四 


E 
AQ _ AN- 
+ 多 ,得 


148 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 攻 典 








AB ,AC_AE 4 4+A 

AP AQ AN AN AN - 

又 和 人 BMEQACMF, .. EM= FM. 

AE+ AF= (AM+ ME)+(AM- FM)=2AM, 
AB AC ,AM 

有 PIAQG™ ?AN 
AB AM AC 

. 即 AP ‘AN ‘AQ 成 等 差 数 列 . 

3:13 设 品 为 锐角 全 ABC 内 一 点 , 且 满 足 DA: DB AB+ DB， 
DC: BC + DC: DA: CA = AB. BC CA. 试 确定 DD 的 几何 位 置 , 旦 证 明 
你 的 结论 . z 

(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1998 年 ) 

[ 解 】 我 们 改 证 比 其 更 强 的 命题 如 下 : 

设 品 为 锐角 公 ABC 内 部 一 点 .求证 : 

DA: DB: AB+ DB:DC:BC+ DC:DA':CA 宕 AB: BC CA, 的 
并 且 等 号 当 且 仅 当 为 人 ABC 的 重心 时 才 成 
也. 

[证 1] 如 图 , 作 ED ZBC,FA ZFD, 则 
BCDE 和 ADEF 均 是 平行 四 边 形 ,连结 BF 和 <- 
AE ,显然 BCAF 也 是 平行 四 边 形 .于 是 C 

AF = ED= BC， 

EF= AD, EB= CD, BF= AC. 

在 四 边 形 ABEF 和 AEBD 中 ,由 Ptolemy 不 等 式 得 

AB.: EF + AF: BE>AE':BF. 

BD': AE + AD': BE 之 AB.: ED. 

即 AB:AD+ BC:CD>AE':AC. 

BD': AE + AD':CD>AB: BC. 

于 是 ,由 和 @ 可 得 z 

DA: DB: AB+ DB:DC:BC+ DC:DA:CA 

= DB(AB:AD+ BC:CD)+ DC:DA.:CA 

DB: AE:AC+ DC:DA':AC 
= AC(DB': AE + DC. AD) 








OO 
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本 1 3 





宇 AC: BC.A4AB. 
故 仿 式 得 证 , 且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 信和 人 名 的 等 号 同时 都 
成 立 , 即 等 号 当 且 仅 当 ABEF 及 AEBD 都 是 圆 内 接 加 边 形 时 成 立 ， 亦 
即 AFEBD 恰 是 圆 内 接 五 边 形 时 等 号 成 立 . 
由 于 AFED 为 平行 四 边 形 ,所 以 条 件 等 价 于 AFED 为 矩形 ( 即 
AD | BC) 自 了 ABE = 人 ADE = 90°, 亦 等 价 于 








: ADJ]BC 有 年 CD.| AB, 所 以 他 式 等 式 成 立 的 充 
A 分 必要 条 件 是 D 为 入 ABC 的 重心. 
-一 [证 2] 如 图 , 取 为 原点 ,建立 复 平 面 , 记 
A( z1) B(z) A、B.C 三 顶点 所 对 应 的 复数 分 别 为 xl 、z2、 zz;3. 
则 的 式 等 价 于 不 等 式 
[zs 2) +|xox3s(vs2 一 sx3)| + rci(23— 1)| 
之 |(z1- 2z2)(22- 23)(23— 21)|, CD 
上 1 六 2 T2 3 
| i 22— ZI) (23— 21) 
3 之 ] > 四 


(x3— 22) (23— x1) 
由 名 ,我 们 容易 想到 并 验证 下 列 的 恒等式 ， 
之 ] 立 ? 之 3 
(I) (eo) (oo) (as 2) 

~3~1 =] . 四 


入 — 2)(23— 1) 


、 ~2~3 >3x] 
记 ai= 


(zzz 23- 2) 21- 2) 
S 1 六 2? 

(= 一 sx)(z 一 3) 

显然 a, 关 0(i=1,2,3). 

由 alt+a2+a3= 1!,， 两 边 取 模 得 

l=|aitastaslS|al|l +|as| + [asl, 
这 正 是 @ 式 的 等 价 形式 , 故 @ 式 得 证 ,并 且 他 式 的 等 号 成 立 的 充分 必要 
条 件 是 “al .az .as 的 辐 角 相同 ”又 因为 aj + a + as=1, 故 这 等 价 于 
al vaQ2 、Q3 均 为 正 数 ”. 


U3 
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另外 ,容易 验证 下 列 等 式 : 














(1]1) 知 CCG2、C3S 均 为 正 数 ， 则 由 多 ~ 
数 . 故 CD 1AB, 且 AD_| BC, 即 D 为 AABC 的 重 心 . 











(2) 若 D 为 入 ABC 的 重心 , 则 一 一 一 ,一 一 ,一 一 一 均 为 纯 虚 
&1 一 多 久 | 


数 . 
由 @ 知 一 ,一 3 ， 一 均 为 正 数 . 


3 ul 
由 此 可 知 CC2 3 至 少 少 有 一 个 是 正 数 ,不 妨 设 al 之 0， 
则 宇 >0,， aza3>0, 即 as>0, a;>0， 
a3 


亦 即 Ul G2 ,dd3 均 为 正 数 . 

综合 和 名, 即 知 的 式 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 为 入 ABC 
的 垂 心 . 

3.14 一 直角 三 角形 的 两 直角 边 为 a 和 6, 且 a 边 所 对 的 角 为 


arcsin Ly 二 ,求证 :a .6 必 满 足下 面 的 等 式 fg 二 (a +6b)= L (lga + 
2 pb /6 2 


lg2 ). 
(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 


1 a | 
[证 ] … sinA= 5A/ 广 ， 又 sinA= ， 
Va +6? 


a + b*=4ab, (a+6b) = 6ab, 





at+p 
=Vab. 
v6 


两 边 取 对 数 , 即 得 lg (a+6) = (ga + leb), 
3'15 设 A、B.C 为 三 角形 的 三 个 内 和 角 ,a .ec 分别 为 角 A.B.C 











六 区 滞 澡 澡 宣 江 从 深入 
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C A B 
的 对 边 ， 试 证 ;(a bctg > + (0 一 cjctg 了 二 (cactg =0. 











(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
何 ， a a bb cc 
郑 [证 ] 据 正 营 定 理 sinA sinB sinC , 


C A B 
(a 一 Dctg 了 +(b-— Vctg + (co— a)ctg 了 
C ,. A 
=2R | (sinA -sinB)ctg 7 + (sinB~ sinC)ctg 2 
| B 
+ (sinC — sinA )ctg 7 























-2R | 2sin os 人 gain 
cg +t2sin Feos Og | 
2 2 2 2 
=2R | 2sin 人 sn Satg 了 + 2Sin sn Setg 了 
+2sin 一 一 一 sin Bp 3 | 
2 2 2 
-2R| 2sn 人 sn 人 +2sn Csin 
+ 2sin “sin | 
2 2 
=2R[cosB— cosA + cosC— cosB + cosA 一 cosC ] 
=0. 
3*16 设 人 ABC 的 边 长 为 a、5、c. 人 C 的 平分 线 交 AB 于 DD. 求 
2abcos 5 
证 :CD = . 
at+b 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 


[证 1] 设 CD=xz， 则 Saagpe = LabsinC, 


2 
1 ) 
SA AD = 7 brsin 5 ， 
1 本 
SABD = 7 otsin 5 . 
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于 是 由 SAagc = SA4D 二 SABD 0 


, ,CC ,CC 
得 apsinC = axsin 了 + bxsin 7 ， 
2cpSi C 
asin 一 cos -一 
absinC 2 2 A Dp ? 
有 站 一 | 一 


C C 
Cat bsin7 (at ph)sin 





C 
2apcos -一 


2 
at+p 


CDai C CDsi C 
sin 一 sin 一 - 
2 
[证 2] 由 正弦 定理 得 AD= 一 一 和 ,BD= 一 一 


sinA 
两 式 相 加 得 
C 
CDsin 7 CDsin 5 
sin 入 sinB 
_ CD (Sa 机 ne 
Ci\snA sinB 
2cos 了 
CD (E+)=0 
a pb 











2cos 7 2apcos 5 


C 

Zabcos 了 

【= 一 一. 
a+i+p 


3.17 一 条 直线 和 全 ABC 的 边 AB 交 于 点 C1, 和 边 AC 交 于 点 
Bi, 和 和 边 BC 所 在 直线 交 于 点 A1 ,假设 Cs 是 点 Ci 关于 AB 的 中 点 的 
对 称 点 ,Bs 是 点 BI 关于 AC 的 中 点 的 对 称 点 ,A, 是 直线 B,C 和 BC 
~ sin A BIAIC B,C 
的 交感 求证 :ZC AB™ BC 
《 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 过 顶点 A 作 公 ABC 的 高 ,由 点 B1、B，、C1、C 向 这 条 高 作 
垂 线 , 设 垂 足 为 理 BC 、C，. AB 与 AC 的 中 点 连 线 与 高 交 于 FF. 
由 对 称 性 ,线段 Bi CI 与 B,C 关于 点 下 对 称 , 日 By C1 = 
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3 言 己 


B,C,. 
由 于 /BIBICI 一 了 有 ATC， 
LCCB,= LAC,A,B, 
则 sinBAIC=sn BIBiC 








BiC 
BIC 
日 sin CAB = sin LAC CB, = 
C2; 
BC2 


,i sin/ BIAIC B,C, 
BiC = CB, sin CAB BIC 
3.18 将 乙 ABCD 的 边 AD 分 为 n 等 分 ,并 将 它 的 第 一 分 点 了 与 
顶点 B 连结 起 来 , 设 BP 交 对 角 线 AC 于 点 Q, 求 证 : AC= (n+1)AQ. 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1945 年 ) 
[证 ] 如 图 , 作 PM/ AB 交 AC 于 M, 则 


NG ” AQ_AB_CD_AD_ _AC 
A QM PM PM AP ~ AM 
AQ= nQM. 


又 AC=nAM=n(AQ+ QM) 
=nAQ+nQM= nAQ+ AQ 
= (n+1)AQ. 
3.19 ”如 图 , 四边形 ABCD 的 各 边 相 等 , 且 
和 ABC=60" ,直线 7/ 过 万 点 ,但 与 四 边 形 ABCD 
不 相交 (DD 点 除外 ),/ 与 BA 、BC 的 延长 线 分 别 交 





4 v 于 EF. 点 M 是 CE 与 AF 的 交点 .求证 : CA?*= 
。 CM-: CE. 
D ) (亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
“ [证 ] 因为 四 边 形 ABCD 的 各 边 相 等 ， 
所 以 四 边 形 ABCD 是 萎 形 . 
又 LAABC=60°, .. /ADAB= /DCB= 120". 


. AD/BC, 有 EDA= /EFB 
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因此 和 ADFEcoACFED， 有 人 


AD 
，. AL_AC 
又 AD= AC, CD= AC. .. aC = CE 

又 /EAC=/ACF=120°, .. 人 ACEWA CFA. 
有 FAC=ACEA, 和 ACE= 人 MCA. 

. 人 CAMWACEA. 


CE _CA z 
| 二 一 二， 上 ?= CM' CE. 
则 = 有 即 CA*=CM "< 


3.20 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,一 ABC = 30"， C 


ADC=60', 又 AD = DC. 求 证 : BD* = AB*+ 








线 

中 

(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1996 年 ) 风 

[证 ] 连 AC. . 4 k 

“ AD= DC, AADC=60°, D 或 

“， 公 ADC 是 正三 角形 ， < . 

有 DC= CA= AD. CY 不 
以 ”BC 为 边 向 形 外 作 等 边 全 BCE， RN 
即 BC= BE= CE, Vv 


则 ZBCE= LEBC=60", 
LABE= /ABC+ /EBC= 90". 
连 AE, 在 Rt 全 ABE 中 ,由 勾 股 定理 ,可 得 
AFE’*= AB*+ BE’*= AB’+ BC*. 
易 证 售 ACEADCB， 有 AE= BD. 
因此 BD* = AB* + BC*. 
3.21 假设 AC 是 平行 四 边 形 ABCD 的 较 长 的 对 角 线 ,从 顶点 C 


问 4B 边 和 AD 边 所 在 的 直线 引 稚 线 CE 和 CF ,分 别 交 AB 与 AD 的 延 
长 线 于 下 、F, 求 证 : AB: AE + AD'AF= AC*. 


( 印 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1918 年 ) 
[证 ] 过 B 作 BG AC 于 G.， 又 因为 CE.」AB 于 EE， 
则 CBGC+ LBEC= 180", 
B、E、C.G 四 点 共 圆 ， 
由 割 线 定理 可 得 AB. AE = AG':AC. 中 
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总 忆 


又 因为 ”BCAAD, 则 BCA= 一 CA4F 


/~ 由 CF 1 AD 于 F, 则 CFA= 和 BGC， 
? C 、， BC_GC 
于 是 人 CAFco 人 ABCGG， 有 和 AR， 
，。 BC: AF= ACCGC ， 
A B FE 即 AD:AF= AC:GC. 四 


个 + 四 可 得 4B.AE+AD:AF=AC:AG+ 
AC:GC= AC*. 
3 
3.22 如 图 ,矩形 ABCD 中 ,4B= 呈 ,BC= 三 ， 
射线 CR 垂直 于 对 角 线 4C ,在 CR 上任 取 几 个 点 Pl， 


P,,…, 忆 ,满足 CP| + CP, + … + CP, = 了 连接 





PiD, PiB(k=1,2,…,n), 求 证 : P1B?*+ PB? +…+ 
P,B?= PID*+ PD’* + + P,D’. 
(中 国 浙江 省 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 1] 作 和 辅助 线 BE 上 RC, BGAC,DF 





pp RC. 
由 已 知 条 件 易 得 
CE -CF=BG=— < 840 .3 
AB?: + BC2 4 
及 BC- PC- 了 


由 勾 股 定理 ,得 
PB* - PD? = EB?*+ PE’*— (PF + FD’) 
= BC — CE?+ PE?- (PF?+ DC?— CF?) 
= BC -DC +PE ~ PF 
-这 + (PE+ PF)(PE — PF) 
= +[(PC- CE)+ (PC+ CF)]'[(PC- CE) 
— (PC — CF)] 
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上 式 对 CR 上 任 一 点 了 均 成 立 . 从 而 有 
(P,B2+ P2B2+:** + P,B’)- (PID’+ PD? + .+ PD’) 
=(PIB2- Pi.D?)+ (PB?— PD’)+ :+(P,B’ — PD’) 


-与 (1-2PIC) + (1 ~2P2C)+ “+1 -2P,C) 


= 32(PIC+ PoC+t + PC) 


-37-10 


2 2 
故 PiB?+ PB?+:…+P,B*= PD’+ PaD? + + PD’. 
[证 2j 由 余弦 定理 ,得 
BP? = BC2+ CP2-2BC.CPicos60" = BC + CP? — BC CP,, 
DP? = DC*+ CP? -2DC* CPicos150° = DC + CP? +Y3 DC CD;, 
以 上 BP?, DP? 对 i=1,2,…,n 均 成 立 . 
P1B*+ PB*+:…+P,B? 
=n°BC+(CPI+ CP3+. + CP%)— BC(CP), + CP; + 
+ CP, ) 





-六 n+ (CP1+ CP3 + + CP，). 
且 PiD*+P2D’ + + PD” 
=n*DC?+ (CP?+ CP + + CP%)+Y3DC(CP!1 + CPs + 
+ CP,) 


= nt (CPY+ CPY+ .+ CP?). 


从 而 Pi1B*+ PB*+*…+ PB*= PID’+ PD’+:…+ PD’. 
3.23 和 ABC 的 人 B 的 外 角 平 分 线 交 AC 的 延长 线 于 品 . 求 证 : 
BC- CD’= AC CD- BD’. 

(中 国 江苏 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 作 公 ABC 的 外 接 圆 O, 延 长 DB 交 Q@O 于 五 , 连 AE. 
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在 全 ABE 和 全 DBC 中 ， 


/7 … ”四边 形 ACBE 内 接 于 圆 ， 
几 (2 TS . LE=ABCD, 
‘ 4 6 ” 又 ZL1= /72,72= 3, 
1= 43. 


人 ABECWADBC， 有 AB:BD= BE:BC. 
则 AB.:BC= BD':BE= BD(ED- BD)= BD: FED- BD’. 
BD: ED= AD:CD= (AC+ CD)CD= AC:CD+ CD 
代入 上 式 有 
AB: BC= AC:CD+ CD’ — BD’ 
即 AB':BC- CD:= AC.:CD- BD?. 
3'24_ 如 图 ,已 知 : 圆 内 接 公 ABC 中 ,AB> AC， 
又 吕 为 BAC 的 中 点 , DE | 4B 于 EE. 求证 : BD? - 
| AD’= 4B.AC. 
(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[证 ] 连 CD. 
C “BD’= BE’*+ DE’, AD’= AFE?* + DE’, 
, BD’ - AD’= BE ~ AF? 
=(BE+AE)(BE- AF) 


= AB(BE - AE), 
NS 在 BA 上 截取 BF = AC , 连 DF. 
” BD= DC, ADBA= LDCA, 
XY BF= AC， 


C .， 人 DBFQADCA, 得 DF=DA,， 
DE|AB, .. AF= EF. 
从 而 BD*- AD*= AB(BE - AFE) 
= AB(BE - EF)= AB: BF = AB.AC. 
3.25 DD 为 正 全 ABC 外 接 圆 圆 弧 BC 上 的 一 点 ,4AB 和 CD 的 延长 
线 交 于 五 点 ,4AC 和 BD 的 延长 线 交 于 下 点 .求证 :线段 BC 为 线段 BE 
和 CF 的 比例 中 项 . 


(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 
[证 ] “. 和 人 ABC 为 等 边 三 角形 ， .AC= BC， : 


158 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





A 人 


且 ZE 的 度数 = 人 的 度数 = 与 的 度数 ， 





及 人 FBC 的 度数 = 与 “的 度数 ， 
LE= /FBC. 
同 理 ”LF= ECB. 
人 ECBWA BFC, 
EB BC 
有 pe = FC- 
即 线段 BC 为 线段 BE 和 CF 的 比例 中 项 . 
3'26 ”由 点 C 引 圆 O 的 切线 CA 和 CB ,由 圆 
周 上 任意 一 点 N 分 别 向 直线 AB、CA 和 CB 作 垂 
线 ND、NE 和 NF, 角 是 分 别 为 DD.E、F, 求 证 : ND 
是 NE 和 NF 的 比例 中 项 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 连 AN .DE .BN 和 DF ,如 图 . 
由 四 点 共 贺 的 判定 及 圆周 角 性 质 , 有 
LEDN= /EAN= /ABN= /DFEN, 
及 ADEN= /LDAN= /NBF= /NDF. 
A NDEWA NFD, 


ND _NE 2 AI， 
NE 一 ND， 故 ”ND?= NE.:NF. 


3.27 ”如 图 ,过 点 A 作 公 ABC 外 接 圆 的 切 
线 与 BC 的 延长 线 交 于 了 ,二 BAC 的 平分 线 交 
BC 于 上 ， 交 图 于 下 ,， 若 AC = CD 有 EC: BD = 
BE BC ,求证 :AE” = AF: EF. B D 
(中 国安 徽 省 合肥 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) F 
[证 ] 连结 BF, 则 个 ABFc 介 BEF, 由 此 
可 得 BF* = AF: EF. 
由 AC= CD, CAD= ABC, 
可 得 ”AB= AD. 


由 EC.'BD=BE-BC， 得 二 = 一 . 


上 six | 





这 








4D2=BD.CD， 得 


， 由 

AD AB? 
/A ”名 各 
何 B 
YD D 从 而 有 左 -4B.48 


EC AC BC 
再 由 三 角形 内 角 平 分 线性 质 可 得 A4B = 








x 


4F=BE=BF， 故 AF*= AF.EF. 
3"28 如 图 ,在 全 4BC 中 ,4ACB =43 ,DD 为 4C 


A 
上 一 点 是 了 ADB = 60", AB 切入 BCD 的 外 接 圆 于 B， 
/AN p ”求证 :AD: DC=2:1. 


B/N 。 (中 国 黑龙 江 省 齐齐哈尔 市 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
A [证 ] 连 OB、OC、OD, 有 日 OD 与 BC 交 于 五 . 
由 一 4=2DCB =90", 又 4B1OB， 
则 OD/ AB. 
/ABD= /ACB=45°, 
ABC= /ADB=60°， 
/3=2/DBC= 30°. 
在 等 腰 公 OBC 中 ,一 BOC = 120"， 
A1= /2= 30°, 
故 EO= EC. 
在 Rt 会 EOB 中 ，A1=30*， 因而 BE =20OE,， 
于 是 BE:CE=2:1. 
AD: DC=2:1. 
3*29 ”如 图 ,已 知 ;Q 是 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交点 ; PB、 








FB (中 国安 徽 省 合肥 市 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
WY [证 ] 由 题 设 可 有 


QQ _ QA _QA.QA 
p QC QC:QA QB:QD QB QD 
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DA BA AP AD 


-一 一 一 一 一 


CBE CD CB:CD 

PD* DC 

人 CD 信 PiDA ， 一 一 二 一， 
(2) PCD P PA” pA 











3.30 知 :为 正人 ABC 外 接 国 的 4 上 点, 连 铺 PC 安 AB 
1 1 


于 DD, 求 证 ;4 Pat PB PD 


(中 国 山 西 省 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 1] 设 人 APC= /a, 人 BPC= 人 LAB, 有 /a= 人 P=60.. 


1 
SAAPD = 7 A DPsina, 





及 Sepmp= 本 BP.DP'sina， 





SA aApB = 7 AP:BPsin(a 十 B) 


= AP: BP-sine. 
AP: DP+ BP: DP= AP.BP. 
DP DP 1 1 1 
则 BP AP 1 AP BP DP 


[证 2] 由 托 勒 密 定理 有 ( 见 图 ) 

PC: AB= PA.:BC+ AC'.:PB, 

又 AB= AC= BC, 上 式 两 边 辐 除 AB 有 

PC= PA + PB. GO 
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APC= /BPC, /ABP= /ACP. 
PA PD 
PC PB’ 
即 ”PD. PC= PA.:PB ,用 它 除 久 式 两 边 有 
1 l,l 1 ,1_l 
PD PB PA’ PA PB PD 
3.31 由 全 ABC 外 接 圆 的 弧 BC 上 一 点 PP 分别 向 边 BC、AC 与 AB 
、 BC AC AB 
作 垂 线 PK PL 与 PM. 求证 :上 = + pny 
(第 21 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 
[证 ] PCB < 人 LPCA=180°- /PBA<180°- LPBC. 


个 BDPO A 人 CAP， 有 


sk 半 己 


… 在 线段 BC 上 存在 一 点 N, 使 得 人 PNB = 
LPCA. 

于 是 由 LPBC = ALPAC, PCB = 
LPAB, 

色 . LAPNC=180°— APNB= /PBA. 

人 BPNOAAPC, 人 CPNWA APB. 
由 相似 三 角形 对 应 高 的 比 等 于 相似 比 得 

AC_BN 4B CN 





PL PK’ PM PK， 
将 以 上 两 式 相 加 得 
4AC 4B_BN+CN_HC 
PL PM PK PK 
3:32 如 图 ,全 ABC 的 三 条 高 为 AD .BE 、CF, 垂 心 为 H,a、b、ec 
分 别 为 三 内 角 A、B、C 的 对 边 .求证 : (1) 全 ABC 的 外 接 圆 半径 与 


全 HBC 的 外 接 圆 半径 相等 ;(2) AD': AH + BE.: BH 


1 CFCH= tO + 
it 
RN (中 国 重 庆 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 





C [证 ] (1) 作 全 ABC 的 外 接 圆 , 设 圆心 为 O， 
延长 AD 交 O 于 GG, 连 BG CG. 
LBCG= /BAG, /BAD= BCF， 
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LBCG= LBCK. 
同 理 ”CBG = /CBE. 
又 BC=BC, .. A 人 BHCQA BGC. 
则 ”会 BHC 的 外 接 圆 半径 与 公 BGC 的 外 接 加 B 
半径 相等 . 
而 A、B、G.C 四 点 在 同一 个 俩 上 ,所 以 ， 
全 ABC 的 外 接 圆 半径 与 全 BGC 的 外 接 贺 半径 相等 . 
故 人 ABC 的 外 接 图 半径 与 ARBC 的 外 接 圆 半径 相等 . 
(2) … 五 DC 三 四 点 共 圆 ， 
AD:AH= AC:AE.'" 五 D.B、 下 四 点 共 圆 ， 
AD: AH= AB' AF. 
AD:AH= AC: AE = AB'.: AF, 





AD:AH= 5 (AC:AE+ AB:AF). 中 
1 
间 理 BE. BH= (BA.BF+ BC BD), 四 
1 
且 CF'CH= 了 了 (CB'CD+CA' CE)， 人) 
中 + 名 + 名 ,得 


AD:AH+ BE:BH+ CF*:CH 





1 
-本 (4AC'AE+AB'AF+BA'BF+TBC'BD+CB:CD+CA:CE) 


-LAC(AE+ EC)+ AB(AF+ FB)+ BC(BD+ DC)] 


1 
= (AC'AC+ AB.AB+ BC BC) 
1 


= (AC + AB’ + BC’). 
而 BC=a, AC=b,， AB=L, 
2 二 72 十 1 
故 ”AD:AH+ BE:BH+t CPCH= 


3'33 ”三 角形 的 “类 似 中 线 " 是 指 这 样 的 直线 , 它 经 过 三 角形 的 一 
个 顶点 且 与 这 顶点 的 中 线 关 于 过 这 个 顶点 的 角 的 平分 线 对 称 .在 
全 ABC 中 ,中 线 , 交 BC 于 A', 又 交 外 接 圆 于 A ,类 似 中 线 S 交 有 BC 
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于 M, 又 交 外 接 贺 于 A2,0 为 外 心 , 若 A1、O1、A2 共 线 ,求证 :(1) 人 人 
1 b+e” 2 ,22 2.2 2(p24 2 六 1 卖 示 
何 二 Fp ;(2)(82+c2)2+402c2=a20p2+c), 这 里 aoc 分 别 表示 
者 ”BC .CA .AB 边 的 长 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] (1) 首 先 证 明 关 于 “类 似 中 线 ” 的 这 样 一 个 结果 : 
若 AM 为 BC 边 的 类 似 中 线 , 且 4AB=c，BC=a，C4=D， 
MC & 
则 BM 2 





设 AA' 是 BC 边 的 中 线 , AD 为 角 A 的 平分 
线 , BAA’= 人 CAM=a, 人 人 AAM= 8B, 


有 4 
A A 到 AB、AC 的 距离 为 kl 、&;， 
NN M 到 AB、AC 的 距离 为 hl .>， 则 
,Na A _ AMsin(a + 8) _ AM 
R AA'’sin(a+B) AA” 
Az AMsinag AM 
k| AA’sina AA” 
hi _ ho hh ke 
ky ki’ h» kl bi 














故 BM hisinc ec2 
下 面 证 明 本 题 . 
2 
由 上 面 的 结论 MC=- ;. 
C 
又 由 三 角形 内 角 平 分 线 定 理 
__ab _ ac 
bt+e b+te 
pr vpn 中 op 
DM = DC MC= 中 
abc(c— 6b) 
(+c)(082+c2) 
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ac a a(lc—b) 





AD=BD- BA = 了 DT 
因为 AD 也 是 4 AM 的 平分 线 ， 

/ ’ 2 2 
所 以 44 AD b+e 0 





AM DM 26 
(2) 由 于 A,.O、A, 共 线 ,所 以 A1A, 为 直径 ,AlAA,=90". 





有 AMNM:=AA’:+ AM:. OO 
EA ME _a(c -6) 
又 AM=ATC-MC=- pr aT) 3 
由 中 〇 及 中 线 公 式 
AAA 
4 42+ AM 4242| 1 和 
2p* +2c— ar 2bc \* 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 
4 六 十 ec 
(20 二 2c 一 a2)[( 六 十 c) +40°c°] @ 
4(b* + c*) 
由 四 .人 .由 得 


a(c— 6) = (2 +2c0 ar) (b+ eo) +46 ce)]. 
2a*(b*+e)=2(6+e)[ (6 +c) +46c’]. 

即 as(b?+c)= (0+ ce ) +4be’. 

3.34 过 锐角 人 ABC 的 顶点 A、B.C 的 二 个 高 分 别 交 其 对 边 于 点 
D .EF. 过 点 D 平 行 于 EF 的 直线 分 别 交 AC .AB 于 点 Q 和 RR ,EF 交 
BC 于 点 P. 证 明 ; 公 PQR 的 外 接 圆 过 BC 的 中 点 . 

(第 38 届 图 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 

[证 ] 点 PP 的 存在 意味 着 AB 关 AC. 由 对 称 性 ,可 设 AB > AC, 则 
PD 在 射线 MC 上 ,点 B.C.E.、F 共 圆 ,因此 ,PB.:PC= PE:PF. 稚 足 
全 DEF 的 外 接 圆 也 即 人 ABC 的 欧 拉 圆 ( 九 点 圆 ) 必 过 BC 的 中 点 M. 

因此 PE: PF= PD:PM. 


所 以 PB.:PC=PD.:PM. 0 
全 4FFcoA4BC， 因 此 ABC= AEF. 
QD/ FEF， 


LAEF= /CQD, LABC= /RBD. 
因而 人 RBD= /CQD. 
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ex 言 已 





显然 ”BDR = QDC， 
故 ”全 BDRODA 人 QDC. 
DQ: DR = DB. DC. 

如 能 证 明 “DB .DC = DP.: DM ， © 

则 等 式 ”DQ- DR = DP DM 成 立 , 也 就 证 
明了 Q、R、M.、P 共 圆 . 

由 此 ,证明 本 题 就 简化 为 由 中 化 为 加， 

令 MB= MC=a, MD=4d, MP= p, 

则 PB=pta, DB=a+d, PC=p~a, DC=a—-d, DP 
=p-—d. 

由 得 (p+a)(p-a)=(p-d)p, 即 a’=4dp. 

由 @ (e+d)(a-d)=(p-d)d， 也 得 a*=4dp. .“. 人 成 
立 . 

注 ”可 考虑 本 题 的 另 一 种 表述 : 

设 人 ABC 是 人 A 尖 90" 的 三 角形 .过 A、B、C 的 三 条 高 线 分 别 交 对 边 于 点 
刀 达 下 .过 记 且 平行 于 FF 的 直线 分 别 交 AC、AB 于 点 和 和民 ,ERF 交 BC 于 尸 ， 
AM 是 BC 的 中 点 . 证 明 点 PP Q、R、M 共 国 . 

3.35 DC 为 以 AB 为 直径 的 半圆 上 的 两 点 ,X 为 AB 上 任意 一 
点 ， 试 证 :tg 人 ACX :tg 人 BDX = tg BAC'tg/ ABD. 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 

p [证 ] 作 BC AD. 并 过 X 作 XEVAC 与 BC 

> 相交 于 玉 , XF/ BD 与 AD 相交 于 下 . 则 
Ar LACX= LCXE, LBDX= /DXF, 

4 人 BAC= 人 BXE， 人 人 ABD = 人 FXA .因而 


EC FD 

ACX， = : = 二 一. 

tgACX'tgBDX =tgCXE:tgDXF NE “FX z 
、 -_ . _BEAF 

tg BAC:tg/ ABD = tg/ BXE :tg FXA NE "Fx 2 

EcC_AX_AF 

BE XB FD 
即 EC: FD= BE.:AF. 3 


所 以 人 b .外 的 右 端 相等 ， 
tt 人 人 ACX'tgBDX=teg BAC:tgABD. 
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3.36 设 与 六 分别 表示 个 ABC 的 内 切 圆 半径 和 BC 上 的 高 ,r。 
表示 与 BC 边 相 切 且 与 4AB .4C 延长 线 相 切 的 旁 切 圆 半径 ,求证 :六 = 
2rir 

《中国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 

[证 ] 设 全 ABC 的 面积 为 全 , 半 周 长 为 ;. 











则 /= 全 , n=- 全 -. 
Ss s—a 
从 六 
2rr “sa 2A 2A 
六 一 六 全 和合 5s-(s-a) 5 
sa 5 


3:37 人 ABC 中 ,a、b、c 是 三 角 A、B、C 的 对 边 .R、r 分 别 是 三 
角形 的 外 接 圆 .内 切 圆 半径 ，s 是 半 周 长 .求证 :tg 今 tig +te = 


2 2 
au 


六 


这 





(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 1] …. A= Vi al es 

A B C > r 

8 2 TB 2 “ 2 a sb se 
_ r(ab+bc+ca— s’) 


~ (s—-a)(s—-b)(s—e) 








加 abt bct ca 8 
(s—~a)(s—b)(s-e) (s-a)(s—- 6b)(s—e) 
r r 

_abtbteoa ss 
abc sr 

4R 
=4R( 二 + 二 + 一 ) -三 

a bb C 


r 
[证 2] 4R{( 一 + 二 + 过) -二 
a r 
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-人 
a b C r r r 
1 ， 
全 _ 2 2 +. 2 I 1 I 四 1 
关 sinA sinB sinC | A a 1g 
8 > 8 2? 8 7? 
A B C 
cos 一 cos 一 cos 二 
_ 2 1 2 上 2 | 2 上 < ， < 
sinA sinB sinC A . C 
sn Sm sin 一 
2 2 | 
A B C 
2(1-oo0 今 ) 2(1-c08 2(1- eos 5S) 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 
sinA sinB sinC 
2sm 与 2sm 二 2sin 一 
,A 5} C 上 
2sin 了 COS 5 2sin 了 COS 5 2sin -一 Cos 5 
tg 生 +t 芝 + 放 人 
8 2 82- 


3.38 如 图 , WE 和 SN 是 圆 O 的 互相 垂直 
的 直径 ,二 弦 SA 、SB 各 与 WE 交 于 天 全, 设 @O 
的 半径 为 RR,KWM=AML=r,OM=w ,一 FEOC= a, 


/BOC= 人 COA = 8. 求 证 :r = 一 "so ;dz =- 


。 量 
sina + cosp 
Rcosa 





sina + sinB 

(中 国 四 川 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] … OO4=OB=OS= 尺 ,在 等 腰 人 OBS 和 等 腰 和 人 O4S 中 ， 
设 底 角 0=O4S=OS4，p= 人 OBS = 一 OSB， 


。 十 有 。 a 一 有 
则 0=43 -2 上 o=43 -和 上 上 
则 5 5 p=45 5 


令 =$,, eg,, 则 由 + 由 =a 四 一 页 = 有. 





于 是 d = 上 (OL+OK)= 人 S(tgp+ tg0) 
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_R. 工人 加 
(+tg$)(1+ tgg,) 


cosglcosg2 — singisin 风 2 





-FE: cos$icosp> + sing lsing> + singicosg2 + cosgising 2 
由 
Cos( 9 一 $)) 十 sin( p] 十 92 ) 
Rcosa 
cosB + sina 
类 似 地 有 > = (OL 一 OK)= (tgp ~ tg) 


-| 
2 \l+tg$) 1+tg$» 


cos$ising, 一 sing icosp, 





cosp + sina 
Rsinf 
cosB + sina 
3.39 设 点 M 是 人 ABC 的 AB 边 上 的 任 一 内 点 ,rl、r;、r 分 
别 是 全 AMC .全 BMC 全 ABC 的 内 切 圆 半径 ,gl 、g;、9 分 别 是 这 些 


三 角形 的 在 人 ACM 、 BCM .一 ACB 内 的 旁 切 贺 半 径 , 试 证 ;一 ， 
1 


12 


(第 12 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 人 人 CAB=a, ABC=p8, 人 BCA=Y, 人 AMC= 6. 
又 设 和 全 4BC 的 内 切 图 圆心 为 R, 且 与 AB 边 切 于 PP. 


于 是 LAPR= LBPR=—， 


从 而 有 AB = rictg 7 + r°ctg 


ew 


2 
= (cg +teg 6) OD 
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式 





语 0 当 





dr 己 





由 于 三 角形 的 内 、 外 角 的 平分 线 互 相 垂 直 , 故 有 





_ QQ 有 
AB=q(ig +te$). © 
由 忠和 他 可 得 
tg +tg£ 
= G) 
9 B 2 2 
ctg 一 7 + ctg 一 5 
类 似 的 结论 对 于 个 AMC 和 和 A BMC 也 成 立 , 故 有 
"M1 oe. 9 
a 8 7 tg 7 出 
一 他 人 
于 = 二 二 公开 = hetg 人 © 
将 由 .名 相 乘 并 利用 @@ 得 
Tm 2& Br 
gl1 9 8 2 8 2 gd 


3.40 设 点 D 和 EE 是 人 ABC 的 边 BC 上 
的 两 点 ,使 得 人 BAD= 人 CAE, 又 设 M 和 N 分 
别 是 全 ABD、 公 ACE 的 内 切 圆 与 BC 的 切 点 ， 
1 1 1 

MD EN C 求证 :+ VD -N+ NE 
(第 34 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 

[证 ] 证 AB=c,AC=6b, 人 BAD= CAE=a. 
MN 分 别 为 会 ABD 和 全 AEC 的 内 切 圆 与 BC 的 切 点 ， 


MD= (AD+ BD ce), MB=2 (c+ BD- AD), 中 


NC= 了 (6+CE-AE)， NE= 卫 (AP+ CE 一 b) © 
为 证 题目 结论 ,只 需 证 明 
BD: NE: NC = CE: AMB MD. 


将 中 .@ 代 和 人 上 式 ,得 到 
BD(AE+ CE -6b)(b+ CE- AE) 
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=CE(c+BD-AD)(AD+BD-c)， 
BD(CE’- b’— AF’+20bAE) 

= CE(BD’:-c*— AD’+2c:AD). 

在 全 ABD、 公 ACE 中 分 别 应 用 正弦 定理 有 (3) 
BD AD CE AE 


BD: AFE :sinB = CE: AD'sinC. 


b°: BD:AE=¢c:CE.:AD. ey 
将 @@ 代 人 @, 便 知 只 需 证 明 

BD(CE’* -上 1- AF’)= CE(BD’-c*— AD’). 人) 
在 全 4ABD 和 全 ACE 中 分 别 应 用 余弦 定理 有 线 
BD* — c*— AD’*= -2c:AD.'cosa, 本 
CE -6 — AF’= ~- 206°:AE:cosa. 名 
CE 一 六 --AE- BD’-c -AD’ G 去 
b:AE cAD . 来 
将 @ 与 @ 两 端 分 别 相 乘 即 得 @ 式 . 





3*41 已 知 :四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 O, 且 ， 

忒 人 3 > 证 : . 一 . < 个 、 

和 BD 互相 垂直 ,求证 :AB* CD= BC ANI, 
， AN | 
(中 国 部 分 省 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) EC 
[证 ] … ”ABCD 为 圆 外 切 四 边 形 ， 

4B+CD=BC+D4. 
上 式 两 边 平 方 ,得 
AB*+2AB:CD+ CD’= BC’+2.BC:DA + DA. OD 
设 AC 与 BD 交点 为 E. 
`*” AC BD, 
. AB*= AF’*+ BE’, BCO*= BE?+ CE’, 
及 CD*=CE*+DE’, AD’= DRE2+ ARE2. 
. AB’*+ CD’= BC*+ AD2. © 
中 -@ 得 2AB*CD=2BC:DA. 
4B:CD= BC DA. 
3.42 设 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 ,对 角 线 AC 平分 BD 于 五 , 试 
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入 1 和 





ss 言 志 





证 : AB* + BC2 +CD2+ DA’=2AC*. 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 1] 由 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 易 得 
C AAAEBcADEC， 和 AEDcABEC， 
AB: DC= BE:CE, AD:BC= DE:CE. 
B 由 于 BE=DE, .. AB:DC= AD:BC., 
即 AB: BC= AD':DC. 
1 (由 Saapc = SAaBc 也 易 证 得 此 等 式 ) 
又 由 余弦 定理 
AC’= AB*+ BC —2AB: BCcos/ ABC, 
AC’ = AD’* + DC* -2AD': DCcos/ ADC., 
而 cos ABC= -~ cos ADC, 
故 得 ”AB*+ BC*+ CD*+ DA’*=2AC*. 
[证 2] 由 三 角形 的 边 与 中 线 的 关系 得 
AB’: + AD’=2BE’ +2AF’, 
BC* + CD’=2CE’ +2BE’. 
上 两 式 两 边 相 加 ,得 
AB’: + BC* + CD’ + AD’ =2(AFE’*+2BE’*+ CE’) 
=2(AE*+2AE:CE+ CE’) 
=2(AE + CE):=2AC*. 
3*43” 设 正方 形 的 内 切 加 上任 一 点 对 两 条 对 角 线 的 视角 为 a、B， 
求证 :tg a + tg B=8. 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[证 1] 如 图 建立 直角 坐标 系 ,并 设 正 方形 边 长 等 于 2, 其 内 切 圆 
上 任 一 点 PP 的 坐标 为 (a ,5), 则 
a +b*=1. 
令 APC=a, LBPD= 8B. 
直线 PA 、PB 、PC .PD 的 斜率 分 别 
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人 1 
六 -1 b+l1 
ki1— ks3 下 4 一 | a+l ? 
= | 一 一 一 | =| 一 一 一 一 一 | =4(a -6b). 
‘ge (二 -1.6+1 (2 
& 一 1 at+tl 


同 理 可 求 得 ”tg B=4(a+5)*. 
tgat+tgB=4(a—b)+4(a+6) =8(a’+6°)=8. 

、 _ PA’*+ PC’- AC’ 

[证 2]】 cosa = pp 

2(AO’ + PO’)- AC’ 

2PA': PC 
1 

~ PA.PC 

作 PM 」AC, PN | BD, 垂 足 分 别 为 MN. 


1 
又 Saarc= 3° TPA:PC:sina 





党 洪 注 此 家 于 从 训 这 





性 
同 理 tg8= -V2PN. 
tg at+tgB=8(PM*+ PN’)=8. 
3"44 ”在 圆周 上 选取 5 个 点 A1、A;、A3、A4 和 互 .将 点 日 到 直线 
4;Ai 的 距离 记 作 hi; .证 明 ; hi2*h34 = hia* hz3. 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1983 年 》 
[证 ] 今 作 辅助 线 如 图 所 示 . 由 四 点 共 圆 条 件 知 
电 .Ha、A3、H233 四 点 共 圆 ， 
HHaH»3= 人 HA3H»= LHAysA;= LHA'1Hy. 
又 末 、.Hj;、.Al、Hi 四 点 共 圆 ， 
一 PDB Hi = 4 = AHAsAs = LHA;3As = 
一 HH523 HR34( 注 意 到 互 、 也 23 、A3 .HT34 四 点 共 圆 ). 
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总 己 





人 HH Hi iO HH Hay, 
有 = 
Ah23 h34 
3.45 给 定 正 七 边 形 A1A;A;A4A;A6As. 求 
、 1 1 1 
。 二 十 。 ， 
让 AA! A A, 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 如 图 ,连结 A1A;、A;3A7 与 A1As 交 于 
点 也. 易 知 A1A,A3B 是 平行 四 边 形 . 


坎 hzh34 = hiah23. 














42 


hi 人、 多 442 A2A3， 所 以 A14243B 是 芝 


形 ， 
A J X AA4=AsAy, A1A3// AsiAs. 


4 


有 个 AiBA3 人 人 AsBA,， 

















As As , 4IB _ AsB 
AiA3 AiAr 
AlA, AA~AiA 
即 2 1 4 12 或 1 1 
AlA; AliA, AI43 AlA,， AlA, 
i 1 1 
因而 + 


AiA; AiA; AiA, 
3*46 设 圆 内 两 六 AB、CD 交 于 圆 内 一 点 ,在 直线 段 EB 的 内 部 
取 一 点 M, 然 后 过 D、E、M 作 圆 ,再 过 瓦 作 此 贺 的 切线 分 别 交 直线 


AM _EG 
BC.AC 点 下 ， 了 一 ,1 NY 一 人。 
于 C ,看 AD 上 ,试用 上 表示 二 


(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 如 图 , 连 DA 、DM .DB. 
因为 GE 切 小 圆 于 玉 , 则 

1=/2= /3, 
4= 45, 
和 ACEFo 和 AMD， 


即 有 CE.MD= AM.EF. 路 
LA6=/7, /9=/3- /7, 
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由 
即 


由 


故 


[ 解 2] 如 图 ,由 GE 为 切线 所 得 
/A1=/A2=/3, 及 /4=A5= /6. 


于 是 有 


8= LA2- 46, 
8=L9. 


GE CE 
ACGEDABDM, 有 y= Bi 
CE: DM = EG BM. 

， EG AM 
.@ 得 EG'BM=4M'EF. 即 FRR 
4M_， AM__L 
AB BM 1-t 
EG_ 1 
EF 1-+ 








SABEC ,DAEFB 
SAFEC SAFFC 
SAEFB. SADME 
SAEFC SADME 
EF: BE:sin/2 . MD:ME'sin/6 
DE: MD:sin 3 FE':CE:sin/ 4 
BE: ME _ + Be’*ME 











一 二 十 
DE*: CE AFE: EB 
_,,ME_AE+ME_AM 
AE AF AE 
SAAEC_ ,| DAGEA, SADME 
SAGEC SAGEC SADME 


_ GE:AE MD:ME 
DE: MD GE:CE 
AE'ME , AE:ME _BM 


DE:CE © AE:BE BE ’ 
EG SeAGBEC SaAEC SAGEC SABEC 





一 








三 1] 


EF SAppc SABEc Saagc SAEFr 
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式 





1 这 





a 





3.47 在 圆心 为 O 的 单位 贺 上 顺 次 取 5 点 
AAA 上 为 该 圆 内 一 点 . 记 线 段 Ai4i+ 3? 与 
As 直线 PA;+ 1 的 交点 为 Q; ,i 二 1,…,5, 其 中 As= 
Ai,Ay = Az. OQ; = qd;,i = 1,…,5. 试 求 乘 积 
AQ AQ AQ5. 
(中 国 国家 集训 人 队 选拔 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 连结 A1As、A2A3、A3A4、A4As、 


AsAi, 并 作 过 Qi 的 直径 MN ,于 是 由 相交 弦 和 定理 有 


4iQ Qi4=MQ QIN=1-d1. 
同 理 有 A;Q;: Q;A;;12=1- df, i=2,3,4,5. 


3 5 
从 而 有 | (A;Q;: QAi12)= | | (1- 7), 9 
1 一 1 i=1 
XX AQ;:QAi+t2= SapAA, :SAPA,, A, i™1,",5, 
Ai1Q1: A;Q; so AsQs= Qi1A3' QAs es QsA,. OO 
s 1 
由 由 和 的 得 AQ AQ AsQs= IT] (1- a?)|2. 


3*48 给 出 七 个 圆 ,6 个 圆 在 一 个 定 圆 内 ,每 一 个 与 定 圆 相 切 ,并 


且 与 两 个 相 邻 的 小 圆 相 切 , 若 6 个 小 圆 与 大 圆 的 切 点 顺 次 为 Al 、A2:、 
A;3、A4、A;s、Ae, 求证 :A1A>:AsA4'AsAe= AsAs' AxsAs' AcAi. 


(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 设 定 圆 圆心 为 O , 另 6 个 小 圆 的 半径 依次 为 ri 、 rz ra 、r4、 


rssyvre: 


又 设 人 人 A110OA,=a. 定 加 O 的 半径 为 1, 则 AA2=2sin -7 ， 


又 由 余弦 定理 得 


(1—ri) +(1—r2) (ritr2) 
2(1—r1)(1-r,) 
1-ri- rs rir2 


(=r)(1 -rr) 
AIAS =4sin? 7 =2(1 ~ cosa) 


COSQ 一 
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加 一 六 一 产 二 2 
-2|1 | 


加 4riry 
-rl-r) 
对 于 A;As、AsAe、.A,A;3、AsAs、AeAil 亦 有 类 似 的 表达 式 , 因 此 





有 
414…A3A AIA5 


-sj 17273747576 
(1—ri)(l~— ro) r3)(l -ra)(l-— rs)(l— re) 

= A,A;'AAs' AoAl. 

3:49 在 全 ABC 中 ,了 A=60', 人 B=80". 求 证 :AG* AB’*= AB 
"AC. 








(中 国 青 海 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 ] 延长 AB 到 也 ,使 BD = BC ,连接 CD. 则 


LD= /ADCB=40°= LACB, 1 

上 且 一 ACD=80= 一 ABC， | 
5 AABCwmAACD， (< ,8 
有 AC:AD= AB:AC, ~ 
即 AC? = AB.:AC= AB(AB+ BD) ~ 
= AB(AB + BC), “2 


AC ~ AB’ = AB.:BC. 








这 
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9 高 己 


第 四 章 ”直线 垂直 或 平行 问题 


(一 ) 垂 直 问 题 


4:1 已 知 : 公 ABC 为 等 腰 直 角 三 角形 ， 
AC=90",D 为 BC 延长 线 上 一 点 , CD = CE， 
FE 在 AC 上 ,BE 的 延长 线 交 AD 于 下 ,求证 : 
BF | AD. 

B f Dp 《中国 四 川 省 成 都 市 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 在 Rt 人 BCE 和 Rt 人 人 ACD 中， 
BC= AC, CE= CD. 

Rt 人 BCE 空 Rt 人 ACD. 从 而 人 CBE= CAD. 

在 全 BCE 和 从 AFE 中， CBE= /EAF,/BEC= /AEF 

LAFE=/AECB=90" 即 AD BF 

4.:2 从 三 角形 的 一 个 顶点 引出 的 直线 把 三 角形 分 成 两 个 都 与 原 
三 角形 相似 的 三 角形 .求证 : 原 三 角形 是 直角 三 角形 ,并 且 所 作 的 直线 
经 过 直角 顶点 且 垂 直 于 斜 边 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
B [证 ] 设 线段 BD 将 全 ABC 分 成 两 个 


三 角形 ,全 ABDwA 人 BDC 人 ABC( 如 图 ). 
‘” 人 ABDWA ABC., 
A /BAD= /CBA 
而 ADB>/C 
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ADB= LABC 
同 理 ”BDC = 人 ABC 
故 ADB= BDC= 人 /ABC = 90° 
4-3 已 知 : BD、CE 是 人 ABC 的 高 ,点 P 
在 BD 的 延长 线 上 , BP= AC, 点 QQ 在 CE 上， 
CQ = AB. 求 证 :(1)AP= AQ;(2)AP | AQ. 
(中 国 河南 省 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[证 ] (1) BD_| CA,CE TAB， 
/BEF= /CDF= 90". 
而 ABFE=ACFD， 故 人 ABP= /QCA. 
又 AB=QC, BP=CA, 
人 ABP 人 QCA， 有 AP=QA. 
(2)… /AQC= /PAB, 
AQC= /AQEA+/AQAEF=%0°+ /QAF, 
LPAB= /PAQ+ /QAFE. 
由 中 加 .@ 得 人 PAQ=90"， 即 AP | AQ. 
4:4 如 图 ,AD 是 锐角 个 ABC 边 BC 上 1 
的 高 ,E 是 AD 上 的 一 点 且 满 足 AE : ED = 
/ 





OOO 


CD:DB, 过 DD 作 DF 1 BE 于 下 .求证 : 
LAFC= 90°. 
(中 国 上 海 市 数学 班 选 拔 赛 ,1999 年 ) 
[证 ] 由 设 DF 是 Rt 全 BDE 斜 边 上 的 VN 
高 ， 故 人 EDF= EBD， 
ED DB 
和 FEFDcAEDB， 有 Er = Fy: 
AE AF ED AE BD 
EF ED EF ED FD 
CD ., AE_CD.DB 


由 设 全 = 


AE 
ED DB’ **° EF DB FD’ 
AE CD 


BD 二 去 由 


EF FD 
又 ”AAAEF=9%0:+FEDF= /CDF, 


印 一 AFEF=CDF © 
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ETE 











由 个 ,@ 知 人 AEFWACDF， 有 AFE= /CFD， 
AAFC= /LDFE = 90". 
几 4'5 在 人 4BC 中 ,BAC=40", 了 ABC=60", 背 DD 入 分别 是 
4 ” 边 AC 和 AB 上 的 点 且 使 ZCBD=40", 人 BCE=70", 又 下 是 BD 和 CE 
的 交点 .求证 ;AF | BC. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 
[证 ] 首先 注意 到 
sin80 = 2sin40' cos40° 
= 2sin40°cos(60° — 20°) 
=2sin40" (cos60 "cos20 + sin60°sin20°" ) 
= sin40°(cos20° + Y3sin20°), 
sin80 一 sin40"cos20” 
sn0rsin20 3 
5 如 图 设 ^ABC 外 接 贺 半 径 为 二 ， 骨 
BC = sin40"，AB = sin80". , 
又 LBFC=70"=ABCF， 故 BF= BC= sin40". 
作 GF AB 于 G， 则 
BG =sin40 cos20 ， GF = sin40°sin20°, 





“了 人 BAF=30"， 故 AFj」BC. 
4:6 在 全 ABC 中 ,AA| 为 中 线 ,AA, 为 角 平 分 线 ,K 为 AA, 上 一 
点 使 KAI AC. 试 证 :AA, | KC. 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 


[证 ] 记 AB = 六 AC =C. 则 





441 = 六 (8+D)， 
€ 、 、 、 
， 1 说 -站 cl+c:18 
As 2(18|+ |el) 
AK 42C 21c| 
4 B AA! AIC 让 + 
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AKICA, 该 =LEDUTc 
[glt+ lel 
从 而 CR = pei 0 cl 
eltlel Ibl+ lie| lbpl+lel| 
因而 CK :AA,=0, .. CK | AA,. 


4.7 在 人 AOB 的 内 部 取 一 点 C, 过 C 作 OA 边 的 垂 线 CD, 作 OB 
边 的 垂 线 CFE. 再 过 DD 作 OB 边 的 垂 线 DN ,过 五 作 OA4A 边 的 垂 线 EM . 
求证 :OC MN. 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

[证 ] 设 CD 与 OB 交 于 P,CE 与 OA 
交 于 Q, 连 PQ .DE( 如 图 ). 

今 欲 证 OC | MN, 由 于 C 是 和 OPQ 
的 三 心 , 故 只 要 证 MN// PQ 即 可 . 

忆 .Q 了. 瑟 四 点 共 圆 ， 
L/L EQP= /EDP. 
DE.N.M 四 点 共 贺 ， 
LDEM = /DNM. 
PD/ EM, 

LEDP= /DEM. 

故 EQP= DNM， 因而 PQ// MN. 

4*8 讽 忆 为 等 腰 直 角 生 4CB 和 斜 边 AB 上 任意 一 点 ,PE 垂直 AC 
于 点 玉 , PF 垂直 BC 于 点 下 , PG 垂直 EF 于 点 G, 延 长 GP 并 在 其 延长 
线 上 取 一 点 也, 使 得 PD = PC. 试 证 :BC1BD ,日 BC = BD. 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 

[证 ] 由 题 设 易 证 C 

A EPG= /EFP= CPPF， F 

LDPB = /APG=45°+ /EPG E 
=45°+ /A CPF 4 B 
= ABPF+ /CPF= /BPC. 

又 ”PC=PD, 上 且 PB 公 用 ， 

人 PDBS2A 和 PCB， 有 BC= BD. D 





计 耳闻 尼 pt 光 这 jt 
了 
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又 PBD=CBP=43,， 则 一 CBD=90”， 
故 ”BC BD. 
4'9 在 全 ABC 中,X.Y、Z 分 别 为 AB、BC、CA 的 中 点 ,P 在 BC 
上 ,并 且 人 CPZ = 人 YXZ. 求证 :AP_| BC. 
(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 因为 X.Y.Z 是 和 ABC 各 边 的 
中 点 ,所 以 
XZ// BC, XY/ AC, 
知 四 边 形 XYCZ 为 平行 四 边 形 . 
LYXZ= LC. 
yp—C 由 已 知 人 CPZ= 人 YXZ， 
LCPZ=/C. 
于 是 PZ= 2C= 2A. 
个 APC 为 直角 三 角形 . … AP. BC. 
4.10 和 ABC 的 外 人 心 为 O, AB = AC,D 是 AB 的 中 点 ,下 是 
全 ACD 的 重心 .求证 :OF | CD. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 下 为 AC 的 中 点 . : 
由 于 玉 是 全 ACD 的 重心 , 则 五 在 DEF 上 , 且 


设 G 为 BC 的 中 点 ,AG 交 CD 于 万 , 则 瑟 为 
全 ABC 的 重心 . 
连 FG 交 CD 于 1, 则 了 是 CD 的 中 点 . 





DH_2 _DE 
DI 3 DF 
从 而 有 EH//FI/AB. … DOJ EH. 
又 "“” OHJDLDF，.. OO 〇 为 人 DEH 的 重心 . 故 OE |_CD. 


4*11 在 和 ABC 中 ,人 A 是 直角 ,DD 在 BC 上 ,并 且 AD BC. 求 
证 :一 BA4C 的 平分 线 垂直 于 个 ACD 与 AAABD 的 内 心 的 连 线 . 
《加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 人 ACD 和 和 人 4BD 的 内 心 依次 为 N、M . 


182 地 界 数学 奥 林 叱 克 解 题 大 辞典 





人 4DPDc2 和 CD4 ， 


DN 4D- 

又 AMDN= /ADB=90°, 

.ANMDWHA ABD, 

有 BAD= /MND 

又 设 AD 交 KL 于 T, 则 DTN= 
LKTA, 

于 是 AKT= 人 TDN=45"， 

从 而 个 AKL 是 等 腰 直 角 三 角形 . 

因此 二 BA4C 的 平分 线 垂直 于 MN. 

4.12 在 锐角 和 全 ABC 的 三 边 BC .CA .AB 上 分 别 取 点 Aj、Bj、Cl， 
使 得 三 条 线段 AA| 、.BB .CC 交 于 一 点 O, 并 使 得 AA1C= 人 BBIA 
=CCiB8. 求 证 :线段 AAA、BB, .CC 恰 为 入 ABC 的 三 条 高 . 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 

[证 ] 由 题 设 知 AAIC=ABBIA= 





一 CC1B， c 
CT DB 4 OO 和 OA C、BI 均 四 人， 
点 共 加 /3 
“. AC1*AB= AO:AA1= ABI'AC. po 
“C1.B8.C.BI 四 点 共 圆 . B A 


LBBIC= LCC1B= /LBBIA. 
LBBIC= /ABB1A=90°, 即 BB| | AC. 
辣 理 AA!, | BC, CC 1 AB. 
441、BB .CC 恰 为 和 4BC 的 三 条 高 . 
4'13 已 知 :锐角 全 ABC 的 外 接 贺 半径 是 RR, 点 D、E、F 分 别 在 边 
BC .CA 、AB 上 . 求证 : AD、BE、CF 是 入 ABC 三 条 高 的 充 要 条 件 是 


$= (EF+ FD+DE), 式 中 S 是 人 ABC 的 面积 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[证 1] 设 公 ABC 的 外 接 圆 的 圆心 为 O, BC=a,CA=6b,AB=.， 
连接 OA .OB .OC .OD .OE OF. 
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rd 





个 ABC 为 锐角 三 角形 ， 


~ 点 O 〇 在 全 ABC 内 . 
KN 于 是 S = S 四 边 形 OFBD + 9 四 边 形 OPCFE + 
今 四 边 形 OEAF- 
As 。 过 点 A 作 O 的 切线 PQ, 则 OA | PQ， 
~、 2 LPAB= /ACB. 
又 B.C.E.\F 四 点 共 圆 ， 
AACB= /LAFE, .. /PAB= /AFE, 
PQ/EF .:. OAJFE. 


1 
咏 四 边 形 OFAF 一 7 OA: FEF. 


1 ] 
同 理 。” Sp gorgp = pn OB FD, SmhWorE = 了 OC: DE. 


1 
从 而 SAApc =™ 5 (OA EF+ OB: FD + OC DE) 
R 
= (EF+ FD + DE). 
、 、 R 、 

财 证 充分 性 . 设 Saapc = (EP+ FD+ DE). 先 证 OA | EF. 
用 反 证 法 .车 OA 与 EF 不 垂直 , 则 Siuioe < 7 "OA EF, 
] 1 

义 SmaworspS 7 “OB: FD, SmoOPCE SS 5 “OQC*DE. 


RK 
Saapc< 7 (EF+ FD + DE). 


这 和 已 知 的 条 件 予 盾 . 故 ”OA | EF. 
同 理 ”OB | FD,， OC | DE. 
过 点 A 作 QO 的 切线 PQ, 则 ”OA | PQ. 
OA LEF, .. PQ/ EF. 
AFE= APAF= /ACB. 
B.C.E.F 四 点 共同 . 
同 理 A 、B.D、E 四 点 共 圆 ,C、A 、F.D 四 点 共 圆 . 
了 ADB -人 人 AEB(A、B.D.\E 四 点 共 圆 )， 
且 人 ADC= 人 人 AFC(A、C.D.F 四 点 共 圆 )， 
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于 是 4AFEB+A4AFC=180". 
又 忆 .C 丘 .下 四 点 共 圆 ,有 人 AEB= AR, 
AAEB= AAFC=90°, /ADC= /AFC= 0900", 
即 AD] BC, BEJ CA, CF | AB. 
[证 2] … 人 4BC 为 锐角 三 角形 , 故 点 O 在 全 ABC 内 . 


SAABC = SAOBC Tt SAOCA T+ SAOWB 





三 (sin2A t+ sin2B + sin2C) 
= R(RsinAcosA + RsinBeosB + RsinCeos() 


KK 
2 (ccos.4A + peosB + ccosC') 





BCE.F 四 点 共 贺 ,故人 AFE = 人 ACB. yg 

FE AF 各 四 

个 AFFEO 入 A B,C 一 = 二 cosA. 

下 ( BC AC YY 
BN EF= cosA. 
间 理 ”FD= becosB, DE = cecosC 司 
题 





从 而 Sa w= (EF+ FD + DE). 

讽 AD .BE .CF 是 人 ABC 的 三 条 高 ,由 证 法 1 的 证 明 中 知 
OALFE, OBLDF, OCJDE.. 

又 设 点 DE.F 分 别 在 边 BC CA 、AB 上 ， 





使 Sa = (EF+ FD + DE). 


-由 证 法 1 知 OAJj FE, OB DF, 0C DE. 
FE/FE', DF/DF, DE/DE,, 

右 点 与 下 不 重合 ,不 妨 设 AF < AF， 

则 AE'<AFE, 有 CE'>CE, 亦 有 CD’S> CD, 

义 AF<AF, 有 BF>BF, 亦 有 BD’> BD,， 

从 而 ”BC> BC, 蔬 盾 .于 是 点 下 与 FF 重合 . 

同 理 点 下 与 FE 重 合 ,点 也 与 DD 重合 . 故 AD .BE ,CF 是 和 人 ABC 
的 三 条 高 . 

4*14 在 全 ABC 中 ,AB= AC, 过 B 作 BO AB 交 中 线 AM 的 延 
长 线 于 点 O, 过 BC 上 一 点 五 作 直 线 FG ,分 别 交 直线 AB、AC 于 点 下 、 
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,求证 :QE | FG 当 且 仪 当 FE = EG. 
(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
机 [证 1] 连结 OC OF 、OG. 
(必要 性 ) OE | FCG， 
LOCG= /OBA= 0°= /OBF, 
B、.F.OE 和 E、O.C.G 都 四 点 共 


0OB=OC，… /OBC= 和“OCB 
LOFE= /OBE= /OCE= /OGE. 
从 OGF 为 等 腰 三 角形 . 





OE LFG, .. FE=EG. 
(充分 性 ) 直线 BEC 与 人 FGA 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 

4B FE GC 

BF EG CA 
“ AB=AC,FE=EG, .. BF= CG. 
xX OB=OC, LOCG= /0BA=90°= /OBF, 
AOCGEA OBF. 

OG = OF， 即 全 OGF 为 等 腰 三 角形 . 

FE=FG, .. OE|FG. 
[证 2 取 以 M 为 原点 ,BC 为 + 轴 , OA 为 y 轴 , MC = 1 的 直角 

坐标 系 .于 是 B 和 C 的 坐标 分 别 为 (一 1,0),(1,0). 设 点 A 的 坐标 为 


(0,a). 因 为 人 ABO= 90" ,由 射影 定理 知 点 0 的 坐标 为 0， -一 ) 设 
点 五 的 坐标 为 (zxo,0) ,于 是 直线 OF 的 斜率 为 


l 
(1 
| a/_ 1 





kor = 20 0 a 
直线 AB、AC .FG 的 方程 分 别 为 
y=a(xtl1), y= az 1), y= kr(x -00). 
以 下 简 记 kx; 一 上 .考察 立方 程 组 
y=a(xt+1), y=—a(x—1), 
y= k(x -ro), y=k(r— .ro). 
分 别 解 得 
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krot+a krot a 
a—k GT atk 
FE= EG 当日 仅 当 FF 一 , 亦 即 


kro ta. kro + a 


TF < 




















Oak atk 
即 0=2xo+(uo+rd( 一 一 -一 一 】 
0 0 a—k atk 
加 2k ( kr 二 a ) 
A 72k 
2a 10 —2k? 20 + 2k° 70 + 2ka 
a — kz 
2al(aro+k) 直 
pi 和 
由 此 可 见 , FE = EG 当量 仅 当 直 
或 
l 
= ar= 平 
k Ht kor 行 
即 当 且 仅 当 OFE_L FG， 





[证 3] 只 证 明 必 要 性 . 设 BC=2, 人 人 C= 
a, LFQC=B, 则 AM = tga. 
而 在 Rt 会 ABO 中 ,BM = AM :OM ， 
故 OM = ttga. Ba C 
GE = EF, 在 全 EGC 和 和 从 EFB 中 ,由 
正弦 定理 知 
EG _ I+EM _EF 1-EM 
sing sin(a+B) sina sin(a— 8)” 
sin(a+B)—sin(a— B) cosasin8 QM 
= 一 一 三 一 一 二 OA 一 一 . 
sin(a+B)+sin(a ~ B) sinacosp EM 
EM’ = OM QM , 
故 OEQ=90', 即 OE | FG. 
注 ”本 命题 原来 形式 为 : 
N 为 一 BaC 的 角 平 分 线 上 一 点 ,点 忆 及 点 0 〇 分 别 在 直线 AB 和 AN 上 ,其 
中 人 ANP 二 90"= APO. 在 NP 中 任 取 一 点 名 ,过 点 QQ 任 作 直线 交 AB 和 AC 
分 别 于 点 玉 和 下， 试 证 人 OQE =90" 当 且 仅 当 QE = QF. 
下 面 给 出 它 的 一 个 复数 证 法 ,当然 就 其 实质 上 讲 与 证 法 2 无 异 . 


F 
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取 NN 为 坐标 原点 ,AN 为 r+ 轴 . 设 AC' 与 NP 所 在 
直线 即 v， 轴 交 于 S 点 .由 已 知 条 件 可 设 各 点 的 复数 表示 


几 为 (如 图 1 所 示 ) 
何 P: Zp=iyp, SS: yp OO; St 


F: SE 二 pt LE ,PF: SF 二 十 RY ， 


0; TO lVo. 





由 条 件 PO | PE ,可 知 arg 一 == 地， 
Fr TP 二 





Bp (xn 机 cp) (2FE i zp) 十 (sr Sp) (zr 一 xp) 一 0 


一 ， 
OE 十 corp| = | zp| 


图 | 或 Re! zpzr — 


» 1 A 
或 一 OxE ypVE = VP (VD 


由 已 知 有 SO | SF ,注意 SS 与 的 对 称 关系 ,由 外 可 得 


OF PE 一 人 OO 


首先 假设 人 OQE =90 ,从 而 由 QO | QE 可 得 


全 
一 -OoaFT yyQ = vo (9 
由 QO CQE ,可 得 
-XOrF + yEYQ = Vo 中 


YPYQ 
由 (D3 得 ”x= i OFT YP t+ yg， 
2A) 


4 MJPYQ 
由 加 .由 得 xrF= 一 一 一 ，yFp= yQ ~ yp， 











A 
于 是 有 
一 全 ypPya 
| QE | = | zs -~ xol = 5 一 十 
40 
= |zF— xo|= | QF | . 
本 唉 XO Fi A Sr 从 
其 次 ,注意 人 OQE = 90' 等 价 于 arg >， 同时 也 价 于 arg 9 
XE XQ XE FF 


= 本 ,同人 式 的 推导 可 得 其 等 价 于 


xzE 一 7F YQ 


ME YF AX) 


于 是 只 需 证 明 由 | QE | =| QF | 可 导出 回 式 即 可 . 
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事实 上 ,由 | QE |- | QF |， 有 zw= 一 上 一， 名 
ret+ xp=0, , (©) 
NE + NF = Zs ! 
由 四、 加 .四 .OO 即 得 中式 . 
4.15 在 全 ABC 中 ,车 A 或 B 为 直角 ,证 明 sinC = cosA + cosB， 
反之 , 若 sinC = cosA + cosB 证明:A、 中 必 有 一 个 是 直角 . 
(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] (1) 设 A=90", 则 C=90-8B， 
cos4A =eos90 =0, 有 sinC = sin(90 ~ B)= cosB, 
sinC = cosA + cosB. 
当 B=90°, 同 理 可 证 此 结论 . 
(2) sinC= cosA + cosB. 
C C 


XxX sinC=2an 7 OS 一 一 





高 五 半 卡 中 本 替 演 mr 




















2 ” 
入 十 孔 A—B 
日 cosA + cosB = 2e0s OT eos 7 ， 
je CC 入 十 也 A-B 
sin 7 COS 7 COS COS 7 
十 
A+B=180 一 C， 邯 A B_ op_&, 
2 2 
， C CL ( | A-B 
2sinm 5 COS 5 一 2cosl 90 7 COS 本 . 
就 是 jin Scos SS =sin S cos 全 
C ; A~-B 
人 天 0， sin 770, cos 二 cos 3 ， 
( A-B (人 B-A 
| 一 二 一 一 后 一 一 一 一 一 
册 5 7 ， 或 5 本 ， 


就 是 A=B+C, 或 B=C+A， 
A+B+C=180", 
2A 二 180", 或 2B=180, 即 A=90", 或 B=90". 
故 A、B 中 必 有 一 个 是 直角 . 
snA t+ sinB 
4.16 个 ABC 中 ,如 果 sinC = 汪 一 一 ~ 
中 ,如 果 sin COSA + cosB 


; 则 此 三 角形 必 为 直角 
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三 角形 . 
(中 国 重庆 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 























和 [证 1] … 4+B+C=180， 
了 A+B A-B C 
郑 2sin cos 一 cos 了 
TREE 
cos 一 5 cos Sin > 
” C 
又 式 左 =2sin eos 广 ， 
CO C 
、 一 
jain © C 2 
sin 一 cos 一 三 . 
in 7 COS 2 CC 
sin 5 
sn 与 ,cos 与 均 不 为 0，.. 2sin 1 2 sin 5 = 
C C vv2 CG 
了 下 ,sn 一 三， 二 4 ， C=90. 
2 是 锐角 Sin 5 5 7 5 


个 ABC 必 为 直角 三 角形 . 


[证 2] ': A.、B.C 为 三 角形 的 内 角 . 
2R{(sinA + sinB) 








C =2RsnC= 
cosA 十 cosB 
at+p 
人 二 ce 一 1 c+a’—b’ 
2 2ca 


2abc(a+b) 
a(D +e -a )+to(c +a—b’) 
2apc(a+D) 

ab(at+pb)te (at+b)-(at b)(a* ~abt+ bp’) 
2apc(at+b) 

(atpb)labte (a -ab+6)] 

2ap 

2ab + ei-al- b> 
即 2ab+e -a -b=2ab. 

c++ 
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和 人 4BC 必 为 直角 三 角形 . 

4.17 在 人 ABC 外 作 公 BPC、 全 CQA、 全 ARB, 使 人 PBC = 
/CAQ= 45°, LBCP = /QCA = 30', ABR = 人 BAR = 15°. 求 证 : 
公 PQR 是 等 腰 直 角 三 角形 . 

(中 国 四 川 省 数学 联赛 ,1991 年 ) 

[证 ] 以 AB 为 边 在 人 ABC 外 作 正 
人 4BS ,连接 RS CS , 则 

和 SRB2ASRA4，ASR = 30°. 

又 /ASAR=60°—15°=45°, 





SA_RA 
AC 人 SRA. .… 二 -= 二 一 ， 
故 全 CQ4cASRA4A CA -OA ， 
由 于 人 SAC=60°+ 人 CAB= 人 RAQ,， 绕 
于 是 全 CA4Sc 人 AQAR . 要 
， _ AR _ AS 或 
所 以 人 CSA = 人 QRA， OR™ CS 0 fF 
BR _ BS 问 
一 六 | | 一 - 一 一 一 一 2 
同 理 ”CSB= 人 PRB. PR = Cs: @O) 是 





又 ”4S=BS，AR= BR， 由 人 和 他 有 QR = PR . 
但 ARB=180 -15"~15°=150", 
QRP =130 (A QRA+ APRB) 
=150°- (CS4+ 一 CSB ) 
=150 一 一 ASB = 90”. 
故 QR 1LPQR. 则 入 PQR 是 等 腰 直 角 三 角形 . 
4.18 以 入 ABC 的 边 AB 和 BC 为 边 ,在 形 外 作 正 方形 ABBiA 
和 BCC1B;. 证 明 : 全 ABC 的 中 线 BD 的 延长 线 是 全 BiBB, 的 高 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 】 设 DB 的 延长 线 与 B1B; 交 于 玉 , 延 
长 BD 到 工 , 使 DL = BD. 如 图 . 
“由 和 人 BiB;BS 和 BLC， 
.BiI=BLC= 一 4ABL. 
且 LBI+LABIBE=/LABL+/BIBE 
= 90° 
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故 BE | BiB;. 
4.19 给 定 正方 形 ABCD ,点 P,Q 分 别 在 AB、BC 上 , 且 满 足 BP 
=BQ, 设 日 是 从 点 B 向 线段 PC 所 引 垂 线 的 垂 足 .求证 :一 DBQ 是 直 


何 , 
角 . 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
0 [证 1] 如 图 , 设 下 是 直线 BH 延长 线 和 AD 
4 (的 交点 . 易 证 AABFEABPC, 有 AF= BP= BQ， 
Ws 有 FD= CQ. 
上 因此 QCDF 为 矩形 . 作 QCDF 的 外 接 圆 其 直 
径 为 FC ,但 CHF =90 ,所 以 五 在 QCDF 的 外 
4 > Dp 接 圆 上 . 
又 DQ 也 是 该 外 接 圆 的 直径 . 
/DHQ = 90°. 
; nt ys ~ BC CH 
[证 2] 由 设 BH 是 Rt 全 PBC 斜 边 上 的 高 , 则 有 pp - pry 


又 BC=DC, BP= BQ, 
Cp CH 
BQ BH’ 
又 LPBC=ABCD=90", 有 人 PBH= BCP， 
且 HBQ= 人 HCD, 有 个 HBQWA 人 HCD. 
则 ZADHC= LQHB, /DHQ= /CHB- 90°. 
4.20 ” 设 ABCD 是 矩形 ,kK 为 矩形 所 在 平面 上 一 点 , 连 线 KA 与 
KD 均 与 边 BC 相交 .由 点 B 向 直线 DK 引 垂 线 , 由 点 C 向 直线 AK 引 
垂 线 ,二 垂 线 相交 于 点 M. 求 证 : MK | AD. 
(第 17 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 BE 和 CF 分 别 是 由 点 B 和 C 向 DK 
和 AK 所 作 的 垂 线 , 和 下 为 敢 足 . 
分 别 平行 移动 AK 和 DK ,使 A 点 移 至 B 点 ， 
DD 点 移 至 C 点 ,此 时 点 位 移 到 PP 点 ,从 而 有 
PK/ AB// CD, PA= BA= CD, PK | BC. 
由 于 DK/ CP, BE | DK, FW BE 
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又 由 于 AK//BP, CF 1AK,， 所 以 CF | BP. 

于 是 线段 BE 和 CF 分 别 位 于 全 BPC 的 两 条 
高 线 之 上 ,从 而 点 M 是 全 BPC 的 垂 心 ,因而 PM 
上 BC. 

又 因为 PK | BC ,所 以 PM .PK 都 在 从 已 点 8 
向 BC 所 作 的 垂 线 上 ,因此 PM 与 PK 所 在 直线 重 ， 
合 , 故 有 MK | BC, MK | AD. 

4:21 凸 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 交 于 点 O, 公 AOB 和 
全 COD 的 重心 分 别 为 M1、M;, 倒 BOC 和 全 AOD 的 垂 心 分 别 为 HI、 
H; ,求证 :直线 MIM, | 万 万， 

(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 取 以 点 O 为 原点 ,以 对 角 线 BD 为 x y 
铀 的 直角 坐标 系 ,并 设 点 A、B.D 的 坐标 分 别 
为 (ai,a2),(5,0),(d,0). 因 A、O.C 三 点 共 
线 , 故 可 设 点 C 的 坐标 为 (Xa1 ,az ). 于 是 垂 心 B 
Mi 和 AM; 的 坐标 分 别 为 

Q1 十 六 a> Aal+t+d Aa; 
(9) 和) 

所 以 直线 M1 M, 的 斜率 为 

, _ — Aa> (1— 24)a; 

MN (atb)-(Ahartad) (1-A)artb-d. 

为 一 方面 ,显然 有 Xp = ha1， Xn, = al. 


他 了 . Ci 


koa=—, .. kp, 
ul “ 











i 


i 






沉 














直线 DH; 的 方程 为 y= 一 (4d 一 zz). 
a2 
= 一 (da ) 
2 
有 的 坐标 为 | a， (ga)). 
2 


同 理 的 坐标 为 (Xa1， (0-0)), 
, z 
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直线 HH 的 斜率 为 
a 
we da) atp-ad 1 
1 2 Al 一 Qi 本 (A—1)a; kM M, 
MM, ,HiH,;. 

当 两 条 对 角 线 的 夹 角 为 直角 时 , HI 与 H, 重合 于 点 O ,本 题 无 意 
义 . 

4.22 设 ABCD 为 是 四 边 形 , AC = BD .在 它 的 边 AB、BC、CD、 
DA 上 分 别 作 中 心 为 Oi1、O;、O;、O4 的 等 边 三 角形 .求证 : O10O3 | 





O20O). 


(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1992 年 ) 

[证 1] 设 在 边 AD 和 DC 上 所 作 的 等 边 
三 角形 分 别 为 入 ADE 和 人 CDF. 

再 分 别 在 DE 和 DF 上 各 作 一 个 等 边 三 角 
形 人 GDE 和 和 GDF. 

如 果 将 四 边 形 O;ADO; 绕 中 心 A 旋转 
30" ,并 将 各 边 拉 长 到 V3 倍 , 则 可 得 到 一 个 四 边 

形 BAGM. 

因此 有 GM =Yy3DO;= DF. 
GM/ DF. 

因而 ,四 边 形 GDFM 为 平行 四 边 形 . 

类 似 地 ,可 将 四 边 形 0O;CDO;s 绕 中 心 C 旋转 30" ,再 将 各 边 拉 长 到 
Y3 信 , 即 可 得 到 四 边 形 BCHN ,有 HDEN 为 平行 四 边 形 . 

易 知 ,如果 将 乙 GDFM 以 DD 为 中 心 旋转 60 ,可 得 到 一 EDEHN. 因 
而 有 

DN= DM, /MDN =60°. 
并 且 还 有 人 DGM=180° -人 GDF= 人 ADC,， 

且 GD= AD, GM= DC. 

人 DGMEOAADC, DM= AC. 
故 ”DM = DN = DB. 
因此 ,以 DD 为 圆心 , DM 为 半径 作 圆 , 则 点 MN 、B 都 在 圆 上 .此 
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时 MN 所 对 圆心 角 为 MDN ,因而 NBM=30" 
由 于 线段 BM .BN 分 别 是 由 线段 O1O3、O;0O4 朝 相 反方 向 旋转 
30" 得 到 的 ,因而 原先 二 线段 相互 垂直 . 即 OO3 1 OOD4， 


[证 2] 置 图 形 于 复 平面 , 设 w= 二 





2 E、-_- 4 万 
人 
\ 0 
1, 则 = 二 一 避 i, 是 -1 的 虚 立 方 根 ， \ 3 
有 性 质 8 C 
w=1， w= 一面 ，w + 硬 =1. 0, 


故 zxF =BE+ p= BAw+ zp 

= (ZA — zB) w+ zp = wea + Wep. 

3xo = Zatzpt zeE=(l+w)zat(l+wm)zp. 

同 理 3zxo,=(1f+w)zc+(1+ 豆 )zp， 
“~ 30103=(1+w)(zc- za)+(1+6)(zp- zp). 
同 理 3O2O4= (1+w)(zp- zp)+ (1+m) (za zc). 

GO (zc- za)+(1-w)(zp- zp) 

OO; (zp— zp)+(1-w)(za— zc) 


(xc A) + wp— zp) 


br 











(zp ~ zB)+w( zaA— ze) 
IAC|1= 1BD| . 

“， 分 于 与 分 母 共 二 的 积 = (zc 一 za)(zp- zp)+ (zp~ zp): 
(zA— Zc) tw(ze— A)(zaA— zc) tw(zp~ zp)(sp— zs) 

= Zaz — zppExc + (w +t) | AC), 
显然 为 纯 虚 数 . 

故 ”O10O3; | 0O;Os. 

4*23 设 凸 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 交 于 点 O: 已 知 : OA?++ 
OB’* + OC* + OD?*= (AB! + BC*+ CD* + DA*), 求证 :或 者 两 条 对 
角 线 互 相 履 下 ,或 者 至 少 有 一 条 对 角 线 被 点 〇 平分 . 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 

[证 ] 记 对 角 线 的 夹 角 了 AOB = a 过 90". 由 余弦 定理 有 

AB’= AO’ + BO? - 2AO': BO cosa, 
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BC2 = BO2 + CO? + 2BO* CO'cosa, 
CD* = CO* + DO* ~- 2C0O* DOcosa, 
DA* = DO* + AO? + 2DO: AO' cosa. 
可 四 式 相 加 ,得 到 
AB2+ BC2+CD2+DA4A2=2(402+ BO +CO + DO’) 
-2c0sa( AO: BO — BO:CO+CO:.PDO- DO'AO). 
由 此 及 已 知 条 件 得 到 
cosa( AO — CO)( BO — DO)=0. 
这 表明 或 者 有 ”cosa 一 0， 即 AC | BD, 或 者 4O=OC 与 
BO= OD 至 少 一 个 成 立 , 即 两 条 对 角 线 中 至 少 有 一 条 被 点 O 平分 
4.24 ”在 是 五 边 形 ABCDE 中 ,顶点 为 B.E 的 角 是 直角 ,又 
了 BAC= 人 EAD. 求 证 :如 果 对 角 线 BD 和 CE 交 于 点 DO, 则 百 线 AO 
与 BE 垂直 . 
(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1982 年 ) 
[证 ] 过 A 点 作 AHJL BE, 交 BE 于 H， 
交 CE 于 P,BD-Q. 
如 果 我 们 能 证 明 PQ 与 O 点 重合 , 则 本 





为 此 只 需 证 明 HP= HQ. 过 C 作 BE 的 
垂 线 CK 交 BE 于 K. 
由 AB | BC,CK | BH 可 得 Rt 全 CKBWDRtA BHA. 
CK _ BK BC 


BH AH AB MC 


XX Rt 人 A EHPORIA EKC 
EH:CK EH'.BH.tg/ BAC 








有 HP Ek 7 EB BR 
_ EH': BH'tg/ BAC 
EB- AH:tg/ BAC 
E 
同 理 可 证 HQ = 上 BH 交 人 FAD 


EB- AH'tg/ EAD 

由 已 知 BAC= 人 /EAD. … HP= HQ. 

从 而 P.Q.、O 三 点 重合 , 于 是 AOL BE. 

4.25 半 贺 圆心 为 O, 直 径 为 4AB ,一 直线 交 半 圆周 于 C.D, 交 
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AB 于 M(MB<MA,MC< MD). 设 KK 是 全 AOC 与 全 DOB 的 外 接 圆 
除 点 O 外 之 另 一 交点 .求证 :MKO 为 直角 . 
(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[证 1] 连结 KB.KC. 由 A.OC.K 


四 点 共 圆 , 知 K 
LOAC= LOKC. : /SX 人 A 
由 B.O.D.K 四 点 共 圆 ， 4 NN, 


HA BDO= LBKO. 
从 而 AMD = LABD- /BDC= /BDO- LOAC 
=/ABKO- /CKO= /BKC, 

故 B.CK、M 四 点 共 圆 . 

得 由 ABC+BAC=90” 及 BAC= OKC 知 ， 

MKO= CKO+ CKM=90°, 即 人 MKO 为 交角、 

” 注 本 题 题 设 中 MC< MD 改 为 MD< MC ,证 明 过 程 同 . 

[证 2] 我 们 用 AOC 和 DOB 来 表示 会 AOC 和 全 DOB 的 外 
接 圆 .注意 到 K 是 O 点 关于 两 图 的 连 心 线 的 对 称 点 ,我 们 有 

了 MKO 为 百 角 <> M .O 在 @AOC 中 的 对 径 点 RO 在 @DOB 
中 的 对 径 点 S 三 点 共 线 ,我 们 用 解析 法 来 建立 后 一 结论 . 

设 O 点 坐标 为 (0,0),B 点 的 坐标 为 (1,0),A 点 的 坐标 为 (一 ,l， 
0) ,M 点 的 坐标 为 (a,0)(a>1),C 点 坐标 为 (cos01 ,sin91),D 点 的 坐 
标 为 (cosb ,sin9)), 则 MC.D 三 点 共 线 即 可 表达 为 








TW yw 1 a 0 ] 
zw 1 |= coso sno 1 |=0. 
ZJ YY) 1 cosb sing; 1 
BE <(sin0l — sing;)— sin(0; 0,)=0 (1) 
由 上 式 及 恒等式 
sin(O1 + 02)°sin( O01 — 0,)= (sinO! + sinO, ) (sinO| — sing, ) 
知 asin( O01 + 0)— (singl + sing,)=0 人) 


另 一 方面 ,由 二 RAO = 一 RCD= 卫 知 R 为 单位 圆 O 在 A 点 的 切 
线 与 在 C 点 的 切线 的 交点 . 亦 即 了 = 一 1 与 cosg zt+sinbgly= 1 的 交 
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保卫 人 怀 入 Pt 从 这 
包 可 种 











1 + cos 
点 ,于 是 尺 点 的 坐标 为 { -LS . 
sin0l 








多 _ 1—cos0,\ .、 
同 理 S 点 的 坐标 为 | 1, 一 : .这样 
类 四 
7ZM yu 1 
M、RS 共 线 <=> | KR yk 1 | =0. 
zs ys 1] 
a 0 1 
1 + cosO! 
一 ”一 一 一 一 1 
溃 sint =0. 
1 — cos0» 
sin02 


[ak(singl — sing ) — asin( 6 十 02 ) 一 Sn 一 中) 十 





I 

或 ny 

(sinO!1 + sing;) |=0 @ 
显然 中 式 与 @ 式 相 加 即 得 人 @ 式 ,从 而 命题 成 立 . 

. 4.26 给 定 一 个 半径 为 上 的 圆 及 其 一 条 长 度 小 于 /2 的 弦 AB. 直 
线 1 与 圆 相 离 且 与 直线 AB 成 4$" 角 ,而 且 给 定 圆 的 圆心 在 此 角 之 内 . 
试用 圆规 和 直 斥 在 直线 / 上 确定 一 点 C ,使 得 线段 AC 、BC 与 圆周 的 
交点 了 和 下 所 在 的 直线 与 AB 垂直 . 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 A'、B 分 别 是 点 A、B 关于 直线 /7 的 对 称 点 ,于 是 AABB- 
是 等 腰 梯 形 ,其 对 角 线 的 交点 C 当然 在 对 称 轴 / 上 .以 下 证 明 点 C 即 
”为 所 求 . 
将 线段 AB 、BA”、AA“、BB' 与 贺 的 交点 分 
” 别 记 为 D.E.F.G. 因 AB<V2, 所 以 线段 AB 
与 FG 不 交 , 于 是 四 边 形 FABG 为 等 腰 梯 形 . 
直线 4B 与 1 的 夹 角 为 45"， 
LBAF= /AFG=45". 
FG | AB. 
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/FAD= /AA'B= /EBG, 
FD=EG. . DEJFG. .«. DELAB. 
这 表明 点 C 满足 题 中 要 求 . 
事实 上 ,这 样 的 点 C 还 是 惟一 的 . 设 有 点 CE 1 满足 题 中 要 求 , 即 
有 DE LAB, 则 有 FD= EG. 从 而 人 FAC = 人 CBG. 所 以 点 A、B, 直 
线 AC 与 BG 的 交点 以 及 直线 BC 与 AF 的 交点 恰 为 等 腰 梯 形 的 4 个 
顶点 且 / 为 此 梯形 的 对 称 轴 . 这 表明 点 C 与 C 重合 . 
4.27 ”如 图 , 设 全 ABC 是 直角 三 角形 ,点 D 
在 斜 边 BC 上 , BD =4DC. 已 知 : 圆 过 点 C 且 与 
AC 相交 于 下 ,与 AB 相 切 于 4B 的 中 点 G. 求 证 : 






AD | BF 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1999 年 ) 人 
[证 ] 作 DE | AC 于 E， i 
则 AC= 广 AE, 且 AG=3ED. 人 
由 切割 线 定 理 站 
AG?= AF*AC=AF- AF. 
25 之 3 2 、 
故 471ED ~ AF AE, 即 5ED= AF.:AE. 


AB'ED= AF:AE. 故 一 = 

人 BAFHA ADE. 

人 BAFWA AED. 

ABF = /FAD. 而 /EAD + 
LDAB= 90"， 

LABF+ /DAB= 90", 

AD | BF. 

4"28 了 是 和 4BC 的 内 心 ,4T BT CT 的 延长 线 分 别 交 和 ABC 的 
外 接 贺 于 DE、F. 求证: EF | AD. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 





[证 ] 如 图 , 连 DE. 
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LB 


LADE= LABE= ， 
几 又 DEF = /BAD+ABCF 
何 _ A+AC 
卷 2 . 
/ ADE + /DEF 
LALB+AC_ x 
2 2 2 





元 


则 ADMF= /ADE+ /DEF= 7 


EF | AD. 
4.29 四 边 形 ABCD 内 接 于 半径 为 > 的 圆 ,对 角 线 AC 、BD 相交 
于 E. 若 AC BD, 则 EA?+ EB?+ EC?*+ ED*==4r7. 又 蔡 上 式 成 立 , 是 
否 必 有 AC | BD ,说明 你 的 理由 . 


(英国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] (1) 因 为 AC」BD， 所 以 
EA* + EB + EC* + ED? 
D B ~ AD2 + BC2 
= (2rsin ABD)’ + (2rsin BACY? 
—4ri(sin A ABD + sin 一 BAC) 
=4r’(sin / ABD + cos 7 ABD) 
A =4r*. | 
(2) 和 在 题 设 式 子 成 立 , 则 不 一 定 必 有 AC | 
BD ,例如 当 AC 和 BD 为 圆 的 直径 时 ,虽然 AC 不 与 BD 垂直 ,但 题 设 
式 仍 成 立 . 

4'30 设 DD 是 锐角 公 ABC 内 部 的 一 个 点 ,使 得 人 ADB = 人 ACB 
+90", 并 有 AC: BD = AD BC. (1) 计 算 比 值 i (2) 求 证 : 
全 ACD 的 外 接 贺 和 全 BCD 的 外 接 圆 在 C 点 的 切线 互相 垂直 . 

(第 34 届 国际 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 图 ,分 别 作 和 CBE = CAD, 人 ACD= 人 BCE. 

设 边 BE .CE 相交 于 EE. 

于 是 和 人 4ACDc2 和 BCE 
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AC AD CD 








MM pC BE CE, | 
由 已 知 AC: BD= AD':BC,， 

AC _AD 
外 BC BD. 


从 而 由 中 式 得 BD = BE. 
又 /ADB=/ACBD+ /CAD+ /ACB-= 
90°+ ACB, 


a 





CAD+ /CBD= 0. 从 











即 LCBE+ /CBD=90°, /DBE=90°. 
因此 全 DBE 是 等 晒 直 角 三 角形 . 
AC _ CD 直 
由 中 知 BC 7 CE R 
又 LACD=/BCE, BH /ACB= /DE. 直 
Ah4cBwACDE 二 
DE CE CD 他 
从 而 AB CB CA 内 
~ AB:'CD 
故 DE= A 
DE _ 4AB.CD 
因此 BD CA:BD =v2. 
(2) 如 图 , 设 CK ,CL 分 别 是 人 ACD 和 
全 BCD 的 外 接 圆 的 切线 . 


LLCD = LCBD, /AKCD = 
LCAD, 
由 有 LCD+ KCD= CBD+ 
/LCAD= 9%0". 
即 CL TCRK. 
4:31 了 工 为 全 ABC 的 内 心 ,内 切 圆 分 别 切 BC、CA 于 点 吕 、.E. 如 
果 BI 交 DE 于 点 G, 求 证 : AG | BG . 
(印度 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 连 DIC.IE 和 Ai, 易 知 
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9 半 己 


I 
LAIB= LBDG=9%0°+ LACB, 


又 /ABI= /GBD- 7 LABC, 


则 和 4ABIcAGBD， 
AB BG 
BI BD 
“. 人 ABGWA IBD. 
而 IDBD, 故 AG J BG. 
4.32 MN 是 圆 的 直径 , AB 是 垂直 于 MN 的 弦 , 位 于 弦 AB 和 
ANB 所 围 区 域内 的 线段 绕 A 旋转 ,使 得 B 转 到 B',N 转 到 N ,证 明 ， 
AP NP, 这 里 PP 是 BB 的 中 点 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
Bp'M [证 ] 设 MN 交 4B 于 X, 则 X 是 4B 的 中 
点 . 设 A4B 的 中 点 为 X .又 PP 是 8'B 的 中 点 ,从 而 
由 AB = 4 及 中 位 线性 质 可 得 
AX= XB= PX=XP=AX. 
B 由 XN= XN 及 相交 弦 定理 可 得 
~ 人 ~ [x7 MX:X'N’ = MX:XN= AX. XB 





N = PX:.XP. 
MX _ PX 
XV XP 


LNXP=90°+/ABYXP=90°+/PXB= /PXM. 

ANXPopAPXM 有 MPX=_/APN'X.. 

故 AMPN = 人 AMPX+AXPN + /XPYX 

/ =APN'X + AXPN + /PXB 
=(180°— APX'N’)+ /PX'B’ 
= 90°. 
MP | NP. 
重心 .求证 :CN OH. 


(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 如 图 , 连 OC .ON .OH CH BH. 
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由 一 4CB=60"， 知 CAH =30.. 

故 全 OCH 是 等 边 三 角形 . 

由 垂 心 日 , 易 得 CH= CH '; 

由 入 是 AB 中 点 , 知 ON 上 AB. 

而 CH14AB, 有 ON 2 CH 

故 OCHN 是 平行 四 边 形 . 

又 OC= CH, 知 ”OCHN 是 萎 形 . 

从 而 OH_LCN. 

4.34 ”如 图 ,已 知 在 全 ABC 中 ,AB= AC,O 〇 为 
全 ABC 的 内 心 ,连接 AO 并 延长 与 人 4BC 的 外 接 
圆 交 于 点 万 ,过 点 O 作 BC 边 的 平行 线 , 分 别 交 
AB、AC 于 .FF. 求 证 ;AB.、AC 均 与 人 FEFD 的 外 接 
圆 相 切 . 

(中 国 黑 龙 江 省 哈尔滨 市 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[证 ] 设 公 EFD 的 外 接 贺 为 CGO', 连 OC、 
DC FO.. | 

AB= AC， 
AD 是 外 接 圆 的 直径 ,日 人 ABC 的 内 心 及 人 EFD 的 外 心 均 在 





半 卫 全 卡 注 jot 吉 党 jet 


AD 上 . 
图 形 为 以 AD 为 轴 的 对 称 图 形 ,因而 只 需 证 @C 与 AC 相 切 . 
O 〇 为 人 ABC 的 内 心 ， 


A FCO= /OCB. 
X EF/BC, .. AFOC= /OCB. 

LFCO= /FOC, FO= FC. 
又 FEOD=DCF=90，.:… ， DC.O 四 点 共 圆 ， 


LFDC= /FOC= /FCO= /FDO. 
而 AAOFD= /ODFE, 
LOFD=/AFDC, OF/ BC, OFj AC, 
即 AC 与 @O' 相 切 . 
4.35 在 人 ABC 中 ,C=30", 点 O 和 1 分 别 是 外 心 .内 心 ,在 边 
AC 和 BC 上 分 别 有 点 D 和 上 ,使 得 AD= BE = AB. 求 证 : OI DE 日 
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Ol = DE. 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 考 试 ,1988 年 ) 
和 [证 1] 延长 AI 交合 ABC 的 外 接 圆 于 点 
AM ,连结 BD .OM 、OB BM. 
了 为 ABC 的 内 心 ， 
所 M 平分 BMC. 
OM | BC HAMOB= /BAC. 
AB=2RsinC= R= 0B8B= OM, 
., AD= BE= AB= 0B= OM . 
. 人 DABQLAMOB. .. MB= BD. 
又 ”了 是 内 心 ， ALC= 30”, 


1 1 
MBI=/AMBC+ACBI= > BAC+ 5ABC 





= 了 (180" LC)=75", 


LBMI= /BMA= /C= 30", 
/MIB= 75°. 
LMIB=/AMBI. .. MB=MI. 
AD= AB，AI 平 分 人 DAB， 
“. AILDB, 即 IM BD. 
又 OMIBE HH OM= BE, 
“… 了 了 OMI 和 人 人 EBD 的 两 对 边 分 别 垂 直 且 相等 . 
又 … 二 者 都 是 锐角 ， 
. 和 AOMISAFBD, 且 通过 旋转 90" 和 平移 可 使 两 个 三 角形 重 





中 


OILDE HH OI=DE. 
[证 2] 连结 [A 1B、ID .IE .OA .OB. 由 正 怠 定理 可 得 
AB =2RsinC = 2Rsin30° 
= R= OA = OB. 
全 OAB 为 等 边 三 角形 . 
1 为 内 心 且 AD= AB= BE, 
人 DAIEA 人 BAIQA 人 BEL. 
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LEIB = AAID= ZAIB 


| 、 
一 一 “十 人 一 10 ”， / 
7 (180° + LC)= 105 /Ny \ 
ID= 1B, IE= 1A. | } 
yy ~ 


将 人 ABC 所 在 的 平面 视 为 复 平面 ,内 心 有 / 


为 原点 .点 A 和 8B 所 对 应 的 复数 分 别 为 x 、<，. ~ 
设 A、BC 三 点 按 逆 时 针 方 向 排列 (如 图 ). 于 


是 夯 是 由 1B 按 顺 时 针 方向 旋转 210" 得 到 的 , 下 是 由 1A 按 逆 时 针 方 
向 旋转 210" 而 得 到 的 .、 


一 > Ax x 


ID= 1B ‘ee ze 








直 

EE= A eT, 4 

6 6 站 

DE= ze 一 之 2 eo Ah 

; 

a 一 一 和 昌 

BO 是 由 BA 按 顺 时 针 方 回旋 转 60 "得 到 ， 是 

一 一 一 pn 一 一 一 3 _: 瑞 .并 

BO= BA'e 3 7 (2 x2)e 3 


JO = IB + BO= z+ (zi =)e 


一 le ‘+z(l—-e 一 ) 
De se tol-e je 
.7 7T 一 一 
= 之 1 oo Z2 ee = DE 


DE]LOI 且 DE= OI. 
4'36 ”以 全 ABC 的 底 边 BC 为 直径 作 半 圆 , 分 别 交 AB、AC 于 点 
D 和 上 ,过 点 D 入 分别 作 BC 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 让.G ,线段 DG 和 
EF 交 于 点 M. 求 证 :AM |[ BC. 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1996 年 ) 
[证 1] 高 AH 并 连结 BE .CD ,于 是 
BE AC, CD | AB. 
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PDF BC，EGC BC， 
DF/ EG. 








AN . DM_DF_Sapsc _ BD:CD 
> MG EG Se BE:CE 
CN ， 
B Fr HG C CE BE 
人 ABEWAACD, 
CD_AC_AD 加 
BE AB AE- 
. . . AD BD AE_ CE 
DF/AH/EG, .. pi pF’ pe ™ ce 
AD_ BD: FH'.CG 加 
AE BF:HG:CE 
由 人 一 @, 得 到 


DM BD’:FH'CG __ BC:BF:FH:CG __ FH 
MG CE*HG:BF CG:BC:HG:BF HG 


MH // DF. 
DF BC, .. MH BC. 

又 AH | BC，..， 直线 MH 与 A 重合. 
AM | BC. 


[证 2] 作 辅 助 线 同 证 1. 
DF | BC, EG | BC， 
DF= BDsinB= BC:cosB:sinB, EG= BC:cosC sinC. 
DM DF cosB*sinB AC:cosB 
MG EG cosC'sinC AB:cosC 








AC AD 

售 ACDIA ABE, AB AF 

DM AD':cosB FH 

MG AF.coC ™ HC MH / DFE. 
“ DF]|BC, .. ME BC. 
义 ” AHJ」 BC，.. 直线 MH 与 A 重合 . 
. AM | BC. 
[证 3] 作 辅 助 线 同 证 1, 于 是 BE 上 上 AC,CD AB, 记 全 ABC 的 


重心 为 天 . 
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DF | BC, EG | BC,AH | BC, 

DF/ AH/ EG. 

rH_DK Heo _ KE 

FC DPC” BG BE 

FH FC:DK BE _ BE CF DK 

HG DC BG:KE CD BG KE 

KD _ BD 

KE CE 

又 CD’= CF:.CB, BE’= BG.BC， 
FH _BE CF:CB kD _BE CD’ BD 
HG CD BG:BC KE CD BE? CE 














人 BKDOACKE,.. 














CD* BL _ SApge DF _ DM 直 

BE:CE Ser EG MG 线 
MH/DFE. ~ DFJBC, .. MHLBC. 
又 A 」BC，.. 直线 AH 与 MH 重合 . 
AM | BC 行 

是 


[证 4] 作 辅 助 线 同 证 1, 于 是 AH .BE CD 交 于 一 点 , 即 垂 心 . 由 
塞 筷 定理 有 


AD BH CE 
“=1. CD 


EG | BC, DF BC, .. EG/DEF. 
GM _EG _Sarsc_ BE:CE 
MD DF Sap BD:CD 








HG _ CH 4F.CH 
AH/EG, .. -二 = = 一 一 一 . 
/ AFE CA ‘Po Ac ® 
XX AB.CD=2SAw = AC'BE. 中 
由 中 一 由 得 到 


AD.BH.GM _ AD.BH:AC., BE:CE 








由 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 定理 知 A 、M .五 三 点 共 线 . 
AM | BC. 
[证 5] 作 高 AH, 连 结 BE .CD ,于 是 BE | AC, CD | AB,AH.、 
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BE .CD 交 于 垂 心 氏 , 连 结 DE 交 AH 于 点 NN. 
直线 ANK 与 人 DBFE 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 
DA BK EN 
BA KE'DN™ 
人 BHKWA BECOA AEK, 


Wk 训 己 








DN_AD BK 
NE AB KE 


人 ACDIiHAABE，.. 一 = 一 . 


DF//AH, .. 一 = 一- 

又 BD’= BF BC， 
DN_CD BF BC_ CD:BD __ Sapec 
NE BE BD CE BE:CE SAggc 











Dr _ DM 

EG MG 
NM/EG. ‘. EGL|LBC, .. NM BC. 
NH | BC，..， 直线 NM 与 NH 重合 . 


点 MM 在 AH 上 ... AM | BC. 


[证 6] 以 圆心 为 原点 ,如 图 建立 坐标 系 . 不妨 设 BC = 2, EBC 
=o DCB=B8. 则 

BD 的 直线 方程 :y= ctg8. (x +1)， 

CE 的 直线 方程 :y= 一 ctga: (x -1). 

故 交 点 A 的 横 坐 标 


_ctga—ctgB _ sin(a— £8) 
ctgatctgB sin(a tfB) 
而 E(cos2da, sin2a), D(— cos28， 
sin28), 
C(cos2c ,0)， 天 (一 cos28,0). 
DG 的 直 线 方 程 : YY 一 
sin2pB 
— (cos2a + cos28) 





‘(Xx — cos2a), 
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Sin2w 











“ : 了 一 ‘(+ cos2p8), 
EF 的 直线 方程 :y= 一 ey (x + cos28) 
_ sin2ucos28 — cos2asin2p 
占 % 人 pI -Ml 一 一 二 一 
sin(a— 8) _ 
二 一 A 点 人 下) 
的 < (人 点 的 横 坐标 ) 


故 AM | BC. 
4.37 设 AB、AC 为 圆 O 的 两 条 弱 , 垂 直 于 BC 的 直径 分 别 交 AB 
于 下 .AC 于 G(F 在 圆 内 ) ,过 G 作 切 线 , 了 为 切 点 :求证 :下 是 工 在 OG 
上 的 正 射影 . 
”( 第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 








[证 ] 设 垂直 于 BC 的 直径 为 DE,@O 的 半径 . 站 
为 R. l 
OE | BC HBE= EC, 直 过 
LBAE= /EAC. a 
AF 是 人 FAG 的 外 角 平分 线 . 四 
又 因为 AD | AE, 则 AD 是 人 FAG 的 内 角 平 分 题 
线 ,从 而 有 
GD _ GA _ EG 





DF AF EF’ 

得 GD: EF= DF EG, 

OG- R)(R+ OF)=(R- OF)(R+ OG). 

化 简 得 ”OG: OF= R*= OT2. 

于 是 会 OTFOAOGT, 从 而 OFT= 人 OTG= 90'. 

即 ”TFL OG,F 为 全 在 OG 上 的 正 射影 . 

4.38 考虑 人 ABC 的 三 个 旁 切 圆 ,每 一 对 圆 恰 有 一 条 与 入 ABC 
的 边 不 同 的 公 切 线 , 这 三 条 公 切 线 组 成 一 个 三 角形 T,O 是 个 ABC 的 
外 心 .求证 : OA 与 三 角形 人 的 一 条 边 垂直 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 设 旁 切 圆 的 圆心 为 Is Tc, 则 十 、I 均 在 人 BAC 的 外 角 
平分 线 上 . 

设 折 无 切 直线 BC 于 DD, 则 

a =LAID 
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=360°— ACAL.- AC-90° 
=180° -AC-(ALCAI ~ 90°) 
=180"- ZC- 人 LBAC. 

设 FEF 为 @B、OC 的 另 一 条 公 切 线 ， 
EF 为 切 点 ， 





5 
则 TF = a. 
OAIc = LOAB+ BA 


= 村 (180 _ /BOA)+ 二 (180"- ZBAC) 
= 180° - BOA _ LBAC 


-180'- LAC- LBAC=a 


LOAIc=AIslcF,， 则 OAW LIF. 
”TFIEF, .. OAJLEF. 
即 OA 与 三 角形 工 的 一 条 边 垂直 . 

4.39 如 图 , 圆 O 和 圆 0, 与 人 4BC 的 
三 边 所 在 的 三 条 直线 都 相 切 ,EE、F、G 、H 为 切 
点 ,并 且 EG ,FH 的 延长 线 交 于 P 点 . 求证 : 直 
线 PA 与 BC 垂直 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 

[证 1] 延长 PA 交 BC 于 吕 D, 连 结 O01A、 

OIE、OIG .OA 、O;,F.O;,HH. 则 ( 见 图 ) 





| 1 ， 
ED _ Sa ppp 了 PE: PD'sin 1 
DF 1 
DePDF 7 PE:PDsinZ/2 
_ PE ‘sin 1 
PF sin2 

在 全 PEF 中 ,由 正弦 定理 ， 

PE _ sin PEFE 

PF sin PEF 
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同 理 
故 


在 全 


易 知 
故 . 


[证 2] 延长 PA 交 BC 于 点 万 .直线 PHF 与 人 ABD 的 三 边 延 长 
线 都 相交 .直线 PGE 与 人 4DC 的 三 边 延 长 线 都 相交 , 由 梅 涅 劳 斯 定理 
有 


连结 


FE .CE 是 圆 O| 的 切线 ， 


/PEF= /CGE=180 一 一 3， 
sin PEF = sin 二 3. 


sin PFE = sin 4. 
PHA 及 人 PGA 中 ,由 正弦 定理 ， 
sin /4 PA sn~1 Ac 
sinA2 AH’ sin/3 PA 
ED PA AG AG 
DF AH PA AH 














Rt 人 AGOIOIRtA AHO,, 直 
ED_ 4G_ 40 和 
DF AH A4O， 
/ ED _ AO 平 

OLEFO, 是 直角 梯形 ,由 DF AGO, 有 AD/ OE. L 
是 


AD|L BC， 即 PA_LBC. 








AH BF DP ,_ DP AG CE 
BH DF AP © AP CG DE 

AH.BF_AG CE 

BH DF CG DE 

CG .CE 为 @O, 的 两 条 切线 ,BF .BH 为 @O, 的 两 条 切线 . 


1 





、、 .4 Ac 

CG=CE, BF=BH, .. 天 = 下 

Oi1G、OJE .Oi1A、O0;A、O;F.O; 晶 ,于 是 OjAO; 为 一 条 直 
线 , 且 OIG1| GC, OH | BH. z 

入 OAGwOAH， 5 -A 

OE | EF,OFLEF, .«. OIE/ OF. 

OIE/AD/OSF .. ADJ|EF .. PALBC. 


[证 3] 过 A 作 AD | BC, 延 长 DA 交 直 线 HF 于 点 已 直线 已: 
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3 





HF 与 全 ABD 的 三 边 延 长 线 都 相交 .由 梅 涅 务 斯 定理 有 


AH.BF.DP _| 
BH DF AP | 
AH DP 
BH=BF, .一 一 一 一 1. 
H= BF Dr AP 中 


连结 OLA .OIE、O1G、0;A 、.O;F .OH. 于 是 O01AO, 为 一 条 直 
线 且 
OBELEFE，OIGLCG，OF1EF，O 万 | BF 





ODIEAADAOF 又 Ah4GOICOAAGOD，， 
DE AO! AG .| AH_AG 四 
DF AhAO AHF DF DE 

由 中 和 多 得 到 


AH DP Ac . DP _ DP AG CE 


1= 一 -一 一- 一 一 一 一 一 。 


DF AP’ DE AP” AP’ CG DE 
由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 P .GE 三 点 共 线 , 即 已 为 EG 与 FH 的 


区 所. 


点 P' 与 PP 重合 . .. AP BC. 
[证 4] 因为 GO| 和 EO, 是 全 ABC 的 
两 个 劳 切 圆 , 故 连 心 线 O10O; 必 过 点 A. 记 
Oi10; 与 EG 的 交点 为 也 ,连结 OjE,01B、 
BD DH .Os;H.OsF, 于 是 OIE | EF, OF | 
EF, O,H| BH. 
Ol 和 QO, 都 是 人 ABC 的 旁 切 圆 . 
CG= CE, BF= BH. 


CEG=ACOFE=900°— LACB, 


LBFH= /BHF= 90°~ LABC. 
ODE = 180"— ADE 


=180° (360°- DAB- /ABE-— BED) 
- -180° + (90’ -人 BAC) + (180° - /ABC) 


+ (90° — ACB) 
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=90"- LABC= 人 OiBE. 


“Oi.E.B.D 西点 共 圆 . 
/ODB=180° -AOIEB=%. 


1 
APDA=AOIDE=90 -3 4AABC= LB 


D.A.H.P 四 点 共 圆 . .…. APH= ADH . 
LAO,HB=90°= /A ODB= AOsFB, 

B.F.O;.H.D 五 点 共 圆 . 
LOFH= LO,DH= AADH= LAPH. … AP// FO;. 

* OFLBC, .. APLBC. 

[证 5] 作 PM_LBC, AN_LBC, MN 分 别 为 垂 足 , 则 原 命 题 等 
价 于 : MN 两 点 重合 , 记 入 ABC 的 三 个 内 角 分 别 为 全 A 一 如 GC, 二 
边 长 分 别 为 a .5 、c. 

QO 是 全 ABC 的 旁 切 圆 , 故 








+b+ ; 
CE=CG=4e <, ZE=90° <8 
/ 2 2 
+ p+ 
同 理 BF= BEH= 2 
ZF=9%0- 写 
E 
APFEF 中 ,， /EPF=180°- LE- LF=90 “ M(N)C 
/A 
> ， 革 
EF= EC+BF- BC=b+e. 
由 正弦 定理 得 
PE EF 
sinF sin EPC 
_C 
co8 SD > 
故 EM = PEcosE=(6b+ce) A . 
2 
设 R 为 人 ABC 的 外 接 圆 半 径 , 则 


BM = EM- EB 
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入 本 








许 言 忌 


= FEM- (EC- BC) 





=2R{(sinB + sinC): 











-RisnB+sinC+sin(C-B)]-2 ee 
= Risin(C—B)-sin(C+B)|] 
=2RsinCcosB 
= ccosB = BN. 

故 ”MN 两 点 重合 , PA | BC. 

[证 6] 作 AD_| BC, 设 直线 DA 分 别 与 EG 、 

FH 交 于 点 Pi.P;, 连 OIC .OC 与 EG 交 于 点 M， 

则 我 们 只 需 证 明 Pl 、P; 两 点 重合 , 即 DP = DP;. 

DC 了 CE .CG 是 Oi 的 两 条 切线 ,人 CMG =90 = 


1 
yy 0 CDP,, 
"2 
ARN 故 C.D、M.Pi 四 点 共 圆 ， 


EB D CF 1 
LDPIE= LDCO'= 7 LACB. 
另 一 方面 , 设 和 全 ABC 的 三 边 长 为 a.5、c,OIl 是 入 ABC 的 旁 切 


atote 

圆 , 故 ”CE = 7 = 
DE = CE - CD= s— becosC 

pe to eo _(s-b)(bte) 

2ap a 


Pi(P,) 


Ss, 


(s—b)(b+e) 
DE a 


tgZDPIE /ACB 
tg 7 


DP 
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-AR 





[8 Ss 
同 理 可 得 
(s—c)(b+e) 
DF a 
DD = /Dp FY ABC 
tg 5 





_ ¢ As 一 OCS 一 c) 


故 pp,- DP,, Pi.、 PP; 两 点 重合 ， 有 PA.| BC. 
[证 7] 用 解析 法 证 明 ， 注意 到 下 面 事实 ; 
1. 设 入 ABC 的 三 边 长 分 别 为 a、.5、c, 且 顶点 坐标 分 别 为 (xa， 
ya4) (rp;yB) (zcyy). 则 一 4 内 旁 切 圆 的 圆心 坐标 为 
~ aratbrBt+crc ~ ayat bygt+ cyc 
2. 设 O 的 方程 为 (x 一 xo)*+ (y— yo) = R*. 
则 过 圆 外 一 点 P(xi,y1) 回 加 所 引 两 切线 之 切 点 的 连 线 方程 为 
(zi— ro)(r- xo)+(y ~ yo)(y- yy)= RR’. 
取 BC 为 zx 轴 , BC 上 的 高 DA 为 y 轴 ,建立 平面 直角 坐标 系 . 
设 A(0,ya),B(xrg;0),C(xec,0), 且 全 ABC 的 三 边 长 为 a .5 、c, 面 
a+6t+t 





半生 芝 书 半 Er 才 入 pt 

















积 为 S,p p= 一 一 , 则 z 
To0™~ XB=aAa, Va = — xp’ = 6b 一 zc2. 
A ts 
由 2 7 12 ,2 
XC pb cc’ 
, 6 ca? a + 6b —e? 
得 za= 2a CT 2a 
B78 一 Xc 
对 于 口 O, 其 加 心 坐 标 为 | ,一 ,半径 为 =, 
EG 的 直线 方程 为 
Aare 十 brec— brs ( brp 一 CXe ) AYA | UYya 
Q 十 六 一 5 CC 十 百 一 C at+b—e > | 
SS 
(pp-e)? 
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3 高 已 





( p» 1 ) brp— cxe | UVA 
axre tt re — pr 均 TQaQVALYT TT 
! 人 c 十 上 一 CC “A\- CT 十 六 一 CC 


=2p(p—-a)(p- 6b). 





— brant+cere aya 半径 为 S 











L 心 佳 标 2 
对 于 圆 0,, 其 圆心 华 标 为 | 半径 为 一 
故 FH 的 直线 方程 为 
azpB tt cry Cr 一 brs a YA | A 
a—bt+e | a—bte a—bt+e ~ a~ p+te 
G2 
(pb 
ps) -brgt cred | Ah 
2X 有 BT 二 TCZB 一 CC 人 pie cy41 3 cb+ce1 


=2p(p~a)(p-e). 
EG .FH 的 两 直线 方程 相 减 ,得 


(a 十 已 十 Cr- (bx 一 co 人 








arctabp axp— ac 
二 
atpbp—ec a—bte 


] 1 ) 
2 2 
ta ys (— pi 2p(p-a)(c—-b). 9 
注意 到 
xcto XB~C 





ato—c a--obte 
a(zg+xc)-b(zxc—- xp)+ce(xc— rp)+ab-b ~acte 
(latb-c)la-bt+ce) 
bp*—c -abtactab—-b ~actec’ 
(at+b—c)(a-bt+ce) 











二 0， 
1 I 
A rp 
_ 2 1 1 
15 rpss pl 
=2p(p—-a)l(p~-6)-(p-e)) 
=2p(p—-a)(c—6b). 
故 由 的 可 得 x =0, 即 PP 点 横 坐 标 为 0, PA 上 BC. 
[证 8j 以 EE 为 原点 .EF 所 在 直线 为 工 轴 ,建立 直角 坐标 系 ( 如 
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图 ). 
由 题 意 可 得 
BC+CF= BS+ SH, 
BC+ EB= CK+ KG. 


SH= KG, 
两 式 相 减 得 EB - CF= CK - BS. 
又 BE=BS，CK=CF， 
EB= CF. 


设 @Oi 的 半径 为 rr ,QO, 的 半径 为 r，. 

设 B 的 坐标 为 (6,0),C 的 坐标 为 (c ,0). 

则 下 的 坐标 为 (5+c,0), Oi 的 坐标 为 (0, xj),O; 的 坐标 为 (8+ 
c,r2). 于 是 ,OI 的 方程 为 


r+ (yr = ri 


即 z+y -2riy=0. OQ) 
QO, 的 方程 为 [x 一 (b+c)]+(y-r2) = rr, 
则 z+ yy-2(6+e)r-2riyt (b+e)’=0. © 


EG 是 @O, 关于 点 C 的 切 点 弦 , 其 方程 为 


十 
cr +0°y-271"2 =0， 
即 cz 一 riy=0. 二 ) 


FH 是 OO; 关于 点 B 的 切 点 弦 ， A 


9 (+e)2=0, 





br +0°y 一 2(5+e) 工 一 2r2 2 5 
即 cz+trzy 一 c(a+c)=(0. (4) 
由 .得 交点 了 的 横 坐 标 为 

ri(b+c) 

rit+r, 
连 O1O; 必 过 A 点 , 连 OIS.O3H. 则 有 全 AO!1 SW 人 AO,H. 
故 OA CD 
AO,; OH rr;» 
由 定 比 分 点 坐标 公式 得 A 点 的 模 坐 标 为 





XP 
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直 
线 
二 
直 
或 
平 
行 
问 
题 








7 1 
+ -一 (8 二 
» ) (b+e) 


之 4 一 . 
rl rifr2 


峡 言 忆 
十 
| 


2 
由 xp= .xa 知 PA 垂直 于 z 轴 , 即 PA 与 BC 禾 直 . 
4.40 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 ,延长 AB、DC 交 于 EE, 延 长 AD、 
BC 交 于 下 ,又 EM 、FN 为 圆 的 切线 ,分 别 以 EEF 为 圆心 , EM 、FN 为 
半径 作 弧 ,两 统 交 于 K. 求证 : EK | FK. 
(中 国 出 西 省 太原 市 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[证 ] 连 EF, 过 B.C.E 三 点 作 贺 交 EF 
于 互 , 连 CH. 由 切割 线 定 理 知 ， 
EK’* = EM’ = EC: ED= EH' EF. 
又 FK*= FN’:= FC:FB= FH:FE. 
故 EK* + FK?:= EF*, PB EK | FK. 
4:41 凸 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0, 对 角 
线 AC 与 BD 相交 于 P. 人 AABP、ACDP 的 外 接 
册 相 交 于 P 和 另 一 点 Q@, 和 且 O、P、Q 三 点 两 两 
不 重合 . 斌 证: 人 OQP = 90". 
(第 7 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1992 年 ) 
[ 解 】 连结 AO .4Q .DO .DQ( 见 左 图 ). 
AQD = /AQP+ /PQD 
= 一 ABD+ /ACD 
=2A4BD= /AOD, 
A.O.Q.D 四 点 共 圆 .从 而 有 
LOQP = 一 OQ4 + 4QP 
= 一 OPDA+ /ABD 








1 
= LODAT+ 7 <A0D=%. 


4.42 在 矩形 ABCD 外 接 圆 的 4B 上 取 一 个 不 同 于 顶点 A .B 的 点 
M. 点 P.Q、R、S 是 M 分 别 在 直线 AD、AB.、BC 与 CD 上 的 投影 .证 
明 :直线 PQ 与 RS 互相 垂直 . 

(前 南斯拉夫 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
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[证 ] 如 图 ,建立 坐标 系 . 

设 单位 圆 O: x*+ y=1. 及 A (cos0， 
sin8)，M(cosa ,sina)(0<a<x 一 9). 由 对 称 
性 易 知 Q (cosa, - sin8), S (cosa, — sing ) ， 


Pl(cos0 ,sina ), R(— cos0 ,sina ). 











sina ~ sing at+0 
由 kro og oooo ™ 2 
人 = -smarsne -_tgzte 
一 Cos0 一 cosa 2 
。。 kpokrs= 一 上 . 
故 ”PQ | RS. 


4.43 设 以 OO 为 圆心 的 圆 经 过 全 ABC 的 两 个 顶点 A 和 C, 且 与 
边 AB 、BC 分 别 交 于 K 和 NN, 点 KK 与 N 不 同 ,又 设 入 ABC 和 公 KBN 
的 外 接 圆 交 于 B 和 另 一 点 M. 求 证 :人 OMB = 90". 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 延长 BM KN, 设 交 于 P， 
PM.PB= PN.PK. 

连 PA 交 贺 O 于 C ， 
PN.: PK = PC …PA. 

又 设 PA 交 公 ABC 外 接 圆 于 C0， 
PM: PB= PC.PA. : 

于 是 PC .PA= PC”.PA, 得 PC’= PC 

即 C 与 C 重合 且 为 圆 O 与 圆 ABC 的 交点 CC. 

因而 AC .KN 、.BM 的 延长 线 交 于 一 点 也. 

连结 MK .KO .OC .MC KC 和 MN. 

LBMN= /AKN= /NCP, 
MN.、C.P 四 点 共 圆 . 

XX AKMC=AKMN+ /ANMC= /KBN+ /NPC 

= 让 (KAC - KNC) 的 度数 ， 

及 KOC = KNC 的 度数 ， . AKMC+/KOC=180°. 

故 K、O、C、M 四 点 共 圆 ,从 而 有 
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各 本 全书 泻 et 中 迁 jot 





旺 阁 己 





LBMO = ABMK+ /KMO= ABNK+/ KCO 
=AA+/AKCO=90° 
4"44 ”四边形 ABCD 内 接 于 图, 个 BCD、 公 CDA、 人 个 DAB.、 公 ABC 
的 内 心 分 别 记 为 卫 、I2、B3、4, 求 证 :四 边 形 [1 了 ,1314 是 矩形 . 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1986 年 ) 
[证 ] 连结 A1;、AIs、BI;、BIs( 如 图 ). 


四 边 形 ABCD 内 接 于 贺 ， 

/ADB= /ACB. 
LABC+/BAC= /ABD+ /BAD. 
/LABC-/ABD= /BAD- /BAC. 


TB = /ABI, -ABIl; 
-本 (ABC ~ LABD) 


= (LBAD- ZBAC) 
= BAI;— /BAL, 
= /1AL. 

4. 了 1 7 四 点 共 贺 . 


ll1B=x- /BAl;= +- LBAD. 
同 理 IB=x -LBCD. 
1 
LIB+ ZhlsB=2r -3 (LBAD+ LBCD)= 


bl = 二 即 90 . 


闻 理 hl= Ll-= /bb1 =90°. 
四 边 形 人 人 117314 为 矩形 . 

4'45 ”三 个 圆 两 两 相 切 ,过 三 个 切 点 再 作 一 阁 . 求 证 :这 个 阅 与 原 
来 的 三 个 圆 都 垂直 (过 两 个 圆 的 交点 所 引 的 两 圆 的 切线 之 间 的 夹 角 , 叫 
做 这 两 个 加 的 夹 角 ). 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[证 ] 设 信 0O) (10), woxkr) GOi(r3) 两 两 相 切 于 A 、.B、C, 则 


220 世界 数学 奥林匹克 和解 题 大 辞典 





OIC 、O, 共 线 ;0 .4 .O03 共 线 ; O3、B、O| 共 线 . 
过 A 作 O;,O; 的 垂 线 , 即 所 0 GOi 的 公 
切线 .过 B 作 O10O; 的 垂 线 , 即 人 yO GO3 的 公 
切线 ` 设 两 公 轨 线 交 于 O 〇 点 (如 图 ). 
LAO;3A0= LO;BO= 90°", 
O3A = 0O;3B, 0O0;= O00; 
“， 全 O04A0O; 旦 全 0BO3， 有 04= OB 
又 O04- O03=r4-r3, O04- O01= ri—r? 
. O01- O03=r?—r3 
故 OC {O10; § OA = OB= OC. 
即 ”O10O;,O20;,O;30O1 都 是 O(OA ) 的 切线 . 
故 @O 与 ©O(、@0O,、©0O; 都 垂直 . 


(二 ) 平 行 问题 


4.46 ”如 图 , BD 平分 ABC, AD | 
BD ,AE = EC. 求 证 : DE// BC. 2 
(中 国 浙 江 省 宁波 市 数学 竟 赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 延长 AD 交 于 BC 于 FF. 








BD 平分 ABC ， 

且 4DLED 即 BD | AF,， 
4D= DF. 

x AE=EC, .. DE/ BC. 





4.47 如 图 ,已 知 : C 是 线段 4B 上 一 
点 ,全 4ACD 和 入 BCE 是 两 个 等 边 三 角形 ,点 也 下 在 4B 同 旁 ,4E 交 
CD 于 G,BD 交 CE 于 日 .求证 :GH/ AB. 
(中 国 河南 省 郑州 市 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] 据 题 意 , 有 人 BCE = ECD = 
LACD=60". 且 AC=DC, CE= CB, ”个 
人 人 ACE 人 DCB. 故 一 AFC = A 
/ABD. A 
在 人 GCE 和 个 HCB 中 ， 人 AEC = 
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LABD, LBCE= /ECD, HCE= CB. 
人 GCEEQAHCB. 有 C6G= CH. 


”从 而 会 GCH 为 等 边 三 角形 ,有 人 人 GHC= 人 HCB=60"， 
y GH/ AB. 
[证 2] ** ACD=60'*= 人 LCBE, .. CD/BE. 


EG BC BE EH 
GA CA CD HC 
GH/ AB. 
4.48 在 全 ABC 中 ,引出 高 线 AE、BM 和 CP, 已 知 ; EM / AB、 
EP/ AC ,求证 : MP/ BC. 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 由 题 设 知 人 APC= AEC = 90"， 
A .PE.C 下 点 共 圆 . 
从 而 人 PEB= 人 BAC. 
又 PE/AC, .. /PEB= /ACB, 
, ， 故 人 BAC= 人 ACB. 
E 同 理 可 证 BAC= ABC. 
全 ABC 为 等 边 三 角形 . 故 有 PM/ BC. 
4.:49 ”如 图 ,已 知 : A 是 全 ABC 中 一 A 的 平分 线 , 在 AB、AC 边 
上 截取 BD= CE,M 是 DE 的 中 点 ,N 是 BC 的 中 点 ,求证 : MN/ AH. 
(中 国 黑龙 江 省 齐齐哈尔 市 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] 连 BE, 取 BE 中 点 P, 连 PM PN， 
则 PM .PN 分 别 是 入 EDB 和 全 BCE 的 中 位 线 ， 
则 全 PMN 为 等 腰 三 角形 . 故 3= 一 4. 
又 AMPN= /AS5+ /LA6+ LAC=LB+ 
LAC, 
从 而 A3+L4= 人 人 A, 又 A3= 一 4， 





1= 一 3. 
延长 PM 交 4 万 于 Q, 由 人 1= 人 7, 人 1= 人 3， 
得 3= 一 7. 

MN/ AN. 
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4'50 设 BP.CQ 是 入 ABC 的 内 角 平 分 线 , A 日 .AK 分 别 为 A 到 

BP .CQ 的 垂 线 ,求证 :天 五 [BC 
(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 延长 AH 交 BC 于 HH. 
在 全 ABH 中 ,因为 BH 平分 人 ABH ， 
BH AT 

故 全 ABH 是 等 腰 三 角形 ,所 以 AH = 

pp 





同样 ,延长 AK 交 BC 于 天 ,可 证 
AK = KK 

因此 KH 是 全 AK'HH 的 中 位 线 , 故 KH/ BC. 

4'51 在 全 ABC 中 ,M 为 BC 的 中 点 ,PR 分 别 在 AB、AC 上 ,Q 
为 AM 与 PR 的 交点 且 QQ 为 PR 的 中 点 .求证 : PR/ BC. 

(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 由 QQ 为 PR 的 中 点 及 M 为 BC 

的 中 点 可 得 


9AaPQ SAABM 


闭 生计 书 池 区 这 peor 








则 人 一人 = 个 人 


AB 
AP AR , 
即 有 = PR/ BC. 


4'52 在 全 ABC 中 ,AB= AC, 点 O 和 了 分 别 为 人 ABC 的 外 心 和 
内 心 ,点 DD 在 边 AC 上 上 且 使 得 OD.j_CI, 求 证: ID/ AB. 
(全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 当 O 与 1 重合 时 ,结论 显然 成 立 . 故 只 需 就 O 与 了 不 重合 
的 情形 来 证 明 . 这 时 ,由 于 等 腰 三 角形 的 形状 不 同 . O 与 1 的 位 置 关系 
也 有 下 列 三 种 可 能 情形 : 
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三 种 情形 的 证 明 是 完全 类 似 的 , 故 以 下 只 就 第 一 种 情形 给 出 证 明 . 
作 BC 上 的 高 AE, 则 点 O 和 1 都 在 AE 上 .连结 OC 
LF=%0°= /AOEFEC, 
OF.EC 四 点 共 圆 . 
又 了 为 内 心 ， ”DCF= 一 ECF= 一 EOF. 
O、T.C.D 四 点 共 圆 . 
IDC=AIOC= /AOAC+ /OCA=2/ OAC= /CAB. 
ID/ BA. 
4*53 在 给 定 的 不 等 边 三 角形 A1A,A; 中 ,用 如 ;表示 顶点 A; 关 
于 由 顶点 A; 引出 的 角 平 分 线 的 对 称 点 ,其 中 i,j€ 11,2,3| .求证 :直线 
Bi2B21、B13B31 与 B23B32 相 互 平行 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 设 AiC1、A2C,、A3C; 是 人 AlA,A; 
的 三 条 角 平 分 线 , 因为 线段 A,A; 关于 直线 
AiCi 的 对 称 线段 是 B Bi ,所 以 直线 A,A; 与 











B21B3 交 于 点 Cl * 
由 三 角形 内 角 平 分 线 的 性 质 可 得 
AlA; CiA; 
AiA; CiA; 





BiG BizA2- CA, AiA,-CiA, AiA, 
BC BuiA3-CiA; AiA;3-CiA3 AiAs: 
BaC1! AA, .| ByC!_ BCl 
BaC! AsA3’” ~ BiaC: BaCi 











同 理 
X LByCiBy= LByCB,, 
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ABCBcOAB3CIB 有 BB2/ BBa. 
同 理 可 证 BBy/ BisBa. 
大 ”By1Bs/ BiyB31/ BB3. 
4*54 在 正方 形 ABCD 内 任 取 一 点 五 ， 
连 AE .BE ,在 全 ABE 外 分 别 以 AE .BE 为 边 
作 正 方形 AEMN 和 EBFG, 连 NC、AF. 求 
证 :NCV AF. 
(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 连 ND、CF. 
ABCD 、AFEMN 、EBFG 均 为 正方 








形 . 





“ /1=/2, L3=L4. 
上 且 BF= BE, BC= BA= DA, 和 
AE = AN. 

人 BFCQA BEASADNA. 名 

题 


. FC= EA=NA, /A1=/2=/ANDA, BF= BE= ND. 
在 全 NDC 与 人 FBA 中 ， 

BF= ND, DC= AB, 
LNDC= ANDA+90 = /1+90°= /ABF. 


ANDCLQAFBA .. AF=CN. 
由 AF= CN,FC= NA 知 四 边 形 AFCD 是 平行 四 边 形 . 
NC/ AF. 


4*55 证 明 : 如 果 凸 四 边 形 一 组 对 边 的 中 点 连 线 ,等 于 另 一 组 对 边 
长 度 之 和 的 一 半 , 则 它 的 这 组 对 边 互 相 平 行 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1948 年 ) 
“ [证] 在 凸 四 边 形 ABCD 中 , 若 AE = EB， 
DF= FC, 且 EF= 本 (4D+ BC). 
取 对 角 线 AC 的 中 点 M, 连 EM 、FM (如 
图 )， 


则 EM YB, FM LAD. 
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又 已 知 EF= (AD+ BC), 


EF= EM + FM. 
即 玉 \.F、M 三 点 在 同一 直线 上 ， 
故 BCV AD/ EF. 
4.56 求证 : 若 一 个 凸 五 边 形 的 四 条 边 平行 于 所 对 的 对 角 线 , 则 第 
五 条 边 也 平行 于 所 对 的 对 角 线 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 凸 五 边 形 ABCDE , 且 
AB// CE, BC/ AD, 
BE/ CD, DE/ AC. 
则 由 同 底 等 高 三 角形 的 面积 相等 可 得 
SAABE = SAABC = SADBC = SADEC 
J y = SApEa. 
AE/ BD. 
4"57 ”在 平行 四 边 形 的 每 条 边 上 各 取 一 点 ,使 得 以 这 四 点 为 顶点 
的 四 边 形 的 面积 等 于 平行 四 边 形 面积 的 一 半 . 求 证 :该 四 边 形 至 少 有 一 
条 对 角 线 平行 于 平行 四 边 形 的 边 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
) [证 ] 大 HF/ AB, 则 结论 自然 成 立 ,以 
下 设 HFX AB. 
过 点 昌 作 HM/ AB 交 BC 于 点 M ,连结 
ME MG ,于 是 四 边 形 ABMH 和 HMCD 都 是 
平行 四 边 形 . 所 以 有 





SFEMGH = 7 SABD = SEFGH: 
SAEMG = SAERG. 
FM/EG, BW EG/ BC. 
4.58 连接 叫 四 边 形 一 组 对 边 中 点 的 线段 等 于 另 一 组 对 边 和 的 一 
半 , 问 这 个 凸 四 边 形 是 什么 四 边 形 ? 证 明 你 的 结论 . 
(中 国 浙江 省 绍兴 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 这 个 凸 四 边 形 是 梯形 或 平行 四 边 形 , 证 明 如 下 : 
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设 凸 四 边 形 ABCD 如 图 ,下 .下 是 边 AB .CD 的 中 点 ,连接 BD , 取 


BD 中 点 AM ,连接 ME 、MF, 则 EM= 二 4D MF= 广 BC 


由 已 知 EF=7AD+ 7 BC= ME+MF， 4 ) 
所 以 M 在 EF 上. ， 

又 由 于 EM/ AD, MF/ BC, f 
故 BC//EF, AD// EF. B C 
从 而 AD/ BC. 


因此 ,ABCD 是 梯形 或 平行 四 边 形 . 
4.59 凸 四 边 形 的 每 一 条 对 角 线 都 平分 四 边 形 的 面积 .求证 :这 个 
四 边 形 是 平行 四 边 形 . 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 设 O 是 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 的 
交点 , 作 BK L AC 于 K,DL | AC 于 L( 如 图 ). 
SaABC ™ SaAnDc, 
BK = DL. 
A 人 BOKSQADOL, BO= DO. 
同 理 可 证 4AO = CO. 
故 ABCD 是 平行 四 边 形 . 
4.60 在 是 四 边 形 ABCD 的 边 AB 和 BC 上 , 取 点 五 和 下 ,使 线段 
DE 和 DF 把 对 角 线 AC 三 等 分 ,已 知 ; 公 ADE 和 公 CDF 的 面积 都 等 于 
四 边 形 ABCD 面积 的 二 .求证 ;四边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 先 证 E 和 下 分 别 为 AB 和 BC 的 中 点 . 
设 DE .DF 交 AC 于 P.Q. 
由 AP= QC 可 知 Saapp= SAcop. 
又 让 已 知 SA apr = OAcPF， 
SAAPE ~ SACwF- 
因此 ,EE 和 下 到 AC 的 距离 相等 . 
所 以 EF/ AC， 并 有 





站 


< 






入 
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>ABDF _ BF BE 四 SABDE 一 
SAcpF FC EA 9a4DE 


几 ‘Sapp= SApbeE + SABDF + AcCDF 十 SAADE 
k =(k+1)(SAcme t+ SAADE) 


1 
= (kt 1 ) Sypep:. 


于 是 1= 了 (t+D)， 得 k=1. 

从 而 BE= EA,， BF= FC. 

又 FQ 为 全 BPC 的 中 位 线 , 所 以 ”BP/ FD. 
类 似 地 有 ” BQ// ED. 

所 以 四 边 形 BQDP 为 平行 四 边 形 . 

从 而 它 的 两 条 对 角 线 在 交点 M 处 互相 平分 即 有 


BM= MD, PM= MQ, 
又 由 AP=QC 得 AM= MC. 
因此 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 . 
4.61 在 平面 上 引出 直线 a、b5、c、d, 其 中 任何 两 条 都 不 平行 , 任 
何 三 条 都 不 相交 于 同一 点 .已 知 直线 a 平行 于 由 直线 6、c .4 所 围 成 的 
三 角形 的 一 条 中 线 .求证 :直线 5 平行 于 由 直线 a、c .ad 所 围 成 的 三 角 
形 的 某 条 中 线 ， 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 公 BCD 是 由 b,c,4d 所 围 成 的 三 
角形 ,BE 是 全 BCD 的 一 条 中 线 . 
设 公 BMN 是 由 a,c,a 所 围 成 的 三 角形 , BF 
。 是 个 BMN 的 一 条 中 线 . 
过 点 C 作 CA/a 与 BF 交 于 G, 与 c 交 于 
A( 如 图 ). 
CG _ BG GA 
MF BF FN 
CG=GA. … B 为 AD 中 点 ， 





BG Lees) 
由 a 、c.d 所 围 成 的 全 BMN 的 一 条 中 线 BFA 
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4.62 自 圆 O 外 一 点 P 向 立 O 作 切 线 PA , 切 点 为 A, 再 由 PA 的 
中 点 M 作 兽 〇 的 割 线 和 圆 O 交 于 B.C 两 点 , PB, PC 分 别 交 圆 O 于 
DD 点 和 五 点 ,求证 :DEV PA. 

(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 

[证 ] 由 贺 帘 定理 ,得 : 


aM 
MA“*= MB MC, S87 
而 MA= MP， /A 
“*. MP’?= MB: MC, ” 多 
gy MB_ MP 
C 


xX /PMB= /CMP, 

.. 人 PMBWACMP, / MPB= /MCP. 

但 MCP= /PDE, .. /MPB= /PDE, 

故 DE/ PA. 

4:63 ”在 锐角 公 ABC 中 ,了 C> 人 人 B, 点 也 是 边 BC 上 一 点 ,使 
了 ADB 是 钝 角 , 日 是 全 ABD 的 重心 ,点 下 在 人 ABC 内 部 月 在 全 ABD 
的 外 接 圆 周 上 .求证 :点 下 是 全 ABC 的 重心 的 充 要 条 件 是 : HD // CF 
且 五 在 全 ABC 的 外 接 圆周 上 . 

(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1999 年 ) 

[证 1] 《〈 必 要 性 ) 设 下 是 和 4BC 的 重心 (如 
图 ), 记 AH 交 BC 于 点 己 , 且 BH 交 AD 延长 线 于 
QQ. 

一 方面 由 于 下 是 个 ABC 的 垂 心 , 易 知 

LAFB= 180°- /ACB, 

又 因为 下 在 全 ABD 外 接 圆 上 , 知 

LAFB= /ADB. 

再 由 妃 为 A4BD 的 重心 , 知 人 ADB= 180' -人 AHB， 

人 辽 AHB= 人 ACB, 故 晶 在 全 ABC 外 接 圆 上 ， 

万 一 方面 ,由 互 .P.D.Q 四 点 共 阅 ,有 人 HDP= /HQP; 

又 由 A、B、Q.P 四 点 共 圆 ， 有 HQP= 人 PAB， 

又 LPAB=90°- /ABC= /FCB, 

LHDP=AFCB, 故 HD/ CF. 
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宫 卫 半 卡 基 卫 洛 沾 可 





总 已 


(充分 性 ) 由 HD/ CF; 有 HDP= 人 FCB. 
仿 上 有 PDH=APQH= 人 人 BAP, 故 BAP= /BCF,， 
CF | AB, 知 下 在 AB 边 上 的 高 CN 上 . 
H 在 全 ABC 外 接 圆 上 ， 


N “. LACB= LAHB. 
又 ”日 为 人 ABD 的 垂 心 ， 
; . “. LADB=180°- LAHB, 


故人 AFB+ ~ACB = 180". 
设 公 ABC 的 垂 心 为 已 则 ~AFB=180 -人 ACB. 
肴 点 下 在 线段 FN 内 , 则 人 AFB> 人 AF'’B; 
奉 点 下 在 线段 FC 内 ， 则 ”AFB< AF'B. 均 茸 逢 . 
下 与 天 重合 , 即 下 为 入 ABC 的 垂 心 . 
[证 2] 首先 注意 到 下 面 的 事实 : 
设 全 UVW 中 ,了 人 UVW 和 VWU 均 为 锐角 , 则 点 PP 是 人 UVW 
垂 心 的 充 要 条 件 是 :UP | VW，, 且 VPW=180° -人 VUW. 
(1) 关 HDA CF, 且 五 在 人 ABC 外 接 圆 上 , 则 CFAB, 且 
LAFB= /AADB=180°- /AHB=180°- /LACB, 
故 点 下 是 人 ABC 的 重心 . 
(2) 生 点 下 是 人 ABC 的 垂 心 ,有 HD/ CF, 且 
LACB=180°- /AFB=180°- /AADB= /AHB, 
A、B.C.H 四 点 共 圆 . 
4.64 以 直角 三 角形 的 直角 边 AB 为 直径 作 圆 交 和 斜 边 于 D, 过 DD 
作 圆 的 切线 交 另 一 直角 边 于 五 , 则 五 与 圆心 的 连 线 必 平行 于 斜 边 , 试 
加 证 明 . 
(中 国 重庆 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 1] 者 和 ABC 是 直角 三 角形 , 人 ABC = 


90", AB 是 圆 O 的 直径 ,ED 切 圆 于 D,E 在 BC 上 . 
1 连 BD， 
…A4B 是 圆 O 的 直径 ， 
XY ADB= /LCDB= 90". 
CE 8B ALABC=90"， 
EB 切 圆 O 于 8B. 
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ED 切 贺 OO 于 DD， 
EB= ED, /EDB= /EBD. 
ECD= /EDC, CE= ED= EB. 


又 AO=BO, .. OE/ AC. 

[证 2] 连 BD,… DD 在 以 AB 为 直径 的 贺 O 上 ， 
LADB=90.. 
LABC= 90°, 


EB= ED, LDEF= /BEF. 
EO LBD, 即 EFD=90". 
EO/ AC. 

4.65 设 吾 为 全 ABC 的 垂 心 ,P 为 该 三 角形 外 接 圆 上 的 一 点 ,五 
是 高 BH 的 垂 足 ,并 设 PAQB 与 PARC 都 是 平行 四 边 形 ,AQ 与 HR 交 
于 X. 证 明 :EXAAP. 

(第 37 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 

[证 ] 连 PR 交 AC 于 M, 则 M 为 AC 中 
点 ,也 为 PR 中 点 , 作 公 ABC 外 接 圆 的 直径 BD， 
连 DA .DC .HA HC. 

DA AB,HC| AB, .. DA/HC. 

同 理 DC/ HA. Sy 

故 四 边 形 AHCD 为 平行 四 边 形 ,M 为 DH .Bp 
的 中 点 . 连 PH、DR 、.DP ,于 是 四 边 形 HRDP 为 
平行 四 边 形 . 故 HR/ DP. 

QX/ BP,BP | DP, .. HR QX, /AXH = 90°. 

又 了 AEH=90", 故 4、 玉 王 .X 四 点 共 圆 . 

4.66 给 定 一 个 半圆 入 ,其 圆心 为 O, 直径 为 AB. 在 半径 OA 上 
取 一 点 S$S, 使 S$S 异 于 点 O 和 4, 由 点 S 引 两 条 射线 ,使 它们 与 AB 交 成 
等 角 , 且 分 别 交工 于 点 长 和 上 .由 点 K 作 射 线 SK 的 垂 线 交工 于 另 一 
点 从, 且 N 异 于 点 上 ,求证 : NL/ AB. 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 

[证 ] 将 半圆 卫 扩 充 为 圆 ,延长 KS 交 @O 于 点 1M. 因 为 人 NKM 
为 直角 ,所 以 连结 NM 必 过 圆心 O. 

LKSA= /LLSB, 






i 


仿古 
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AMSB = LSB. 
MB=1B. 
又 /AON= /BOM, 
AKN= MB=1B. .. NL/AB. 
4.67 在 圆周 上 给 定点 A、B、M 和 六 ,从 点 
M 分 别 引 垂直 于 NB 和 NA 的 弦 MA4| 和 MB, 求 
证 :直线 AA| 和 BB 平行 (如 果 A=Al 或 B= Bi, 那 么 直线 AA, 和 
BB 是 在 点 A 和 8B 的 圆 的 切线 ). 
(第 15 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 在 确定 点 A、B.N 的 情况 下 ,不仅 给 
定点 M 便 确定 了 点 Al 和 Bi, 而且 给 定 了 点 Al 
使 确定 了 点 M ,进而 也 就 确定 了 点 Bl, 于 是 ,在 
确定 的 A、B.、N 的 情况 下 ,我 们 得 到 圆 到 它 自身 
的 变换 pg:Al 一 BI. 
变换 p 是 关于 经 过 圆心 O 的 直线 11 /NB 
和 71,/NA 的 两 个 轴 对 称 的 合成 ,结果 是 一 个 旋 
转变 换 . 旋转 中 心 是 1 与 1 的 交点 O ,为 了 确定 旋转 角 ,我 们 确定 点 
B 的 对 应 点 p(B). 
设 如 关于 和 的 对 称 点 为 M ,由 于 人 MBN = 90", 所 以 M 是 过 点 
NN 的 直径 的 男 一 端点 ,类 似 地 M 关于 7; 的 对 称 点 是 A, 因 此 p(B)= A. 
如 采 把 从 点 A 到 点 B 的 弧 和 和 角 的 方向 当 作 正 的 ,那么 p 是 以 AB 
所 对 圆心 角 的 共 思 e 角 ( 即 360° - AOB 为 旋转 角 的 旋转 变换 ,所 以 总 
有 
AiBi=2x~ AB. 
也 束 是 A1B1 与 4B 大 小 相等 自 方 向 相反 ,从 而 AA1/ BB,. 
4.68 已 知 :在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,直线 CD 与 以 AB 为 直径 的 圆 
相 切 .求证 : 当 且 仅 当 BC/ AD 时 ,直线 AB 与 以 CD 为 直径 的 圆 相 切 . 
(第 25 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ](1) 如 果 BC/ AD. 
设 AB 的 中 点 为 E,CD 的 中 点 为 下 , 则 
EF/ AD/ BC 
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又 设 以 4B 为 直径 的 圆 切 CD 于 G. 过 正 作 FD 
AB 于 H. 
所 以 SAAFF = SADEF, 
即 宁 DF.EG= 本 AE:EH， 
AE=EG, .. DF=FH, 
同 理 ”CF= FH. 
因此 ,五 在 以 CD 为 直径 的 圆 上 ， 
又 FH AB. 
AB 与 以 CD 为 直径 的 圆 相 切 . 
(2) 如 果 AB 与 以 CD 为 直径 的 圆 相 切 ， 








同 理 ”BC/AEF. 故 BC/W AD. 

4.69 ”如 图 ,在 古 四 边 形 ABCD 中 , AB 与 CD 
不 平行 ,加 O| 过 A、B 且 与 边 CD 相 切 于 王 , 圆 O， 
过 CD 且 与 边 AB 相 切 于 Q , 圆 O1 与 圆 O, 相交 于 
FF 下. 求证 : EF 平分 线段 PQ 的 充分 必要 条 件 是 
BC/ AD. 

(第 5 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1990 年 ) 

[证 ] 依 题 意 , 找 一 个 中 间 量 既是 AD/ BC 
的 充 要 条 件 ,又 是 EF 平分 线段 PQ 的 充 要 条 件 . 

(iD 首先 证 明 : AD/ BC ”的 充 要 条 件 是 _PD:PC=Q4.QB. 

如 图 ,延长 CD 和 BA , 设 它们 的 交点 为 S. 

设 SD=4ad, SP=p, SC=c, SA=a, SQ=g, SB=b. 

由 AD// BC 可 得 , 它 的 充 要 条 件 是 = 

SC SB 


即 Tp ac = ba QD 
SP 是 加 O 的 切线 ,由 切割 线 定理 得 


SP*= SA.: SB. 


设 切 点 为 H, 则 FH=DF, 又 AE=EG. 
重 

工 DFEG= 工 AE.FH 直 

2 2 四 

BE SAAFF = SADEF. .. AD/ EF. 和 
问 

题 
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即 p=ab. 
同样 由 SQ 是 圆 O, 的 切线 ,有 
SQ’ = SD': SC, 
即 o = cd. 
于 是 p= Vab, gqg= Vca. 
且 PD:PC=(p-d)(c-p)=p(c+d) 
—cd—p” 
= Vab(ct+d)-cd-ab 外 
又 QA'QB =(g-a)(b -gq)=g0~ab -gq + ga 
=g(a+b)—-ab-g’ 
= Ved(a+b)~ab-cd 地 
下 面 比较 VB(c+d) 和 Vda(a+5). 
[Vab(c+d)]= abc* + abd’? +2abcd 
{ Ved (a+6)] = a’?cd + bcd +2abcd 
由 ac= 刀 ,有 Vab(c+d)= Vcd(a+5b), 
由 @ .四 和 @ 得 PD:PC=Q4:QB 
反之 ,由 全 及 加 ,名 和 @ 也 可 得 ac = bd. 
即 BC/ AD. 
于 是 证 明了 BC// AD 的 充 要 条 件 是 PD: PC = QA* QB. 
(i) 下 面 证 明 : EF 平分 线段 PQ 的 充 要 条 件 也 是 
PD: PC = QA': QB. 
记 PQ 与 EF 交 于 天 .延长 PQ 与 QP 分 别 交 两 圆 于 TI. 于 是 由 相 
交 弦 定理 得 


QOQO 


PD. PC= PI: PQ ® 
QA: QB = QJ: PQ 人 @ 
又 由 于 KJ :KP= KQ:KI 

KP=KQ, .. KJ=KI!, 


即 KJ—KQ= KI-KP 或 QI/=PIi. 
由 @、@ 和 @ 得 ”PD': PC = QA': QB. 
反之 ,由 名 得 ”PI. PQ = QJ:PQ,， 

从 而 可 得 ”PI= QJ. 于 是 KP= KQ. 


Oe 
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因此 ”EF 平分 线段 PQ( 即 KP = KQ) 的 充 要 条 件 是 PD': PC = 
Q4.QB. 

综合 (i), (让 可 证 :EF 平分 线段 PQ 的 充 要 条 件 是 BCA AD. 

“4'70_ 菱形 ABCD 的 内 切 圆 O 与 各 边 的 切 点 依次 为 E、F、G\ 显 ， 
在 EF 和 GH 上 分 别 作 Q@O 的 切线 交 AB 于 点 M, 交 BC 于 点 N, 交 CD 
于 点 P, 交 DA 于 点 Q, 求 证 : MQ/ NP. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[证 1] 连结 AC、BD 交 于 内 切 圆 的 
圆心 0, 记 MN 与 ©@O 的 切 点 为 工 ,连结 
OE .OF .OM .ON 、OL ,于 是 有 

OE | AB, OF | BC,OL | MN. 

记 MOPR = «a, ANOF = 8, 
4BO=p， 于 是 

29+2a+28=180°, p+at+fB=90°. 

LAOM= o+a= /CNO, 
LCON= vo+ B= /AMO. 





你 囊 冲 卡 如 人 售 其 jot 


人 AMODACON. .“. AM:CN= AO'.OC. 
同 理 AO:OC=AQ:CP. .. AM:CN = AQ.:CP. 
人 AMQHA CPN. 


LCNP= /AQM. 
LAMQ+ ACNP= LAMQ+ LAQM=180°- LA=29. 
LQMN+ AMNP= 180°. 
MQ/ NP. 
[证 2] 取 以 点 O 〇 为 原点 ,以 对 角 线 AC、BD 分 别 为 y 轴 和 x 轴 ， 
以 QO 半生 为 1 的 直角 坐标 系 . 设 点 互 
的 坐标 为 (cosg,sing). 于 是 点 A 和 DD 的 
坐标 分 别 为 0, 一 ) 和 (一 ,0) ,直线 
AD 的 方程 为 
XCOSO + ysing = 1. 人 
由 对 称 性 知 萎 形 的 另外 三 边 所 在 直 
线 的 方程 分 别 为 
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已 


AB: -xcos0 + ysing = 1, 
BC: — xcos0 ~ ysin0 = 1, 
CCD: xcos0 — ysin0=1. 


设 PQ 与 @0O 切 点 K 的 坐标 为 (cosa ,sina), 1MN 与 QO 切 态 L 也 


坐标 为 (cosB,sin8). 于 是 直线 PQ 的 方程 为 


Xxcosa t+ ysina= 1. 
将 与 己 联 立 并 解 出 点 PP 的 坐标 : 
{xcos0 — ysing=1, 


Xxcosat+ ysina=1. 


& 一 总 Qa 一 站 








COS 





完全 平行 地 可 以 求 得 


a+6 CQ 十 站 




















AT 一 




















Sin 
由 人 @ 一 @ 即 可 求 得 直线 MQ NP 的 斜率 为 
0-B oat 


COS SInN 


2 2 
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秋 易 的 允 


QO 





0-8 a-0 at+b 








a-p -st | ( < ) - “| 
， 0+B 
7 2 COS 7 SIiNn 2 




















a+60 0-8 a-0.0-8, 09+8 ct+b 

s ; 十 
COS 7 SI 2 7 7 CS 2 COS 人 人 7 
+B a-0 0-8 . 0+8 a+b 


cos 一 Sin 一 一 Simn COS 
2 2 


OS > 3 2 2 ™ 2 





























2 
[es(0- 5h ) -e083 Et on(0+ 人 ) + om | 
eos 0 7 COS 7 0 + cos < 5 
a-0. 0 . G+8 at+9 | 

7 sin 7 sin 5 cos 7 


[证 3] 作 转 助 线 同 证 1, 于 是 有 pt+a+8=90, 记 @O 半径 为 








了 A4OB=90'=APD，…~AOE= 9. 
同 理 一 COF = 9. 
. AM= AE+EM= Rtgop+ Rtga= R(tgp + tga), 

CN= CF+FN= R(tgp + tgB). 

AM:CN = R’(tgp + tga)(tgy + tgB) 

_ Ra2。 sinpcosa + cospsina singcosp + cosgsinp 
COSPCOSa cospeosp 
_ Re2.Sin( 儿 二 a)sin(p+ B) 
cos pcosacosB 
2, Cospcosa 


cos’ pcosacos8 cos gp 


Re 
同 理 AQ:.CP = -一 AQ'CP=AM:.CN. 
COS 9 


人 AMQODOACPN. .. /AQM = CNP. 
AMQ+ACNP 
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= 人 AMQ+ LAQM=180°~/A 
二 20. 
QMN+ /MNP 
=360° ~ (AAMQ- LBMN- /ABNM- /CNP)=180". 
MQ/ NEP. . 
4.71 四边形 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,把 它 绕 着 外 接 贺 的 俩 心 旋 
转 小 于 180* 的 某 个 角度 得 到 四 边 形 A; ByCiD1. 求 证 :彼此 对 应 的 直线 
AB 和 A1iB1、BC 和 BC CD 和 C1DI1、DA 和 DA 的 四 个 交点 是 平 
行 四 边 形 的 顶点 . 
(第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975S 年 ) 
[证 ] 如 图 1, 弦 PP, 绕 点 O 旋转 a 角 到 
弦 QiQ2, 其 交点 设 为 R. 
若 PjP; 中 点 为 Mi, 则 MIOR = 


[2 


2 
而 OR:OMi=— Lt -see <, 
a 2 
> 
PiP; 与 QiQ; 的 交点 尺 ,可 由 PIiP; 的 
图 1 中 点 M, 经 旋转 位 似 变换 而 得 到 


( 先 族 转 和 角 ,再 伸 长 se 对 倍 ) 

本 题 四 边 形 ABCD 绕 点 O 旋转 a 角 得 四 边 
形 A1B1C1iD1, 对 应 交点 得 四 边 形 A, B,C,D，. 

A;B2C2D; 应 由 ABCD 四 边 中 点 经 位 似 旋 
转 而 得 ,而 ABCD 四 边 中 点 组 成 平行 四 边 形 ,所 
以 A,B,C2D; 仍 是 平行 四 边 形 . 

4*:72 在 圆 上 取 六 个 点 4、.B、C.D、E、F， 
使 路 AB 与 弦 DE 平行 , 纺 DC 与 弦 AF 平行 . 求 
证 : 弦 BC 平行 于 弦 民 F 


图 2 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 为 使 下 面 的 证 明 与 点 在 圆 上 的 位 置 无 关 , 我 们 将 不 依赖 图 
形 进 行 论 证 . 
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关于 已 知 图 的 平行 弦 AB 和 DE 的 公共 对 称 轴 作 对 称 变换 ,那么 
图 形 @ = iA ,B,C,D,E,Fl 变 换 为 图 形 B,= 1B,A,C',E,D,F|. 
括号 中 的 字母 表示 图 形 @ 的 点 A、B、C.D.、E.、F 的 象 . 

在 这 个 变换 下 ,平行 弦 DC 和 AF 变换 为 平行 孩 EC 和 有 BF. 

再 进行 关于 弦 EC 和 BF 的 公共 对 称 轴 作 对 称 变换 ,这 时 图 形 &， 
变换 为 图 形 盏 ;= |F ,A’,E,C’,D’,Bi. 

最 后 ,关于 弦 BE 的 对 称 轴 作 对 称 变换 ,图 形 B; 变换 为 图 形 @64 = 
{IF,A’,B,C,D’,E|. 

图 形 564 是 由 图 形 @G; 依次 实施 三 次 对 称 变换 得 到 的 ,这 三 次 对 称 
变换 的 对 称 轴 是 同一 平面 上 经 过 同一 点 ( 即 已 知 圆 的 圆心 D) 的 三 条 
直线 ,由 于 这 些 对 称 变换 的 乘积 也 是 关于 某 条 经 过 O 点 的 直线 的 对 称 
变换 ,因此 ,图形 @| 与 B4 关于 某 条 直线 对 称 , 在 这 个 将 | 变 为 下 4 
的 对 称 变换 中 ,点 C 变 为 点 B, 而 点 下 变 为 点 ,直线 BC 和 EF 分 别 
包含 一 组 对 称 点 ,, 因 而 它们 街 直 于 对 称 轴 , 它 以 BC 平行 于 EF. 

4'73 鼎 四 边 形 4BCD 由 它 的 对 角 线 分 成 四 个 三 角形 , 若 已 知 这 
四 个 三 角形 的 内 切 圆 的 半径 彼此 相等 ,求证 :四 边 形 ABCD 是 一 个 萎 





ei ed 





(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 设 晤 四 边 形 ABCD 对 角 线 AC、BD 交 于 OO 点 . 人 AOB、 
全 BOC .全 COD, 信 DOA 的 内 切 圆 半径 都 等 于 x. 
假设 AC 不 垂直 BD. 不妨 设 人 AOB<90*. 
作 A 关于 O 的 对 称 点 A“,B 关于 O 的 对 称 点 B“. 
在 会 AOB 与 人 BO4 中 ,Saog= Sagoa'; 但 BA > BA， 
全 4AOB 周 长 < 全 BOA ' 周 长 . 
和 BO4 内 切 贺 半径 <r( 和 4AOB 内 切 圆 
半径 ). 
因此 ,可 以 判定 4 在 OC 上 . 
同 理 , 可 证 全 AOB 内 切 圆 半径 小 于 /. 
因此 ,B' 在 OD 上 , 连 A'B’, 则 全 42OB“ 安 
人 AOB. 
所 以 全 A'OB' 内 切 圆 半径 与 人 AOB 内 切 圆 半 
径 相 等 ,都 等 于 x. 但 已 知人 DOC 内 切 圆 半径 为 
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r. 这 显然 矛盾 .所 以 AC 1 BD 成 立 . 
由 AC BD 于 0O. 
”和 人 AOB .个 BOC .个 COD、 全 DOA 内 切 圆 半径 相等 ,都 等 于 ”. 
”O10O;030Os 为 正方 形 . 
Oi.©O; 与 0B 切 于 P， 
OO;.O0, 与 OD 切 于 Q. 
则 OBP= 人 OIBP. 
进而 人 OBC= 人 OBA. 
Rt 人 AOBSRtA COB. 
AO = OC. 

同 理 可 证 ”BO = DO. 

因此 ,四 边 形 ABCD 为 菱形 . 
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第 五 章 ”点 共 线 与 线 共 扣 


(一 ) 点 共 线 \ 点 在 直线 上 


5.1 在 和 全 ABC 的 边 AB、BC .CA 上 分 别 取 点 DD.E、F, 使 得 DE = 
BE, FE = CE, 试 证 :全 ADF 的 外 心 在 人 人 DEF 的 平分 线 上 . 
(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 O 为 和 ABC 外 心 , 连 OD、 
OE .OF. 
LDEF =180°— (180° -2 一 B) 
—(180° 一 2 一 C) 
=180° -2 一 A. 
知 一 A 是 锐角 ,从 而 人 ADF 的 外 心 O 与 顶 “ 
点 A 在 DF 的 同 侧 . 
LDOF=2/ A=180°- /DEF. 
因此 ,DE、F.O 四 点 共 圆 .于 是 
LDEO= LDFO= /ZFDO= /FEO, 
有 即 EO 是 DEF 的 平分 线 . 
5.2 将 全 ABC 的 三 个 顶点 A、B、C 分 别 与 对 边 上 的 点 Al、B,、 
Ci 连结 起 来 ,证 明 : 线 段 44、BB .CC 的 中 点 不 位 于 同一 直线 上 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1945 年 ) 
[证 ] 设 DD.E\F 下 分 别 为 AA,、BBj、CC 的 中 点 ;MN 、P 分 别 为 
BC、CA 、AB 的 中 点 . 
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但 全 MNP 是 一 个 由 全 ABC 三 边 中 点 连 成 
的 三 角形 , 今 D 在 PN 上 .E 在 PM 上 .FF 在 MN 
上 . 故 DE.\F 不 共 线 . 

5.3 在 梯形 ABCD 中 , 腰 AB = CD. 将 
， 公 ABC 绕 C 点 转 过 一 个 角度 ,而 得 到 个 A'BT. 
求证 :线段 AD .BC 和 BC 的 中 点 共 线 . 

(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 为 确定 起 见 , 设 全 ABC 的 位 置 如 图 中 
所 示 ,其 余 情 况 可 类 似 地 考虑 . 

设 K、M 分别 是 B'C、BC 的 中 点 ,由 BK = 二 
BC= CM, BA’= BA <= CD,/B = /B= 
了 DCM ， 

得 人 CMDS2A 和 BTKA 
AK=DM, LACMD= /LBKA.. 

在 等 采信 CKM 中 ,， 和 人 MKC= KMC ， 

从 而 人 AKM = 人 DMEQ. 

又 AK= DM, 

在 MK 两 侧 的 A' 和 DD 到 MK 的 距离 相等 ,进而 A'D 的 中 点 
在 KM 上 . 

苦 点 K 在 直线 MD 上 , 则 了 AKM =0° 或 180°, 这 时 命题 亦 成 立 . 

5-4 试 证 :(1) 将 已 知 三 角形 分 成 两 个 面积 和 周 长 都 相等 的 多 边 
形 的 直线 ,一定 经 过 该 三 角形 的 内 心 ;(2) 对 于 有 内 切 圆 的 任意 多 边 形 
有 与 (1) 类 似 的 结论 . 


D 


(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] (1) 设 平分 全 ABC 面积 与 周 长 
的 直线 分 别 交 边 AC 和 BC 于 点 已 和 Q.O 
表示 全 ABC 的 内 心 , 上 为 内 切 圆 半径 , 连 
PO .QO 


| 
则 。 S 五 边 形 4BQoP = 7 r(AP+ AB+ 
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Smatoop = 7(QC+ CP), 

因为 直线 PQ 平分 三 角形 周 长 ， 

AP+ AB+ BQ = QC + CP, 

所 以 。 S 五 边 形 4BQOP 三 人 S 四 边 形 OQCP: 

此 外 , 依 条 件 人 S 四 边 形 4BQP 二 SAQCP-. 所 以 Seore=0. 

即 直线 PQ 经 过 OO 〇 点 . 

(2) 设 直线 / 与 圆 外 切 多 边 形 的 边界 交 于 
P\Q 两 点 ,并 且 平 分 这 个 圆 外 切 多 边 形 的 周 
长 和 面积 .多 边 形 内 切 圆心 为 O, 将 多 边 形 各 
顶点 与 O 连结 ,形成 若干 个 三 角形 ,三 角形 的 如 人 | 
高 是 内 切 圆 @O 的 半径 ， 

注意 到 折线 PAIA>…Q 与 折线 PA,A4，， 
…Q 等 长 , 且 

SA A” QOP = 9APOQ…A A, % 

区 DPQ 4 1A, 一 Spal 4,”™Q, 

推 得 SApow = O 〇 ， .“， /经 过 OO 点 . 

5"5 设 一 直线 将 三 角形 划分 成 等 面积 和 等 周 长 的 两 部 分 ,证 明 : 
三 角形 的 内 心 位 于 这 条 直线 上 . 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 设 直 线 MK 分 别 与 人 ABC 的 边 
AB 和 AC 相交 于 点 天 和 ML. 

我 们 证 明 , 当 且 仪 当 直线 KM 通过 
全 ABC 的 内 心 时 ,比例 式 

SAAKM __AK+AM 
Saapc AB+BC+ CA 
才能 成 立 . 
本 题 的 结论 是 = 二 时 的 特例 
AABC 2 

设 r 是 人 ABC 内 切 圆 的 半径 , 则 

2SAaspc =r(AB+ BC+ CA). 

又 设 po 是 圆心 也 在 KM 上 有 目 与 边 AK .AM 相 切 的 圆 的 半径 . 
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由 于 SAAKM = SA apM + SAADK, 
l 
则 Saakm = 3 P(AK + AM), 


何 即 2SAaxM = op(AK+ AM). 


Seaky AK+AM 
当 且 仪 当 p=r 时 ， Sa AB+BC+CA. 


又 由 于 也 在 攻 BAC 的 平分 线 上 , 且 o=r, 所 以 当 且 仅 当 两 个 圆 的 
同心 重合 时 ,上 述 比 例 式 成 立 . 

5.6 在 矩形 ABCD 的 边 AB、BC、CD、DA 上 分 别 取 异 于 顶点 的 
点 KL、M.N. 已 知 KL/ MN ,KM |NL .求证 : KM 和 LN 的 交点 在 
矩形 的 对 角 线 BD 上 . 





(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


[证 ] 设 O 是 KM 和 NL 的 交点 ,连结 
D C 


M 
N ~ DO OB. 
= ~“ ZNDM+ /MON= 180°, 


| “， DN.O、M 四 点 共 圆 . 


A 人 k B .. /NOD= /NMD. 
同 理 人 LOB= 人 人 LKB. 
X. NM/KL,KB/DM, .:. ANMD= /LKB. 


NOD= /LOB. 

DO 了 三 点 共 线 , 即 点 O 在 BD 上 . 
注 条 件 KM NL 可 以 去 掉 , 政 证 如 下 。 

KL/ NM. 


A 人 NMDOALKB, 人 ANOMOIA LOK. 


DN NM NO 

BL LK OL 

LDNM= LBLK, LMNO= ZKLO. 
LDNO= /LBLO. … ADNOWABLO. 
LDON= /BOL. 


DO、B 三 点 共 线 , 即 点 O 在 对 角 线 BD 上 . 
5.:7 试 证 :如 果 O 是 面积 为 S 的 四 边 形 ABCD 内 的 一 个 点 , 且 
2S= OA*+ OB?+ OC2+ OD. 则 四 边 形 ABCD 是 正方 形 , 且 点 O 是 
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它 的 中 心 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 根据 题 意 有 
OA* + OB’ + OC* + OD’ 
= 本 (0O42+ OB?) + (OB?+ OC2) 


+ 本 (OC2+ OD?) + (OD?+ OA?) 
之 OA* OB+ OB:OC+ OC*OD+ OD.:OA 
之 2SAa08 + 2SApoc + 2Sacop + 2SApoa 
=2S. 
因此 当 昌 仅 当 OA = 0B= 0C= 0O0D, 和 且 /AOB= /BOC= 
了 COD= DOA =90° 时 , 题 设 的 等 式 才 可 能 成 立 , 此 时 ABCD 是 正方 
形 , 点 O 是 它 的 中 心 . 
5:8 设 在 四 边 形 ABCD 内 可 找到 一 点 P, 使 得 四 个 三 角形 
舍 PAB .全 PBC 全 PCD .和 PD4 的 面积 相等 .求证 :点 已 必 位 于 对 角 
线 AC 或 BD 上 . 





《瑞士 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 用 反 证 法 . 设 点 P 不 在 BD 上. 

此 时 ,BP 和 DP 相交 于 PP, 我 们 证 明 满足 条 件 
的 点 已 必 在 AC 上 . 

由 题 设 Sapap = Sapgc = Sepp= Sappa, 
所 以 点 A 到 BP 的 距离 与 点 C 到 BP 的 距离 相等 ， 
A 点 到 BP 的 距离 与 点 C 到 DP 的 距离 相等 . 

过 C 作 CE/ BP，FC/ PD, 则 点 A 到 直线 
CE 的 距离 等 于 点 A 到 直线 BP 距离 的 2 倍 . 

上 护 A 到 直线 FC 的 距离 等 于 点 A 到 直线 DP 距离 的 2 倍 . 

连结 AC, 设 AC 与 BP 交 于 Pl,AC 与 DP 交 于 P,, 显 然 P| 是 AC 
的 中 点 ,Py 也 是 AC 的 中 点 . 

因而 Pl 和 P; 重合 . 即 点 已 在 AC 土 , 且 为 AC 的 中 点 . 

5.9 如 图 ,在 四 边 形 ABCD 中 ,个 ABD .ABCD ,人 ABC 的 面积 
比 是 3:4:1, 点 MN 分 别 在 AC、CD 上 ,满足 AM :AC = CNICD ,并 
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3 高 己 





有 日 B.MN 三 点 共 线 .求证 :MM 与 N 分 别 是 AC 
与 CD 的 中 点 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
AM CN 


[证 1] 不 妨 设 Ar 0< r<<1), 


SA ABC = 1， 


于 是 Saap=3，SApmp=4，SAamp=3+4--1=6 
SAABM=r, SABCM = 1 r, SABCY = 4r， SAAcvy = Or, 
SAcM = SABCY ~ SAaBME4r— (lr)=5r-1, 
SAAMWN = SAscy ~ SacM =6r—- (Sr-1)=r+1, 


SAAMVY r+1 





SAacv 6r 











又 SAAMN AM _ 
SaAacv AC 
rt 即 6 一 -rr 一 1=0. 
6r 
这 个 方程 在 (0,1) 中 有 惟一 解 = 一 ， 
即 M 与 N 分别 是 AC 与 CD 的 中 点 . 
、 、 AM CN 
[证 2] 不 妨 设 Am =r(0<r<1), Saagc=1, 


这 时 SAnpp=3，SAgpcp=4,，SAam=6 
SAABM=7， SapgmMm=1—r, SaApD = 4r, Snaev 三 6r 
设 两 条 对 角 线 AC 与 BD 交 于 下 ， 
AE:EC=3:4, 日 BD=7BE 
DABEND BD'BN 7BN _ 7DeBCN _ 28r 
SapmE BE:BM BM Sagm 1-r 
SA BND (1— rr) SApD 4(1—r)AC 








一 oO 二 CO 人 CC 一 


SA BME (4 ) SA EM 

AC 人 Se4E 
4(-)AC 4(1-7)AC 
ACT AEYME) jc-[(3)+r1-rlac 
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即 (1~r)’=r(7r -3), 
亦 即 6r* 一 r 一 1=0， 解 得 = 
M 与 N 分 别 为 AC 与 CD 的 中 点 . 
5.10 ”以 锐角 全 ABC 的 AB 边 为 直径 作 一 圆 . 设 MI 和 M 分 别 
是 圆 与 AC .BC 的 交点 ,过 MI 、AM2 分 别 作 圆 的 切线 .证 明 : 这 两 条 切 


线 的 交点 落 在 人 4BC 的 高 CD 上 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] AMIB = 90， 又 BM 也 是 0 
个 ABC 的 高 ， 


BM 与 CD 的 交点 日 是 和 敢 心 , 设 过 MI 点 
的 切线 与 CD 交 于 KK， 
A .DH、Mi 四 点 共 圆 ， 
LKHM=/AA=A/AKMIB. 
因而 易 证 K 是 CH 的 中 点 ， 
同 理 过 AM2 的 切线 也 通过 CH 的 中 点 KK. 
5.11 设 ABCD 为 凸 四 边 形 , 在 其 对 角 线 AC 上 取 两 点 K 和 M ， 


在 对 角 线 BD 上 取 两 点 P 和 了 ,使 得 AK = MC = AC, BP= TD= I 


BD. 过 AD 和 BC 的 中 点 连 一 直线 ,求证 :该 直线 经 过 PM 和 KT 的 中 
下 
(第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 四 边 形 ABCD 四 边 的 中 点 分 别 
是 A1、Bi、Ci、D1, 两 条 对 角 线 的 中 点 分 别 是 X 
和 YY. 我们 证 明 BDI 经 过 PM 和 KT 的 中 点 . 
将 直线 BID 同 线段 PM KT 和 XY 的 交 
点 分 别 记 作 E. 下 和 0O. 4 
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在 全 ABC 和 公 ABD 中 ,由 中 位 线 定理 得 


BX LAB 2 DiY， 


几 
何 从 而 四 边 形 有 XD, 是 平行 四 边 形 . 
郑 于 是 线段 XY 被 点 O 所 平分 . 


因此 ,PO 是 全 BXY 的 中 位 线 , BM 是 全 BXC 的 中 位 线 ，. 

因此 , PO BM ,四 边 形 Bi POM 是 平行 四 边 形 ,点 下 为 PM 的 
中 点 . 

同 理 点 下 是 KT 的 中 点 . 

于 是 BDI 过 PM 和 KT 的 中 点 . 

5.12 OO 〇 为 圆 外 一 点 ,二 直线 OAB、OCD 交 这 贺 于 A、B、C、D， 
且 A.C 分别 为 OB、OD 的 中 点 ,这 两 条 直线 之 间 的 锐角 0 等 于 每 一 直 
线 与 圆 相 裁处 的 锐角 ( 即 过 B.D 的 切线 与 直线 所 成 的 角 ). 求 cosg ,并 
证 明 A .DD 处 的 切线 相交 在 直线 BC 上 . 

(英国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 , 过 DD 的 切线 DE 与 OCD 所 成 的 
下 角 为 6, 即 一 ODE = 90， 
LCBD= /ODE= 0. 
同 理 _ 和 人 ADB= 0. 

AB= CD, AB= CD. 

又 A 是 OB 的 中 点 ,C 是 OD 的 中 点 ， 

OB = OD. 

即 全 OBD 为 等 腰 三 角形 . 
于 是 BAD=9+/ADO= /ADB+ /ADO= /ODB, 

AD= BD, 

同 理 ”BC = BD. 
又 因为 A.C 是 OB、OD 的 中 点 ， 


AC- 汪 BD= 二 AD. BB AD=2AC. 





2 2 
在 全 ACD 中 ,由 正弦 定理 得 
4D AC 








sin/ ACD sin ADC 
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本 AC 
即 2AC 四 C 
. (五 “9 . (三 + -0) 
Slim 5 Sin 5 
cos 70 ] 
因此 三 一 ， 
1 2 
COS 7 
由 三 倍 角 公式 ”4cos 了 3， 


从 而 2cos0= 二 ,有 9=arccos 
设 D 处 的 切线 交 BC 于 EF, 连 AE. 
AEDC=b=BOD，.… ED/DB. 
因为 C 是 OD 的 中 点 ,也 是 BE 的 中 点 ， 
四 边 形 OBDE 为 平行 四 边 形 . 
因而 OE= BE= AD. 
又 四 边 形 OADE 为 等 腰 梯 形 ， … 0O、A .DE 四 点 共 圆 . 
B AOAE=/AODE=0. 
因此 EA 为 过 A 之 切线 . 即 AD 处 的 切线 与 BC 相交 于 一 点 . 
5.13 在 半圆 的 直径 AB 上 取 点 K 与 二 ,又 在 半圆 缴 上 取 点 M、 
N, 使 得 四 边 形 KLMN 成 为 一 个 正方 形 , 它 的 面积 等 于 人 ABC 的 面 
积 .求证 :全 ABC 的 内 切 圆 圆心 与 正方 形 的 一 条 边 及 连接 顶点 M 或 N 
和 顶点 A 或 B 的 直线 的 交点 重合 . 






种 新 路 遇 泪 水 条 


(英国 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 设 a 为 正方 形 KLMN 的 边 长 ,R 是 


以 O 为 圆心 的 半圆 的 半径 , > 是 内 切 于 入 ABC WE 一 个 
的 圆 的 半径 ， /LAN 
= 人 AON<90", 上 且 LCOB<90. 则 人 
2 
ON:- KOl=R- (2) -= 
NK = ON? ~ KO?=R (4) = a2. 
< 


VS 
由 于 正方 形 KLMN 与 三 角形 ABC 的 面积 相等 所 以 有 
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举 言 己 


4R* 1 
2= -一 = 一 :2R:CH 
a 5 7 2 


故 CH= 二 .其 中 CH 为 入 ABC 的 高 . 
下 面 证 明 ON 是 一 AOC 的 平分 线 . 
事实 上 ,因为 ina= 大 > 字 ， 
a >>45"， 从 而 ?> 又 “人 AOC>90'"， 于 是 
1 4 


sin2a 三 2Ssinacosa 二 2' 一 :一 二 一 


全 5 
CH 


而 sn COB = OC = = sin/ AOC. 
于 是 LAOC=2a, 且 LAON=ZLCON, AN=NC. 
ON 是 一 AOC 的 平分 线 . 加 的 
由 于 圆周 和 阴 ABN 和 CBN 所 对 的 弧 AN 与 NC 相等 ,所 以 BN 是 
一 4BC 的 平分 线 , 且 过 全 ABC 的 内 切 圆 的 圆心 . 


直角 公 ABC 的 内 切 圆 半径 为 
.AC+BC-AB_ 2R(sina + cosa — 1) = (1)R 
2 2 VS 


另 一 方面 ,由 于 和 NKBcAPLB， 所 以 


人 < 人 1- 本 
pr -KE:LB_ 3/ V5 _2.05-0), 


KB ,ll /3 4 
/5 
3 
(B71)R=» 


于 是 PL 是 入 ABC 内 切 圆 半径 ,又 PL | AB, 因 此 P 是 内 切 圆 圆 
心 ,又 是 直线 BN 与 LM 的 交点 ,由 此 问题 得 证 . 
5.14 在 锐角 公 ABC 中 ,AD、BE 是 它 的 两 个 高 , A4P、BQ 是 两 个 
和 角 平 分 线 ,1.O 〇 分 别 是 它 的 内 心 和 外 心 .证 明 ; 点 DD.E.I 共 线 当 且 仪 
当 P、Q.、O 共 线 . 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 1] 分 别 记 d,(X)、q,(X) ZX) 是 入 ABC 内 任 一 点 X 到 边 
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BC .CA 、AB 的 距离 . 先 证 X 在 PQ 上 当 且 仅 关 
di(X)+d,(X)= ad.(X). : 中 
每 个 距离 已 (X) .中 (X) 、dCX) 在 下 面 意义 不 是 线性 依赖 于 点 X 
的 . 令 和 了 权 遍 任 一 线段 QV ,其 终点 在 给 定 三 角形 的 边 上 . 


设 z= 则 A(X)=[d (Vd Ut dU); 


对 ds 、d. 也 有 类 似 的 等 式 . 
所 以 6(X)= ds(X)+ ds(X) 一 d.(X) 是 在 UV 上 X 的 线性 函 


因 AP .PQ 是 角 平 分 线 , 故 656(P)=6(Q)=0. 

由 此 ,对 PQ 上任 一 点 X, 有 6(X)=0. 

反之 ,假设 对 全 ABC 的 某 个 内 点 X, 有 8(X)=0, 今 PX 交 三 角形 
周边 于 点 W, 因 6(P)=6(X)=0, 必 有 56(W)=0. 

但 在 全 ABC 的 边 上 使 8(X)=0 的 点 仅 是 PP 和 Q, 故 W 与 Q 重 
合 , 亦 即 X 在 PQ 上 . 

以 开工.M 分 别 表 示 边 BC CA 、AB 的 中 点 ,对 外 心 O 应 用 条 件 
中 ,有 

P.Q.、O 共 线 当 旧 仅 当 OK + OL = OM . 四 

其 次 ,是 要 建立 起 内 心 1 在 DE 上 的 充 要 条 
件 , 即 

D .EI 共 线 当 目 仅 当 AE + BD=DE. 四 

以 a、.B、Y 分 别 表 示人 A .人 BC. 

考虑 任 一 过 点 A、B 且 交 线段 DE 于 点 Y.Z“ 
(也 可 是 同一 点 ) 的 圆 T, 记 人 YAB = 9p, 人 YBA 图 ! 
=y. 因 点 A、B、Y.Z 共 圆 , 帮 有 人 BZD= o. 

男 一 方面 , 因 ABDE 是 圆 内 接 四 边 形 , 又 有 
LBDZ=180°~a. oy 


E Z 
因此 “DBZ = 180' - 一 Bzp - /BDZ ” 
二 Qa 一. 类似 的 论证 应 用 于 了 A2ZE 和 EAZ, 则 淖 
有 ?一 一 人 3p 


BZD= 9, LDBZ=a- oo, /AZE=Yy, 
LFEAZ=B-y. 中 图 2 
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现 设 全 ABC 的 内 心 在 DE 上 , 暂 记 为 Y. 因 DE 在 以 AB 为 直径 的 
圆 内 , 故 二 AYB 是 钝 角 . 
下 此 和 和 直线 DE 的 第 二 公共 点 Z 也 在 线段 DE 上 . 


由 全 和 p= ， 引 = 全 


可 得 EAZ- EZA. DBZ= /DZB, 

故 AE= ZE，BD= 2Z2D. 

所 以 AE+BD= ZE+2D= DE. 

反之 ,如 AE+ BD= DE, 则 在 DE 上 有 点 2Z, 使 得 AE = ZE, BD = 
ZD. 和 人 4ABZ 的 外 接 圆 卫 交 DE 于 某 一 点 YY. 

再 由 电 , 又 有 w=a- ovo,y=B- vy. 

放 g= 扣 ,y= 刁 ,Y 是 人 ABC 的 内 心 .@ 得 以 
证 明 . 

考虑 到 人 和 多 ,现在 只 ! 需 证 明 等 式 

OK+OL=OM 和 AE+ BD= DE 等 价 . 

考察 圆 内 接 四 边 形 ABDE 和 BKOM ,有 

LEAD=90° -y= LOBM= /OKM, 

LAED=180° -8= /KOM. 

因此 全 OKM 与 全 EAD 相似 . 
同样 地 ， 全 OLM 和 全 DBE 也 相似 . 

OK EA OL DB 

OM FED’ OM DE: 

把 这 两 等 式 相 加 ,可 得 

~ , 即 得 所 证 

[证 2] 证 明 的 开始 与 证 明 1 中 的 相同 ,在 得 
到 式 凶 后 ,我们 转 到 用 三 角 来 计算 . 设 R 是 外 接 加 
半径 , 则 OK = Reosa, OL = Recos8,OM = Reosy, 
且 @ 取 以 下 形式 

点 P,Q.O 共 线 当月 仅 当 

cosa + cosB = cosy. 人) 
型 4 令 BC=a:CA=p,AB=c, CT 是 二 C 的 角 平 





图 3 
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分 线 ,了 在 边 AB 上 , 则 AT= 二 


因 AT 是 入 ACT 的 一 A 的 平分 线 ,可 得 
CT_ ,TI_,,TA 








十 atb | 
另 一 方面 ,全 DEC 与 人 ABC 相似 ,相似 比 为 cosy , 且 射 线 CI 是 这 
两 个 三 角形 人 C 的 公共 角 平 分 线 . 


因此 ,点 DE、 1 的 共 线性 等 价 于 5 = cosy. 


由 结合 上 面 的 等 式 并 应 六 用 正 下 定理 ， 可 得 
点 DE、T 共 线 当 上 日 仅 当 sina + sin8= (sina +sin8+ sinyY)cosy. @ 
由 三 角 运算 , 式 @ 引 出 以 下 诸 等 价 形式 


(sina + sin8)(1 — cosy) = sinycosy， 





2cos 六 cos Bsin 六 = 2sin 六 cos 六 cosy， 
2sin 一 cos & 一 = COSY . 


2 2 

而 最 后 这 个 等 式 等 价 于 人 @) , 故 结论 成 立 . 

[证 3] 对 于 全 ABC 所 在 平面 上 的 任 一 点 G ,存在 惟一 的 数组 x、 
v、w, 使 

u GA+v GB+ w GE =0, 和 Ut+vt w=1. 这 数组 称 作 在 给 定 
人 ABC 中 的 G 的 重心 坐标 . 

一 条 直线 过 点 G ,存在 着 充 要 条 件 . 下 面 给 出 其 重心 坐标 . 

令 G 不 同 于 点 C,wwv、w 是 在 给 定 全 ABC 中 的 G 的 重心 坐标 ， 
X .了 分 别 在 4AC .BC 上 ,C=xCA,CY= ycB, 即 XX、 Y 的 重心 坐标 
分 别 是 (x ,0,1 一 x) 和 (0,y,1 一 y). 则 

六、Y、G 共 线 当 且 仅 当 wy + wx = xy. OD 

为 应 用 (7) , 先 注意 O、I 均 不 能 与 C 重合 ,外 心 O 的 重心 坐标 是 
0 $s sin2a +Ssin20+Sin27. 


MY Ss 


此 外 060- 一 





0 故人 OO 转化 成 
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sin2a 站 +sin28 一 一 (sin2a + sin28+ sin27). 


Q 十 c (at+c)(b+e) 


两 端 乘 以 Ce 


sin2a (1+ 5) tsin28( 1+ ) = sin2a + sin2B + sin2y, 
a b 
它 等 价 于 证 明 2 中 的 名 . 

、 a v C 
1 的 重心 坐标 是 《一生 ,一 且 
cosy Th, B= coor 
于 是 ,@ 可 取 以 下 形式 








_ + 0 = ey. 
atbtce oY atbtrc YY oY 


因 cosY 关 0, 上 式 等 价 于 证 明 2 中 的 @, 而 @ 与 @ 等 价 ， 结论 成 立 . 
5.15 人 ABC 中 , 瓦 为 重心 ,O 为 外 心 ,R 为 外 接 圆 的 半径 . D 为 
A 关于 BC 的 对 称 点 , 开 为 日 关于 CA 的 对 称 点 ,下 为 C 关于 AB 的 对 
称 点 . 求证 :D、E、F 共 线 当 且 仅 当 OH=2R. 
(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[证 1] 过 A、B、C 分 别 作 对 边 的 平行 


C D’' 4 
\ 1 有 线 , 交 得 人 A'B'C.. 
A 人 易 知 全 A“B'C'c 人 ABC, 并 且 相 似 比 为 
B\ oe 2:1, / 
' 刀 是 入 4BC 的 外 心 , 人 A'B'C 的 外 接 
4 圆 半 径 为 2R. 
设 O 在 人 AB'C 三 边 上 的 射影 分 别 为 D' 、E” 、F, 则 OD' 与 BC 
的 交点 O 是 BC 的 中 点 .熟知 HA = 20O00)， 
所 以 0D'=001+01D = 了 HA+ 廊 AD= 广 HD， 
OD’/ HD. 
同 理 ”OF L7HE, OF 2 二 HE， 


于 是 将 0 连同 OD” OE’ .OF 平移 使 0 与 电 重 合 ,然后 旋转 
180" ,并 以 O 〇 为 位 似 中 心 放大 至 2 信 , 则 D 、E' .FF 分 别 与 D.E.\ 下 重 
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合 . 从 而 

DE\ 下 共 线 的 充 要 条 件 D' 、E' 、F 共 线 . 

由 西 摩 松 定理 D'、E’、F 共 线 的 充 要 条 件 O 〇 在 @(H,2R) 上 . 

即 DE.\ 下 共 线 当日 仅 当 OH=2R 

[证 2] 设 公 ABC 的 重心 为 G, BC 、CA、 
AB 的 中 点 分 别 为 A、B 、C . 

过 A、B.C 分 别 作 BC、CA、AB 的 平行 ec 
线 , 其 交点 分 别 为 A“、.B*、.C . 则 全 A”*BC 的 
重心 为 G, 外 心 为 旦 . 设 点 O 在 直线 BC、 
C4 AB 上 的 投影 分 别 为 D'、E’ FF. 

以 G 为 位 似 中 心 , - 二 为 位 似 比 , 作 位 
似 变 换 h ,其 将 A、B、C、A .BC 分别 变 换 为 ABC 、 A、B、C. 

由 于 4D BC, 是 4D:4D =2:1=6G4:G4 及 一 DAG = 
LDAG, 有 hh(D)=D.. 

类 似 地 可 得 h(E)=E’,h(F)=F. 

于 是 ,D、E\F 三 点 共 线 等 价 于 DE’、F 三 点 共 线 . 





因 有 5 .下 分 别 是 O 在 BC、CA”、AB” 上 的 投影 ,由 西 姆 松 定 


理 ,D FF 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 O 〇 在 全 A“B'C 的 外 接 圆 上 . 
因为 A BC 的 外 接 立 半径 为 2R， 

所 以 ”OO 在 此 圆 上 的 充分 必要 条 件 是 OH = 2R. 

5.16 议和 人 442A43 为 非 等 腰 三 角形 ,内心 为 了 ,又 CC=1,2,3) 
为 过 与 A;A;+ 1 和 A;A; ;2s 相 切 的 小 加 (增加 的 角 标 作 模 3 同 余 ),B,(i 
=1,2,3) 为 加 C;;! 和 Ci;; 的 另 一 交点 .证 明 : 人 A1B11, 公 A,B,1， 
全 A3B31 的 外 心 共 线 . 

(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 

[证 1] 由 于 公 Ai142A; 为 非 等 腰 三 角形 , 易 见 ,人 AA,BI 
全 A,B21、 公 A;3B31 的 外 心 均 可 定义 . 

我 们 先 来 看 下 面 的 引 理 . 

引 理 设 人 ABC 的 内 心 为 天 下 为 入 BIC 的 外 心 , 则 工 必 在 A 
的 内 角 平 分 线 上 . 

引 理 的 证 明 如 图 所 示 , 作 出 一 B 和 一 C 的 外 角 平 分 线 ,它们 相 






这 这 六 i 
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T: 


交 于 旁 心 瓦 .而 五 在 人 A 的 内 角 平 分 线 上 . 

因为 BE BT 县 CE 上 CI 所 以 ,四 边 形 

BECI 内 接 于 圆 ,其 外 接 圆 的 圆心 在 EI 上 ,这 
一 圆心 亦 即 全 BIC 的 外 心 , 引 理 得 证 . 

下 面 我 们 来 证 明 原 命题 . 

对 于 i ==1,2,3, 我 们 记 O; 为 OC; 的 圆 
心 , 五 为 和 414 的 外 心 . 显 然 ,O; 在 人 人 A， 
的 内 角 平 分 线 上 . 

由 引 理 知 ,T; 也 在 A; 的 内 角 平 分 线 上 . 
因此 ,全 O10O;O;3 和 ATiTT3 对 点 工 是 
透视 的 . 

由 笛 座 格 定理 知 ,它们 必 关 于 一 条 直线 透 
视 , 即 若 记 Qi:( = 1,2,3) 为 直线 OO; 和 
Ti+1Ti42 的 交点 , 则 Q1、Q;、Q; 三 点 共 线 . 


但 由 于 T,; ;Ti12 是 Ai:l 的 冬 直 平分 线 ,而 O; ;410O;42 是 Bl 的 季 


直 平 分 线 ， 


心 . 


”因此 ,后 Qi1、Q2、Q; 恰 分 别 为 人 A1B1T、 全 A2B,T、 全 A3Bs1 的 外 


注 不 熟 起 备 沙 格 定理 则 可 按 下 述 方法 推理 . 
对 全 1IO1O;、 全 IO2O3、 合 IO3O1 和 三 点 组 (了 T， T;, Qa3) (TT,, Ts, Qi1).、 
(T3, Ti, Q;) 分 别 应 用 梅 滥 苏 斯 定理 ,可 以 发 现 一 些 热 知 的 结论 ; 


OT IT;, QQ; 


GC 


IT: OsT» QQ 


173 Qfz CGI _] 
O20) " 








OsT3 IT, 


i 


QiIQ QQ QQ 


这 说 明 点 Q1、Q2、Q3 共 线 . 
[证 2] 此 证 明 建立 在 反 演 基础 上 . 
我 们 把 内 心 了 作为 反 演 的 中 心 , 且 反 演 的 次 数 任意 .用 符号 “ ”来 
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表示 点 经 过 反 演 后 所 得 的 像 ,得 到 如 下 所 示 
的 “二 重 " 图 . 

事实 上 ,QC, 的 像 是 直线 Bi ,1B;;5, 这 些 
直线 构成 了 人 B1B2B;. 

直线 AiA; ,1 被 变 为 圆 ;+2, 边 AiAi,1 变 
为 不 包含 点 1 的 弧 A/A“,, .注意 ,由 于 从 点 了 中 
到 和 AlA:A3 各 边 的 距离 相等 ,所 以 ,这 些 贺 的 半径 都 相等 . 

我 们 注意 到 ,车 3) 、5,、3;3 为 三 个 过 一 点 工 的 圆 且 两 两 不 相 切 , 则 
它们 的 圆心 共 线 当日 仅 当 存 在 男 一 点 J 关 1, 使 得 这 三 个 圆 均 过 J. 

我 们 将 在 5 作为 全 A,B,I 的 外 接 圆 时 应 用 这 一 结论 

由 于 反 演 变换 将 5 变 为 直线 A;B; , 则 必 有 直线 A;Bi 、A;B;、 
A3B; 共 线 .由 此 ,说 明和 人 4;A2:43 和 公 B1B2B; 是 保 形 的 , 即 它们 的 对 
应 边 平行 . 

由 于 圆 六 、T; .Ts 的 半径 相等 , 则 由 它们 的 圆心 构成 的 人 Pi1 PP; 
的 各 边 与 BiB;B 的 对 应 边 平行 ,以 了 为 中 心 .比率 为 广 的 保 形变 换 
将 人 A1A3A; 变 为 顶点 为 AP P; P; 各 边 中 点 的 三 角形 . 

因此 ,全 A1A3A3 和 入 PP;P; 的 对 应 边 也 平行 .由 此 即 得 结论 . 

5.17 设 P\R 为 射线 AX 上 两 点 ,Q .S 为 射线 BY 上 两 点 ,并 满 





By 








Bi 






足 = As = 1, 点 MSN、 了 分 别 在 线段 4B 、PQ .RS 上 ， 且 满 足 全 
LN EL 日 一 全 
-No 73 &R. 问 M NT 三 点 的 位 置 关系 如 何 ? 


(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 ,并 用 (xzp,yp) 来 表示 点 D 的 坐标 . 
AP_AR .| AR_BS 
BQ BS AP BQ “i 
设 zp=xzatal, yp=Atbl, rxo=rBpt J 4 Pp RY 
a2, yo = YB + b2, 于 是 有 


XR= TAT uadl, YR Yat ubl, 





Xs= XB+ Ud2, ys 三 yp 十 uD;. 
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MB NQ TS 
几 . XA 十 krp _ yA + kyp 
何 .XM™~ 1 十 JJAM 一 1 十 开 ? 
关 _ Xp+ kro _ yp + kyQ 
N+tk 1+k 
_ XR+ krs _ YR + kys 
THAT 1+k 


>T MM AT 24M 
yy XN Mm 
AM、N 工 三 点 共 线 . 
5.18 设 有 一 个 定 角 ,在 它 的 一 条 边 上 有 一 个 异 于 角 顶 的 定点 
A. 考 察 所 有 这 样 的 人 ABC, 它 的 顶点 B 和 CC 都 位 于 定 角 的 男 一 条 边 
上 和 且 外 接 圆 同 点 A 所 在 的 边 切 于 点 A ,求证 :这 些 三 角形 的 内 心 全 都 位 
”于 同一 条 直线 上 . 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 定 角 的 顶点 为 0, 全 ABC 的 内 心 为 
AM ,于 是 M 位 于 一 BAC 的 平分 线 AL 上 .我 们 来 证 
明 人 OAM 为 定 值 . 
B 设 AO=a, 于 是 a 为 定 值 . 
LCAD= /CBA=a+/0AB, 


LBAM= (x-a-2L0AB). 
LOAM= (x-e), 


由 此 可 见 , 点 M 位 于 一 条 与 OA 交 成 了 (x - a) 角 的 直线 AL 上 . 
5.19 在 圆 上 任 取 三 点 A、B、C. 求 证 :由 加 上 任 一 点 M 向 直线 
AB .BC 及 CA 所 作 垂 线 的 垂 足 在 一 条 直线 上 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[证 1] 设 P.Q、R 是 由 点 M 向 直线 BC、CA、AB 所 作 垂 线 的 垂 


足 . 
如 果 点 M 和 点 A、B.C 之 一 重合 , 则 P.Q.R 三 点 中 有 两 点 重 


合 ,显然 有 P、Q.、R 共 线 . 
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现在 设 点 M 位 于 以 A、B、C 为 顶点 的 圆周 角 
之 一 的 内 部 ,不 妨 设 M 位 于 二 BAC 的 内 部 ,由 
M、B、A.C 共 贺 可 得 | 

ABM + /LACM = 180°. 

若 了 ABM = ACM =90°, 这 时 R 与 B 重合 ， 
Q 与 C 重合, 从 而 P、.Q、R 都 在 直线 BC 上 . 

若 卫 ABM 关 ACM ,不 妨 设 ABM 是 钝 角 ,此 时 点 R 位 于 线段 
AB 的 延长 线 上 ,而 点 Q 可 能 位 于 线段 AC 上 ,也 可 能 位 于 线段 CA 的 
延长 线 上 . 
若 点 Q 在 线段 AC 上 ,这 时 点 P 在 线段 BC 上 . 
由 M、R、B.、P 共 圆 可 得 ”BPR = BMER . 
由 C、M、P.、Q 共 圆 可 得 CPQ= CMGQ. 
又 LCPQ= /CMQ=%0° -一 MCQ. 
且 LBPR= /BMQ=90°- /MBR. 
以 及 M、.B、A.C 共 圆 可 得 
LMCQ= LAMBR. 
于 是 人 CPQ = BPR ， 
由 于 有 .PC 在 一 条 直线 上 ,所 以 RP.Q 共 









rr 





线 . 
车 点 Q 在 线段 CA 的 延长 线 上 ,此 时 由 于 二 MBC 是 印 角 ,所 以 点 
P 在 线段 CB 的 延长 线 上 . 
同 法 可 证 一 RPB+ 人 QPC= 180*. 
因而 R、P、Q 共 线 . 
[证 2] 连结 MA .MB MC. 
”MPLBC, MQLAC, MR AB. 
AR = MA.:cos/ MAR, 
BR = MB :cos MBR, 
BP = MB :cos MBP, 
CP = MC:cos/ MCP, 
CQ= MC:cos/ MCQ, AQ = MA :cos 上 
MA4Q. 
又 MAR = AMCP, /MBR = 
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了 MCQ， 了 MBP= MAQ， 故 有 


— 一 
CC 


BR CP AQ MBcos/ MBR MC:cos/ MCP 
MC'coss MCQ _ | | 
MA :cos/ MAQ 
由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 RP、Q 三 点 共 线 . 
[证 3] 连结 MA 、MB、MC. 
MRA=90°= /MPC, LMAR= AMCP, 
AR MA 


人 MARODA MCP. .. CE -MC 
BP MB CQ MC 
同 理 4G-MA' BR MB 
AR BP CQ_AR BP.CQ. 
RB PC QA CP AQ BR 
由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 RP、Q 三 点 共 线 . 
对 于 图 形 不 同 的 情形 ,证 明 的 方法 是 完全 平行 的 . 
5.20 设 玉 是 锐角 和 公 ABC 的 重心 ,由 A 向 以 BC 为 直径 的 圆 作 
切线 AP .AQ, 切 点 分 别 为 PQ, 求 证 :P\ 晶 \.Q 三 点 共 线 . 
(第 11 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 
[证 1] 记 BC 中 点 为 DO, 连结 PQ、AO 交 于 
点 G, 于 是 AO 上 PQ. 设 AD.、BE 是 入 ABC 的 两 
条 高 .于 是 点 玉 在 ©@O 上 . 
/HEC=90°= /HDC, 
H.D.C.E 四 点 共 圆 . 
AQ’= AE:AC= AH': AD. 
连结 OQ, 于 是 OQ_| AQ. 由 射影 定理 有 
AG* AO= AQ’ = AH': AD. 
G、O.D.、H 四 点 共 圆 . 
连结 HG ,于 是 有 
/HGO=180°- /HDO=90°= /AQGO. 
直线 HG 与 PQ 重合 , 即 PUH、Q 三 点 共 线 . 
[证 2] 记 BC 中 点 为 0, 连 结 PH、QH、PD、QD.、AO :OP、OQ 


并 设 AD .BE 为 全 ABC 的 两 条 高 ,于 是 点 巨 在 @OO 上 有 上 且 有 


尝 这 六 
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OP AP, OQ | AQ. 

” APO=90°= /AQO= /ADO, 
4.P.O.D.Q 五 点 共 圆 . 
LAPD+ /AQD= 180°. 
/HEC= 90°= / HDC, 

日 .D.C.E 四 点 共 阅 . 
AP’:= AQ’ = AF: AC = AH: AD. 

“， 过 五 .D,.Q 三 点 的 圆 与 AQ 切 于 点 Q@, 过 日 .DP 三 点 的 图 
与 AP 切 于 点 PP. 

/AHP= /APD, / ARQ=/ AQD. 
LAHP+ /AAHQ= LAPD+ /AQD= 180°. 
PHQ 三 点 共 线 . 

5.21 四边 形 ABCD 内 接 于 @O, 其 边 AB 与 DC 的 延长 线 交 于 
点 卫 ,4D 与 BC 的 延长 线 交 于 点 Q@, 过 Q@ 作 Q 中 O 的 两 条 切线 , 切 点 分 
别 为 玉 .FF, 求 证 :PE、F 三 点 共 线 . z 

(第 12 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1997 年 ) 

[证 1] 连结 OP .OQ .OF .PQ ,连结 EF 交 
OQ 于 点 五 ,于 是 EF | OQ. 因为 人 PCQ =180'- 
了 了 A= 人 APQ + 人 AQP, 所 以 可 在 人 PCQ 内 作 
CG 交 PQ 于 点 GG, 使 得 

LQCG= LBPG. 
BP.G.C 和 CG、Q.D 都 四 点 共 圆 . 
PQ* = PG: PQ + GQ': PQ 
= PC: PD + QC': QB 
= PO — r+ QE’, 
其 中 为 @O 的 半径 . 

.PQ’ — QE’?= PO2- OF*. 

PQ - QH’:= PQ - OF, PQ’?- PO’= QH? - OH?. 









水 六 这 本 和 洲 六 沉 





“. PQ’ - PO’= OQ(QH - OH). (DD 
男 一 方面 ,过 点 卫 作 PH | OQ 于 点 旦 ,由 人 色 股 定理 有 

PQ’ - PO’= QH’*- OH’*= OQ(QH - OH’). © 
将 中 与 人 比较 即 得 
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QH OH= QH - OH. 

点 归 与 日 重合 ，.， PE.F 三 点 共 线 . 

[证 2] 连结 AC 、BD 交 于 点 RR, 连结 PR 并 
延长 ,分 别 交 AD .BC 于 点 MN. 由 塞 瓦 定理 有 


AB. PC DM _| QD) 
BP CD AM 
直线 QCB 与 人 APD 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 
BP CD AQ - 
比较 入 ,得 到 
DM DQ 
AM AQ- ® 


另 一 方面 ,连结 QO 、EF 交 于 点 H, EF 
交 AD 于 点 M , 交 BC 于 点 N'. 连结 DH 
AH .OA .OD 、OE .由 切割 线 定理 和 射影 定 
理 有 
QP- QA = QF’? = QH': QO. 

D、.H.O、A 四 点 共 二 . 

QHD= LDAO= /ODA= /OHA. 

OQ 平分 全 HAD 的 顶 角 AHD 的 外 角 . 

FH | QO，.. HM 平分 人 AHD. 

AM AH QA 四 


DM DH QD 


比较 和 由 ,得 到 AM ™ AM” 


点 M 与 M 重合 , 即 点 M 在 EF 上. 
同 理 点 NN 在 EF 上. 
直线 PNM 与 EF 重合 . 故 PE\F 三 点 共 线 . 
5.22 ” 双 心 四 边 形 是 指 既 有 内 切 圆 又 有 外 接 圆 的 四 边 形 . 求 证 :对 
这 样 的 四 边 形 ， 两 个 心 与 对 角 线 的 交点 共 线 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 四 边 形 ABCD 为 双 心 四 边 形 ,其 外 接 圆 圆心 为 O, 内 切 
周 圆 心 为 1 ,对 角 线 4C 和 BD 的 交点 为 K. 
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为 证 明 OTK 三 点 共 线 需 用 下 面 的 三 个 
引 理 . 

引 理 1 对 图 外 切 四 边 形 ABCD , 设 切 点 为 
P.Q、.R、S, 则 PR 与 QS 的 交点 就 是 对 角 线 
AC 与 BD 的 交点 K. 

引 理 2 车 为 @I 内 一 定点 , 则 对 KK 点 
张 直角 的 弦 EF 的 中 点 的 轨迹 是 一 个 圆 , 圆 心 为 
IK 的 中 点 M. z 

引 理 3 在 引 理 1 中, 如果 ABCD 有 外 接 圆 , 则 PR 与 QS 互相 垂 
直 . 

以 上 三 个 引 理 的 证 明 均 不 难 ,此 处 略 去 . 

由 引 理 3, PQ .QR .RS .SP 对 K 点 张 直角 ,因而 由 引 理 2, 它 们 的 
中 点 4 8 CD 均 在 以 大 的 中 点 M 为 圆心 的 一 个 圆 上 . 

由 于 1A 与 PQ 相交 于 A ,所 以 A 就 是 以 1 为 反 演 中 心 ,1 为 反 
演 圆 时 ,A 经 反 滨 所 得 的 象 ,同样 BC .D' 分 别 为 B.C .D 的 象 . 

因此 ,QO 经 这 反 演 成 为 AB'C'D' 的 外 接 曾 ,从 而 O 与 这 圆 的 圆 
心 M, 反 演 中 心 1 共 线 ,于 是 O 在 直线 TIM 上 ,因此 OTK 共 线 . 

5.23 已 知 :在 平面 上 一 线段 AB,M 为 AB 上 任 一 点 ,在 AB 的 
一 侧 分 别 以 AM 与 BM 为 一 边 作 正 方形 AMCD 与 BMEF .这 两 个 正方 
形 的 外 接 圆 除 相 交 于 点 M 外 ,还 相交 于 点 N. 

(1) 求 证 :直线 AF 与 BC 相交 于 点 N. 

(2) 求 证 :不 论点 M 在 线段 AB 上 的 位 置 如 何 ,直线 MN 总 通过 一 
定点 . 

(3) 当 M 在 线段 AB 上 运动 时 , 求 上 述 两 个 正方 形 的 中 心 连 线 的 
中 点 的 轨迹 . 





(第 1 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[ 解 ] (1) 如 图 ,假定 直线 AE 和 BC 交 于 N . 
在 全 4AME 和 全 BMC 中 ,因为 
4M= MC，EM= BM, 
LAME= /BMC =90°, 
AAMESQABMC. /1= /2. 
于 是 A、M.N’.C 共 圆 . 
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SS 言 己 





从 而 AMN .C.D 共 圆 , 即 N 在 正方 


C 
? BW) 形 AMCD 的 外 接 圆 上 . 





于 是 AN'C=90,.. /2= /3. 
又 由 CMV BF 可 得 2 = 一 4， 
B 3= 二 4. 
从 而 EN 下 .8B 共 圆 . 

即 B、.M.E.N 下 共 圆 ,N 在 正方 形 BMEF 的 外 接 圆 上 . 

于 是 N 为 正方 形 AMCD 和 有 BMEF 外 接 圆 的 交点 .从 而 N 与 N 重 
合 , 即 AE 和 BC 相交 于 点 NN. : 
(2) 由 (1) 可 知 ,了 ANB 90", 即 NN 在 以 AB 


N 为 直径 的 圆 上 . 
a 连 AC, 由 (1) 知 ,A、M.、N.C.D 共 圆 ,于 是 
LANM= LACM=45°. 


BNM =45. 
~、、 | 知 NM 为 人 ANB 的 平分 线 . 
CR _ 延长 NM 交 以 AB 为 直径 的 圆 于 R 点 , 则 R 
为 4B 的 中 点 ,R 为 定点 . 
于 是 直线 MN 必 过 定点 . 


(3) 设 O 和 O; 为 正方 形 AMCD 和 
”BMEF 的 中 心 , 工 为 O10O; 的 中 点 . 
过 O . 工 .O, 分 别 作 OO LAB,TT 1 
4B ,DO9) 上 APB , 垂 足 依 次 为 O1、T’、O;. 


, ] ， ，、- 1 
TT 一 7 ( OO 十 OO ) 一 全 


2 2 
因此 TT 为 定 值 . 
作 和 AB 平行 且 与 AB 的 距离 为 二 AB 的 线段 PQ, 该 线段 的 端点 


PQ 分别 距 AD、 BF 为 二 4B ,并 且 仅 当 其 中 一 个 正方 形 退化 为 一 
时 ,斑点 与 已 或 Q 点 重合 外 PQ 即 为 所 求 的 工 的 轨迹 . 


264 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





5.24 已 知 ;AC CE 是 正六 边 形 ABCDET 的 两 条 对 角 线 ,点 M、 


N 分 别 内 分 AC .CE， 且 使 人 = 人 = 如 果 B.M.N 三 点 共 线 , 试 


CE 
求 ~ 的 值 . 
(第 23 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 1] 连结 BE 交 AC 于 晶 , 过 EE 作 EG/ 
NB 交 AC 于 G. 

设 AC= CE=1. 

于 是 AM= CN=r,， MC= EN=1-—r. 

EH = 3HB, 













点 
MW GM -4( 二) 
与 
GM _EN 线 
EG/ NM MC NC 去 
| 点 
4( -二 
即 2 _1 上 
l—r 广 
解 得 /= 一 
万 


[ 解 2] 因为 BJM.N 三 点 共 线 ,所 以 
2SACM + 2SACMB 三 2ACNB: 
设 AC=CE=1, 于 是 CN=r, CM=1-r. 


在 和 ABC 中 .使 用 正弦 定理 可 得 BC= 二 . 


V3 
V3 1 1 
因而 有 一 r(1-r)+ 一 一 人 一 三 一 7 广 . 
2 
即 3r(l or)+(l-—r)=2r. 
1 
此 解 得 = 一 ， 
由 此 解 得 


[ 解 3] 记 AC=CE=1, 于 是 CN=AM= 


在 入 ABC 中 ,使 用 正弦 定理 可 得 BC= 广 
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3 


连 心 线 交 于 A 、.B 两 点 , 设 P 为 圆 &| 上 任意 一 


在 全 CMN .人 AMB 中 分 别 使 用 余弦 定理 得 


MN2= 关 +(1-r)2-r(1-r)=3 王 一 3r+1， 


1 1 Y3_ >， ,1 


BM =r +3 2 7 "rt 
MN _ sin60 
~ NC snZNMC’ 
BM sin30” _ sin30" 
AB sin AMB sin NMC 
V3 


MN_NCsin60” 2. 
BM AB-sin30° 本 1 
3 2 


区 -一 一 一 = 三 3r. 


再 由 中 .@ 可 得 3-3r+1=97? (=r+ 方 】 


即 3 一 3r+1=3r(3r -3r+1). 
3r*—3r+1>0, 


3r* 二 1, 得 r= 一 . 
V3 


[ 解 4] 连结 BE 交 AC 于 点 互 , 不 妨 设 AC = 


AM= CN=r, CM= RN=1-—r, BE= 二 ， 


Y3 
EM - 工 BH= 工 BE-=- 工 
2 4 2 V3 


CE = 1, 于 是 


直线 BMN 与 AECH 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 


1 


|_BE.HM.CN_4, 2.7 


HB MC NE 1 1-r 1-r 
4r*-2r=1-2r+ 启 , 即 3xr*=1. 








5.25 ”两 个 不 相等 的 圆 有 和 上 &, 相 离 ,它们 的 内 ,外公 切线 分 别 与 


上 ,求证 :存在 &, 的 一 条 
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直径 其 一 端点 在 直线 PA 上 , 另 一 端点 在 直线 PB 上. 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


| [证 ] 如 图 ,延长 PA .PB 
与 kz 相交 . 

因为 两 圆 是 关于 点 A 的 内 8 
位 似 图 形 , 则 点 P 关于 位 似 中 
心 A 在 @A 上 必 有 对 应 点 , 设 
该 点 为 M. : 

义 因 为 两 贺 也 是 关于 点 B 的 外 位 似 图 形 , 则 点 P 关 于 位 似 中 心 B 
在 Qk 上 必 有 对 应 点 , 设 该 点 为 N. 

分 别 作 点 P.M 、N 在 连 心 线 上 的 射影 Po .Mo .No， 

设 @kj .Ok 半径 为 ri 、r>. 











MMo MA 六 了 
有 CD 人 ， ，。， 二 一 一 二 一 ， 
MM PPoA Pp PA 
NNo NB rs 
AN CD 人 ， 二 一 一 二 一 
X NoBOAS PPoB PPo PB rr, 
MM NNo 
于 是 Pp, ~ PP 故 ”MMo = NN. 


即 Mo、No 天 于; 的 圆心 对 称 , 从 而 M,N 关于 kh; 的 圆心 对 
称 , 于 是 MN 是 ks 的 直径 . : 

5.26 S; 及 图 S, 相交 于 点 A 和 8B, 圆 S; 的 圆心 O 位 于 Si 的 
加 周 上 , 弦 OC 交 圆 S, 于 点 D. 求 证 :点 DD 是 个 ABC 的 角 平 分 线 的 交 
点 

(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 连 OB 、 AD. 

由 于 一 1 是 圆心 角 , 人 2 是 周 圆 角 , 目 人 1 和 一 2 都 对 BD, 则 一 ! 
=272. 

又 因为 人 BAC 与 人 1 都 是 BC 上 的 圆周 角 ， 
则 和 1= 和 BAC， 

于 是 /1= 人 /2+ LA5=272,， 

BR LA2= 一 5. 

由 OA= OB 可知 0A =OB， 于 是 ° 


C 
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Be 








3= /4. 
因此 AD 和 CD 分 别 为 了 BAC 和 BOC 的 平分 线 , 即 DD 为 
全 ABC 的 内 角 平 分 线 的 交点 
5.27 全 ABC 的 边 BC 与 它 的 内 切 圆 相 切 于 点 DD. 求 证 :该 圆 圆心 
在 线段 BC 与 AD 两 个 中 点 的 连 线 上 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 设 公 ABC 的 内 切 贺 与 AB、AC 边 相 切 于 瑟 、 下 , 旁 切 圆 与 
BC 切 于 上 ,与 AB .4AC 延长 线 切 于 M.N, 则 
2DB = DB+ BE=CB-CD+AB-AE 
=CB+AB- CF- AF 
=CB+AB- CA. 
2CL = CL+ CN 
=CB-LB+AN- AC 
-CB- BM+ AM-AC 
-CB+AB- AC. 
DB = CL. 
于 是 线段 BC 的 中 点 与 线段 DL 的 中 点 重 


人 
器 - 


设 DD 是 内 切 圆 的 直径 , BC 切 内 切 圆 于 了 . 

以 A 为 位 似 中 心 ,将 旁 切 圆 变换 到 内 切 圆 .在 这 变换 下 ,点 上 变 到 
点 DD .因此 L、D'、A 同 在 一 条 直线 上 ,而 线段 LD、D'D AD 的 中 点 也 
同 在 一 条 直线 上 , 即 内 切 圆 圆心 .LD 的 中 点 、AD 的 中 点 共 线 . 

从 而 内 切 圆 的 圆心 在 线段 BC 与 AD 两 个 中 点 的 连 线 上 . 

5.28 ”对 两 个 外 离 的 圆 作 一 条 外 公 切 线 和 一 条 内 公 切 线 , 将 属于 
每 个 圆 的 两 个 切 点 连 成 一 条 弦 , 求 证 :两 弦 所 在 的 直线 的 交点 在 两 圆 的 
连 心 线 上 . 


3 高 己 





(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 1] 假设 C 是 圆心 为 O 和 0， 
的 两 圆 的 外 公 切 线 A1A， 和 内 公 切 线 
B1B, 的 交点 . 

四 边 形 O01AjCB| 和 CA,O,B, 在 项 
点 A1 .BI 和 4; .B; 处 的 内 角 为 直角 ,又 
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二 AICBI 一 /AO;,B,,HH A1BI/ CO,， ,A,B;// CO , 
由 此 可 证 出 四 边 形 Di4CB 和 CA;O,B, 相似 ,从 而 
OO LDI CD, 

















OC Co; 出 
设 直线 A1B1 与 OO 交 于 已 | ,直线 A,B, 与 O10, 交 于 Py. 
我 们 设法 证 明 P 和 P, 重合 . 
由 于 平行 的 对 角 线 A1B1 和 CD; 将 COIO; 的 边 分 成 比例 
OID! OiP; 
OC O10;’ © 
而 平行 的 对 角 线 A，B, 和 CO 将 00,O| 的 边 分 成 比例 
CD OiP, 
CO, O10; ) 
OP OP: 
由 只、 和 @ 得 O,0,™ O10O, 
OP 一 OP,. 
因此 P, 和 P, 重合 . 


[证 2] 记 直 线 A1A4;, 与 B1B, 的 交 
点 为 C, 直 线 AjBj 与 O10O; 的 交点 为 P. 
由 正弦 定理 有 

AP- OP Sn SAOP 

sinA OA1P 
OP.sin BIOiP 
sin O11BiP 

LOIAIP= /O01B1A1=180° -OBIP, 

AiP _Sin 人 AIOIP OO'sin AIOIP AIA: 

BP sin“BIOIP OOrsin BIOIP BB,” 
XX CA,= CB,, 

CA; AiP BiB, BiB, AiP 


站 一 一 一 一生 





BiP= 














AiA; BIP CB, AiA; BIP 
O10; 三 线 共 点 


[证 3] 分 别 记 直线 O10, 与 A1B1、A;B;,、A1A,、B1B, 的 交点 
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eg 阁 志 








为 P.P'.Q.R, 记 A4I4; 与 B1B; 的 
交点 为 C. 

直线 A1BIiP 与 人 CRQ 相 截 , 直 
线 A;,PB, 与 人 CRQ 相 截 ,由 梅 涅 劳 
斯 定理 有 
CB! RP QA! CB» RP QA, 

BIRPQ CA! ’ RB; PQ AsC 

~” CA1= CB,, CB;= CA,, 

RP_BIR RP’_ RB; 

PQ QA!’ PQ QA;, 

OA AiA;, O;A, | AiA), 

OIB: LBiB;,, O,B;, | BiB，， 

OiA1N OAs, O1B1N B23O;. 

人 QAIOINEOQAO;, 人 OIRBIOA ORB,. 

QA! OiA! OiB!_BIR 


QA, OA, OB, BR 








BR BR . RP_RP 

QA! QA * PQ PQ- 
RP RP © RP _RP 
RQ RP+PQ RP+PQ RQ 
RP= RP ，.. 点 也 与 已 重合 . 


“. AlB1、A;B;,、O10; 三 线 共 点 P. 

5.29 已 知 :三 个 等 加 有 一 个 公共 点 D, 并 且 都 在 一 个 已 知 三 角 
形 内 ,每 一 个 圆 与 三 角形 的 两 边 相 切 ,求证 :这 个 三 角形 的 内 心 .外 心 与 
点 O 共 线 . 

: (第 22 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 将 三 个 等 圆 的 圆心 分 别 记 为 4 BC 

连结 4 五 BC CA 
因为 AB、BC、CA 为 等 圆 的 公 切 线 , 则 必 


AB/AB, BC/BC, CAN CA. 
人 ABC HASABC. 
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连结 44” BBCC 并 延长 ,由 于 44 8 .CC 是 AAA、 人 BC 
的 平分 线 , 则 它们 必 交 于 一 点 , 设 此 点 为 O', 则 O 是 全 ABC 的 内 心 ， 
同时 O' 也 是 人 ABC 和 全 ABC 的 位 似 中 心 . 

由 于 QA’ .B.C 是 等 圆 且 相交 于 O, 则 O 是 全 A'B'C' 的 外 
>. 

设 全 ABC 的 外 心 为 O", 则 两 个 三 角形 全 ABC 和 全 ABC 的 位 似 
中 心 O 以 及 这 两 个 三 角形 的 外 心 O 及 O” 三 点 共 线 . 

于 是 全 ABC 的 内 心 .外 心 与 点 O 三 点 共 线 . 

5.30 ”Ki .KK; 为 三 个 圆 , 交 于 PP 点 .圆心 分 别 为 O01、0O;,、O3， 
设 KK| 与 KK, 又 交 于 A,K; 与 K; 又 交 于 B,K;s 与 Kj 又 交 于 C,X 为 
Ki 上 任意 一 点 ,直线 XA 交 K, 于 了 ,直线 XC 交 K,; 于 2, 求 证 :(1)Z、 

Y 共 线 ; (2) SaxyzE4SA00,0,- 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[证 ] (1) 连 PA PB .PC .BY .BZ. 

LPBY=/PAX, /PBZ= /PCX. 

而 APAX + /PCX = 180", 

了 PBY + 人 PBZ =180'. 因 而 Z,B.Y 共 





线 . 

(2) 由 于 人 人 X、 人 人 Y 的 大 小 不 变 , 则 所 有 的 
人 XY2 均 相 似 , 因 此 当 XY 最 大 时 ,会 XYZ 的 面积 最 大 

容易 证 明 , 当 XY/ O10O; 时 ,XY 最 大 ,此 时 XY=20O10O;. 

因而 SA AZS4Seo， (> (3 

5.31 如 图 ， 已 知 :两 个 半径 不 相等 的 口 O 与 
DO; 相交 于 MN 两 点 , 且 昌 O10O, 分别 与 @O 
内 切 于 S .了 两 点 .求证 :OM | MN 的 充分 必要 条 件 
是 SN .TT 三 点 共 线 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 

[证 1] 如 图 , 设 Oi、@0O,、©O 的 半径 分 别 
为 ri 、r2、r. 由 条 件 知 O、O1、S 三 点 共 线 ,O、O,、T 三 点 共 线 ,有 目 OS 
= OT= .连结 OS .OT SN NT.OIM、 on OM O2N .O10% 

(充分 性 ) 设 S.N . 工 三 点 共 线 , 则 一 S= 
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十 
2 


又 人 AO2SN 与 全 OsNT 均 为 等 腰 三 角形 . 
故人 S$S= 人 OINS, T= 人 O,NT. 
于 是 LS=/AOsNT, LT= /ONS. 
从 而 ON/OS, OIN/ OT. 
故 四 边 形 OO NO; 为 平行 四 边 形 . 
因此 OO = ON= rr;,= MO,, 

O00; = ON= r= MO. 
故 ”和信 O! MO 人 OO,OM. 
从 而 Sao, MO 一 = Sao, OM 
由 此 得 OO,// OM . 
又 由 于 O10;|MN, 故 OM | MN. 
(必要 性 ) 若 OM | MN， O10;，LMN, 有 0 102/ OM. 
从 而 DAo， MY = Sao, (CMRI: 
设 OM=aw, 由 OIM=r，OIO=r-ri 0,0=r-r,, O,M 


=r2,， 知 ”人 OiMO 与 OOM 的 周 长 都 等 于 a+ r， 记 p= 


六 





由 三 角形 面积 的 海伦 公式 ,有 
DAoO MO = VPplp-r)(p-rt+ri)(p—a) 
= Vp(p- ra)(p-rtr)(p-a) 


= SAO0,OM: 
化 简 得 (ri ra)(r—ri—r2)=0. 
又 已 知 六 天 r， 有 r=ritry. 
故 OIOQ=r~rl=r;=ON, 上 是 OO=r-ry= ri= ON. 
OO1NO; 为 平行 四 边 形 . 
从 而 人 OINT+ 了 T=180', OJNS+/S=180°. 
又 ”人 OISN 与 全 O,NT 均 为 等 腾 三 角形 ， 
T=AONT, LS=/AONS, 
OINO;+2LS = LAONS+ LS= LOINT+ LT 
= AOiNO;,+2AT, 
B AS=/AT. 
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于 是 OINS= AO,NT. 
故 OINS+ 人 人 OINO, + 人 ONT-= ZSNO2+ ZS=180° 
S 、N、 了 三 点 共 线 . 

[证 2] 由 已 知 条 件 知 DO .Oil 、S 三 点 共 线 ,DO .0O; . 工 三 点 共 线 ， 
延长 MN 交 O 于 K、P, 过 SS 作 QO 的 切线 SQ ,过 工作 @O; 的 切 
线 TQ ,由 蒙 日 定理 知 三 条 根 轴 交 于 一 点 Q@, 即 M 、N、Q 三 点 共 线 . 

(充分 性 ) 若 SN.T 三 三 点 共 线 ， 

QS .QT 为 切线 ，.. 人 TSQ= 人 STQ. 
OS | SQ, or LTQ， 
OO.S、.Q .了 T 四 点 共 圆 . 
“. TSQ= /TOQ. 
又 LSTQ= /TMQ, 
. TOQ= TMAQ. 
OM、T、Q 四 点 共立 . 
OT| TQ, .. AOMN=90.. 
(必要 性 ) 若 人 OMN = 90"， 
OS | SQ, OT TQ, 
LOSQ= LOTQ= /OMQ=%°. 
O、M、T、Q.、S 五 点 共 圆 . 
延长 TN 交 O 于 Si1, 交 OMTQS 所 确定 的 圆 于 S,, 则 
SIN: NT= PN: KN, SN: NT= MN':QN. 
LONM = 90°, 
OM | KP, 从 而 有 MK = MP. 
由 于 QP: QK = QS = QN: QM, 
QP (QM + MP)= (PQ + PN): QM. 
QP MP = PN: QM. 
(QN- PN)(MN + PN)= PN(QN + MN). 
QN: MN = PN°: MN + PN: MN + PN 
= PN(MN + NP) + PN: MN 
/ = PN(MK + MN)= PN ~ KN. 
有 SIN:NT= S,N:NT, 
SIN= SsN, 即 ”Sj、S, 重合 . 


Ma 








ani 言 己 





而 S 是 五 点 圆 与 OO 的 交点 ， 
SI=S,=S, 即 SN.T 三 点 共 线 . 
[证 3]( 必 要 性 ) 知人 OMN = 90"， 
0OSsS1SQ，OT TQ, 
LOSQ= /LOTQ= LOMQ= 9%.". 
O、.M、T.Q、S 五 点 共 圆 . 
LOSM= /OTM. 

Oi1S= OM, O,T= 0,M, 
LOSM= LOMS, LOTM= /OMT. 
“. LOIMS= /0O,MT. 

故 0O;O00, = 人 SMT= SMT+ 人 OIMS 
-LO,MT 
= /OMO;. 


“OO、O1、O;、M 四 点 共 圆 . 
又 OM|MN, Oi0;,| MN, 
“. OM/ O10;, O01= MO,;. 
设 所 OO.@O GO 的 半径 分 别 为 Rrivr2,， 则 ”OO1= ry. 
. R=OS=O0,+O1S=ri+r;. 
过 Oil 作 ON /OT 交 ST 于 N ,过 


< N' 作 NO, /OS 交 OT 于 0O,.. 
0, 由 于 人 OST 为 等 腰 三 角形 ， 
故 N'O2 = OO1= ry. 
S N 1 于 是 OO, = OiN’= O11S= i, 
O»T= OT- O00, =r-r= 7,. 
故 ”O, 与 O, 重合 . 


对 于 N 、N 到 OO, 的 距离 为 ON =r,，N 到 Oi 的 距离 为 
ON =, 
N 为 @OI 与 @O, 的 交点 . 
因此 ,N “与 N 重合 , 故 N 在 S$、T 所 在 直线 寺 上. 
5.32 在 凸 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 AC 和 BD 上 各 取 两 点 五 、 


G 和 F .于 ,使 得 AE= GC= AC, BF ~ HD= 垃 BD. 设 AB.CD、 
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.EF GE5 的 中 点 分 别 为 MN .PQ, 求 证 :MN 、P.Q 四 点 共 线 . 
(全 俄 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 1] 连结 MN ,分 别 交 EF、GH 于 
点 也 、Q ,分 别 取 AC、BD 的 中 点 及 、L ,连结 
KL 交 MN 于 点 0, 连结 NK .ML ,于 是 
NK L 3DA LLM. 
四 边 形 NKMIL 为 平行 四 边 形 . 
点 OO 〇 为 KL 中 点 . 
连结 HO .NG, 于 是 HO 4 5DK 4/ 


NG. 








四 边 形 HOGN 为 平行 四 边 形 . 

Q 为 HG 中 点 . 

点 久 与 Q 重合 . 
同 理 点 已 与 已 重合 .所 以 MN 、P.Q 四 点 共 线 . 
[证 2j 连结 MN ,分别 交 AC、BD 于 点 S、 


R, 记 AC .BD 的 交点 为 0. : NA 
直线 SRM 与 人 OAB 相 截 , 直线 RSN 与 yh 






i 





人 OCD 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 ba 
OS.AM.BR_| 0S.CNPR_ | FN 
ASMBRO ' SCNDOR 4 1 
AM= MB, CN= DN, : 

AS_05_CG . AS_AS+1CS_AC 
BR OR DR' ”BR BR+DR BD 


AS= AE+ ES, AE=—AC; 


BR = BF+ FR, BP=BD. 


AS_BR ES_FR 

AC BD’ AC BD. 

ES_AC_AS_OS 

FR BD BR OR 
又 … EP= PF, 
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OS EP FR_OS FR EP_OS FR_ 
ES PF RO OR ES PF OR ES 
由 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 定理 知 S、R、P 三 点 共 线 . 
即 MPN 三 点 共 线 . 
同 理 , M 、Q 、N 三 点 共 线 . 
所 以 M、P、Q,N 四 点 共 线 . 


[证 3] 将 所 论 平面 看 作 复 平面 , 仍 用 点 的 字母 来 代表 相应 的 复 


兴 言 二 


MN 分 别 为 AB .CD 的 中 点 ， 
1 了 
N= 7 (C+D), M = 3 (A+B). 


， AE= 二 4C， BF= BD, 


E=(3A+C), F= 二 (38+ 让) 


也 为 EF 中 点 ， 
1 
P= (E+F)= (3A+C+3B+D) 
3 1 3 1 
一 一 - 十 十 一 一 十 三 -一 十 一 人， 
8 (A B) gC D) a ™M aN 


AM、P、N 三 点 共 线 . 
同 理 , M、Q、N 三 点 共 线 . 
M、P.Q、N 四 点 共 线 . 
5.33 平面 上 及 个 点 ， 连 措 基 中 任意 两 点 的 直线 都 含有 其 中 另 
一 个 点 .求证 :这 2 个 点 共 线 . 
(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 假设 所 有 的 点 不 共 线 . 
过 所 有 的 点 作 所 有 可 能 的 直线 ,并 考虑 所 有 的 点 与 所 作 直 线 之 闻 
的 所 有 可 能 的 非 零 距离 ,因为 这 些 距离 只 有 有 限 多 个 ,所 以 至 少 有 一 点 
A y A 与 一 条 直线 1, 使 得 它们 之 间 的 距离 最 小 . 
K 过 A 在 直线 1 上 作 垂 线 AH. 由 于 直线 / 至 少 
含有 给 定点 中 的 三 个 点 ,所 以 总 有 两 个 点 ,它们 在 
H B CS 直线 :上 点 互 的 同 侧 . 设 它 们 是 点 B 和 点 C, 且 点 
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刀 介 于 点 百 和 点 C 之 间 . 其 中 不 排斥 如 与 五 重合 的 情形 . 
作 BKj」AC 于 K,HM LAC 于 NM. 
由 个 BKCWDA HMC 


可 得 ”BK = SHM<HA 


(如 果 A = M, 则 AC/HC ,不 可 能 ). 
即 点 A 到 直线 / 的 距离 并 不 是 最 小 的 ,导致 矛盾 ， 
于 是 所 有 的 ”个 点 共 线 . 


(二 ) 线 共 点 


5.34 为 了 使 全 ABC 中 角 A 的 平分 线 , 由 项 点 B 引出 的 中 线 , 以 
及 从 项 点 CC 作出 的 高 线 恰好 交 于 一 点 ,三 角形 的 角 应 当 满 足 什 么 条 
件 ? 








(波兰 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 设 AD 为 人 BAC 的 平分 线 , BE 为 

AC 的 中 线 , CF 是 AB 的 高 线 . 
由 题 设 , AD .BE 和 CF 交 于 一 点 M, 则 由 






Ba 





塞 瓦 定理 可 知 
BD CE AF 
DC EA FB V 
设 AB=c, BC=a, CA=b. 
pe 性 让 得 BDO_C 
由 三 角形 内 角 平 分 线性 质 得 pe -7 


CE _ 
又 由 玉 是 中 点 得 FA ™ 1. 


由 公 ACF 和 和 和 公 BCF 是 直角 三 角形 得 
AF= bcosA, FB= acosB. 


于 是 @ 式 化 为 .2 - 


b acosB 
sinC'*cosA 
骨 由 正弦 定理 有 mAvcoB 1 
sinC 
即 tg4A= 一 一 CR 四 
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反之 , 肴 三 角形 的 三 个 角 满 足 关 系 式 名 , 则 由 塞 瓦 定理 的 闭 定理 可 
以 证 明 AD 、BE .CF 交 于 一 点 . 

5.35 设 P 是 人 ABC 内 任 一 点 ,PI 和 P; 分 别 是 从 已 到 边 AC 和 
BC 的 垂 线 的 垂 足 ,Qi 和 Q, 是 从 C 到 AP 和 BP 的 垂 线 的 牌 足 .求证 : 


rk 六 沁 


直线 Qi P; .QzP 和 AB 三 线 共 点 . 
(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 


[证 ] 由 已 知 Pj、P;、Qi、Q; 对 CP 张 直 
角 , 所 以 CPi1、Q;、P、Qi.P; 六 点 共 圆 . 

由 于 CPl 和 QiP 交 于 点 A,CP, 和 QP 
交 于 点 B.、 
应 用 巴 斯 卡 定理 可 知 , QiP; 与 QP 的 交 
了 上 点 在 直线 AB 上 ,因此 QiP, 、Q;P; 和 AB 共 





了 
= 
ww, 


5.36 设 和 AIBICI 是 不 等 边 锐 角 人 ABC 的 垂 足 三 角形 , A, 、B,、 
Cz 是 内 切 于 全 A1BIiCi 的 圆 与 它 的 边 的 切 点 . 试 证 :入 4A;zBzCx 和 
人 ABC 的 欧 拉线 重合 . 

注 1 径 足 三 角形 是 指 以 三 角形 三 条 高 线 与 各 边 交点 为 顶点 的 三 角形 . 
注 2 欧 拉线 是 指 三 角形 的 重心 ,重心 和 外 心 三 心 所 确定 的 直线 . 
(第 7 届 巴 尔 干 地 区 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
p [证 ] 设 点 X 是 边 AC 的 中 点 .OO 是 人 ABC 
的 外 心 ,HH 是 它 的 垂 心 .P 是 线段 OH 与 BX 的 交 


2 点 . 则 
LE OX | AC, OX// BH. 
pa 于 是 “入 OXPcA HBP. 
设 全 PBM 与 人 OXP 的 相似 比 为 上 , 则 


又 因为 ”AOX 与 二 ABC 的 度数 都 等 于 和 ABC 外 接 圆 的 AD 的 


度数 的 一 半 , 则 AOX= ABC. 
AC 

_ 2 Ac 

有 OX tgAOX 2tg/ ABC 
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有 BH=2— 2 -一 
~ sin BHA! sin/ ACB 


sin ACB AB 
又 由 正弦 定理 sin ABC AC 
BAi 
BH sin ACB 
于 是 有 & = Dx A 
2tg/ ABC 
加 2BA'':tg/ ABC 











AB . 
AGsin 一 ABC 
2BA) 

~ AB:cos/ ABC - 


BA 
在 直角 和 公 AA1B 中 ， zp =cos 人 ABC， 


_ BP _ 
于 是 k=2. 即 px =2: 


从 而 点 已 为 入 ABC 的 重心 ， 所 以 外 心 . 垂 心 .重心 共 线 . 
其 次 ,从 AOXPoAHBP 可 得 -= 一 = 一 . 


下 证 本 题 . 
因为 互 是 和 AIBICI 的 内 心 ,所 以 日 是 人 A,B;C; 的 外 心 ,对 四 
边 形 HA;,C1B; 的 对 角 线 HC A,B，,. 
A,B;/ AB. 
同 理 A,C,/ AC，B2C2A BC. 
全 A,B,Cz 与 人 ABC 位 似 . 
因此 全 A,B，Cs 和 公 ABC 的 哆 拉线 或 者 平行 ,或 者 重合 . 
但 是 ,由 于 打 既 是 和 4;B2C2 的 外 心 ,又 是 全 ABC 的 垂 心 , 所 以 这 
两 个 三 角形 的 欧 拉 线 一 定 重合 . 
5.37 证 明 : 连 接 四 边 形 的 对 边 的 中 点 的 两 条 线段 与 连接 对 角 线 
的 中 点 的 线段 交 于 一 点 , 且 被 此 点 平分 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1940 年 ) 
[证 ] 设 在 四 边 形 ABCD 中 ,EN .FM、P.Q 分别 是 4B、BC、 
CD .DA .BD 、AC 的 中 点 .如 图 


AC 


认同 洲 


点 
共 
线 
与 
线 
共 
点 
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四 边 形 MENF 是 平行 四 边 形 ， 

EF 、MN 互相 平分 于 O 点 . 

四 边 形 MPNQ 是 平行 四 边 形 ， 

PQ .MN 也 互相 平分 于 O 点 . 

EF .MN 、PQ 三 线 共 点 O 且 都 被 点 O 





所 平分 . 

5.38 ”正方 形 ABCD 与 ABCID 同 向 ， 
B 与 BI 不 重合 .求证 :直线 BB CC 、DD 三 线 共 点 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 绕 A 点 道 时 针 旋 转 90" 时 ,B 成 为 
D,Bi 成 为 Di, 所 以 BBI 成 为 DD1, 从 而 原 图 
中 有 BB! DD. 

设 BB; 与 DD 的 交点 X, 则 X 在 正方 形 
ABCD 的 外 接 贺 上 ,也 在 正方 形 A1B1C1Di 的 
外 接 圆 上 . 

CIXBI=CI4ABI=43， 且 LACXB= /CAB=45°". 

于 是 C .Ci X 三 点 共 线 ， 即 “BBCCI 、DDI 交 于 一 点 X. 

5:39 已 知 :人 ABC 及 形 外 的 点 XX、Y、Z, /BAZ = 人 CAY,， 
CBX = 人 人 ABZ, 人 ACY= 人 BCX .求证 :AX、BY.、CZ 共 点 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 由 正弦 定理 得 




















AB BX 
sinAAXB sinal ， 
AC _XC 
sinLAXC sinas 
BX’” ABsinal 
于 是 有 XC ACsinaz | 山 
BX AxX 
sinal sin(B+ B) (2 
CX AX : 
sinay> sin( C+y) 3 
BX _ SIny z 
CX sing 出 
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sinal sinB*sin(B+ B) 











i _ 
由 多 .中 和 多 得 sinay sinyssin(C+y) 
浊 BX _ AB.sinpsin(B+8) 
由 忠和 全 得 x 人 Ce AC.:!siny'sin( C+ 7) 
同 理 可 得 
CY _ BC'siny'sin( C+Y) w 


YA BA'sing'sin(Ata) 
AZ _ CA'sinag'sin(A+a) 
ZB CB:sinB'sin(B+B) 
由 @ .和 @ 得 
BX CY AZ’ _) 
XCYAZB 
由 塞 瓦 定理 的 道 定理 可 得 ”AX 、BY .CZ 三 线 共 
5.40 ”分 别 以 会 ABC 的 边 BC、CA、AB 六 这 同形 外 作 竺 用 
全 BCD .全 CAE .和 AAABF. 求 证: 分别 过 4A.B.C 作 EF、FD .DEF 的 垂 线 
共 点 . 





(美国 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[证 ] 分 别 以 DD.E.F 为 圆心 , DB、EC、 
FA 为 半径 作 圆 . 
EOF 的 公共 弦 ; .OD 的 公共 弦 ; 
OD .OE 的 公共 弦 ( 所 在 直线 ) 即 为 分 别 过 A、 
C 所 作 EF 、FD .DE 的 重 线 . 
熟知 该 三 条 弦 共 点 (三 圆 的 根 心 ) 对 三 个 圆 
的 笑 相 等 . 故 三 条 垂 线 共 点 
5.41 在 锐角 个 ABC 的 各 边 分 别 向 形 外 作 三 个 彼此 相似 的 锐角 
三 角形 : 人 ACIB、 公 BAIC. 人 CBIA, 且 人 ABIC= ABCI = 人 ABC， 
人 BAIC= 人 BACI= 人 Bi1AC. 求 证 :(1) 公 AC1B、 人 BAIC 和 全 CBI1A 
的 外 接 圆 共 点 ;(2) 直 线 4A4，.BB .CC 共 点 ， 
(第 7 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 设 马 是 AA| 与 BB 的 交点 
/AIC4=BICB, BAIC:BC= AC:BIC. 
人 AACADA BICB. 
LDBC= /DAIC. 
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种 六 和 演 时 路 六 种 





因此 B.D.C.4A; 四 点 共 圆 . 

因此 由 一 CDB = 一 B4IC = BAC 得 ， 
A、D.C、BI 四 点 共 圆 . 

即 刀 是 和 ABC 与 人 ABIC 的 两 个 外 接 
圆 的 交点 ， 

注意 到 ADB = 180° - ADB = 180° 
C1 -~ /ACBI=180°- /ACIB. 

所 以 点 A、DI、B 和 Ci 四 点 共 圆 ,于 是 DD 





是 所 论 三 个 外 接 圆 的 交点 . 
易 知 二 CDB = 一 C4B = 一 B4CI = BDC'， 
CDi.C 三 点 共 线 . 即 AIA .BiB .CIC 相交 于 同一 点 . 
5.42 ”如 图 ,和 全 ABC 是 正三 角形 ,D、E、F、M、N.P 分 别 是 BC、 
CA .AB 、FD 、FB .DC 的 中 点 .(1) 求 证 : AM 、EN FP 三 线 共 点 .(2) 设 
O 为 AM 、EN .FP 的 交点 , 求 :. OM : OF: ON :OE:OP:0OA. 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 》 
[ 解 ] (1) 设 AM 与 EN 交 于 O, 连 FO FP， 


A 下 N B 则 
和 4AMFSAENFSAFPD. 
FE D . /FAM= /FEN= LDFP. 
Pp .“.， A.E.O.F 四 点 共 圆 ， 
人 ‘. LEAO= /EFO. 
. ADFO =60°~ LEFO=60°- /EAO 
= /FAM= /DFP. 
FP 也 过 O 〇 点 . 
.. AM .EN .FP 共 点 . 
(2)'.. /OFD=/OAF, .. 和 AOFMcnAFANM. 
OM FM 1 
OF FA 2 


在 全 OMF 中 ,由 余弦 定理 有 
FM’ = OM’ + OF’* ~ 2OM: OF cos120° = 7OM?. 
FM = V7OM. 
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AF.: FM 
FO 


=7OM. 





FA=2VY7OM, AM = 


则 EN= FP= AM=7OM. 
且 OA=60M, OP=5OM. 
又 AOFE=/AOAE= AOMF, 
,人 AOFEWAOMEF. 

OF OM 1 

OE OF 2， 


OE =2OF = 40M 
ON = EN — OF = 30M, 
OM: OF: ON : OF : OP: OA = 1:2:3:4:5:6. 
5.43 设 已 是 入 ABC 内 一 点 ,满足 条 件 人 APB -人 人 ACB = 


了 APC - ABC. 又 设 D 和 EE 分 别 是 全 APB 和 全 APC 的 内 心 , 求证 : 


AP、BD .CE 三 线 共 点 . 
(第 37 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 1] 延长 AP 交 BC 于 点 氏 , 交 入 ABC 
的 外 接 圆 于 点 下 ,连结 BF CEF. 于 是 
APC- /ABC 


= /LAKC+ PCK- ABC OA 
= /PCK + LKAB NE 


=PCK+ /BCF= /PCF. 
同 理 ”APB -人 ACB= 人 PBF. Et 
PCF =/APC- /ABC 
= /APB- /ACB= /PBF. 

在 全 PBF 和 全 PCF 中 分 别 应 用 正弦 定理 有 
PB PF PF PC 
sin LPFB sinLPBF sin 人 PCF sin PFC 
PB sin PFB _ sin ACB AB 
PC sin “PFC sin/ ABC ~ AC 
连结 BD 并 延长 交 AP 于 点 M ,连结 CM. 

点 万 为 全 ABP 的 内 心 ， 
BM 平分 人 ABP. 
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AM AB AC . 
Mp pp pe CM 平分 人 ACP. 
见 点 正在 CM 上 . .， AP .BD .CE 三 线 共 点 . 
何 [证 2] 过 点 卫 分 别 作 PF BC 于 点 下， 
PG CA 于 点 G,PH | AB 于 点 五 .连结 FG、 
GH HEF. 
于 是 日 .B.F.P;P.F.C.G 和 H.P.G、 
”A 都 四 点 共 圆 , 昌 BP、CP、AP 分 别 为 三 圆 的 
”直径 . | 
LFGH = /FGP+/APGH= /FCP+ /HAP 
=/AAPC- /AABC= /APB- /ACB 
=ACAP+/CBP= /GHP+ /FHP 
= AGHEF. 
HF = FG. 
HF = BPsinB, FG = CPsinC, 
BP _sinC _AB 
CP sinB AC 
以 下 证 明 同 证 1. 
5.44 了 为 入 ABC 的 内 心 ,X、Y 分 别 为 内 切 圆 与 AB、BC 的 切 
点 ,了 .分 别 为 BC、CA 的 中 点 .求证 : AT、XY 与 ED 共 点 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 设 a.6.c 为 人 ABC 的 三 边 的 边 长 ,又 设 = , 则 
AX=s—-a, BX= BY=s- 2. 
设 DE 分 别 与 XY AI 交 于 PQ， 
则 由 DE/ BA 
得 ” 人 DPY= 人 BXY= /BYX,， 





日 DP=DY=s-b——. 


叉 因为 EQ/ AX, 则 EQA= /IAX 
三 人 TAFE， 


且 FEQ=4E= 了 > 
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a po C 
ss 一 -一 二 一 二 一 二 上 D. 
于 是 FEQ+ PD=s-—b -i 7 nD 


从 而 与 Q@ 重 合 , 即 DE 、XY、AI 三 线 共 点 . 
5-45 圆 O 内 切 于 和 4BC,4 BC 分 别 为 BC、.CA、AB 边 上 
的 切 点 . AO、BO、CO 分 别 交 圆 于 4，、B, 、C:， 求 证 : AlA,, BB;、 
CiC2 交 于 一 点 . 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 连接 A;Bj、A2C1, 由 题 设 知 
ABI= ACl, 则 AO 是 BC 的 中 垂 线 . 
42Bi = AC1， 则 AsB, = 
即 ”As 是 B1Cy 中 点 . 
__ 同 理 可 证 ”Bs 是 CA 中 点 , C 是 
AiBi 中 点 .连接 CA 、A1B. 
LCiAiAs= AA1B, 
即 A1A; 是 人 A1B1Ci 中 人 C1A1B1 的 角 平 分 线 . 
同 理 可 证 Bi1B,、CiC; 也 是 人 A1B1Ci 的 角 平 分 线 . 
故 A1A2、B1B;、C1C; 交 于 一 点 . 
5.46 已 知 : 全 A1AsA; 不 是 等 边 三 角形 , 它 的 三 边 分 别 为 ai 、 
az ai, 其 中 di 是 A， 的 对 边 , M 是 边 a; 的 中 点 ， 为 人 AlA,A; 的 内 
切 圆 与 a; 边 的 切 点 ,S 是 关于 一 4A; 的 平分 线 的 对 称 点 ,i = 1,2,3. 
求证 : MSi、M,S,、M3S; 三 线 共 点 . 
(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 设 4B; 是 一 4; 的 平分 线 (i = 1,2,3). 
Si、T3 关于 A1B1 的 对 称 点 分 别 为 Ti 、T,， 
T3S1= TT 
同 理 ,考察 以 AB; 为 轴 的 对 称 关系 可 得 ”TT = TS 
从 而 有 TS1= TS | 
SS A1A2N MIM,. 
同 理 SS,S;/ MM3, S$S3S1/ M3Mi. 
即 全 S11S2S; 与 全 MiM;M; 的 三 边 分 别 平行 . 因此 这 两 个 三 角形 
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或 者 全 等 ,或 者 位 似 . 

另 一 方面 ,人 SiS;S; 内 接 于 和 44; Ai 
的 内 切 圆 ,由 于 全 A1A,A; 不 是 等 边 三 角形 ， 
所 以 内 切 圆 的 半径 小 于 外 接 圆 之 半 , 而 
和 MiAM2Mi3 的 外 接 圆 半径 恰 为 人 AAA: 
的 外 接 圆 半径 之 半 , 因而 , 全 Si1S;5S3 与 
人 M1M;,M; 的 外 接 圆 半径 不 相等 ,从 而 人 SiS S; 与 人 AMIM2AM3 不 
全 等 ,而 必然 位 似 . 

因此 ,和 全 SS S; 和 和 人 MIM;Mi 三 对 对 应 顶点 的 连 线 MISI、 
MS2 AS; 必 交 于 位 似 中 心 ,当然 是 三 线 共 点 . 

5.47 设 公 ABC 为 锐角 三 角形 ,三 条 直线 人 lp、ic 分 别 通 过 顶 
点 4 .了 BC, 并 以 下 述 方式 作出 : 设 五 是 由 A 向 BC 作 垂 线 的 垂 足 , Sa 
是 以 A 为 直径 的 圆 ,S， 与 边 AB 与 AC 分 别 交 于 点 M 与 N,M 与 N 
异 于 A,la 为 过 点 A 与 MN 垂直 的 直线 ,直线 18 与 ic 类 似 地 作出 .证 
明 ,直线 1， fp .ie 共 点 . 

(第 29 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 记 A.B.C 为 全 ABC 的 三 个 内 角 ， 
a .bc 为 其 对 边 的 长 度 . 

由 14 的 作法 可 知 : 

AMN= /LAHN=90°- AHAC= 一 C. 

类 似 地 , ANM = 一 B. 

“, 人 AMNODAACB. 

因为 入 ABC 为 锐角 三 角形 ,所 以 4 与 边 MN 和 边 BC 均 相 交 , 设 
/4 区 BC 于 P. 

BAP=90° ~- AAMN=90°~C, 

LCAP=90°- AANM=90°-B. 

] 

BP _ Saap 2 AP SnABAP eeosC 
So 了 4C'AP:sinZCaP os 
设 ls 交 AC 于 Q, Lc 交 AB 于 R, 类 似 地 有 





由 


286 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





CQ _ acosA 四 
QA ceosC 
AR _ beosb 四 
RB acosA 
BP.CQ.AR. 
将 D,@.@ 相 乘 得 二 2 二 


由 塞 瓦 定 理 的 道 定理 知 , .如 .lc 共 点 .可 以 证 明 此 点 为 全 ABC 
的 外 心 . 
5.48 圆 和 人 ABC 的 三 边 BC .CA .4B 交 于 Al、A2;B1、B2; C1、 
求证 ;如果 由 点 A, .Bi 、.C 作 BC 、CA .4B 的 垂 线 相交 于 一 点 , 那 
么 由 点 A,、B,、C， 所作 BC .CA .4B 的 垂 线 也 相交 于 一 点 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1914 年 ) 
[证 ] 设 由 点 Ai、 Bi CI 向 BC、CA、AB . 
由 于 圆 O 的 弦 CIC> 的 垂直 平分 线 通过 圆 
心 0, 若 直线 MO 交 过 C; 垂直 于 AB 的 直线 于 
J M0- OM, 即 N 是 M 关于 O 的 对 称 点 . 
结论 对 于 过 A,、B, 的 垂 线 也 成 立 . 
两 此 直上 A，、B> 、 CC; 所 作 BC CA .AB 的 垂 线 也 相交 于 一 点 人 N 
5.49 过 入 ABC 的 顶点 B.C 的 圆 与 边 AB 、AC 分 别 交 于 点 C 和 
有 有 和 开 ' 分 别 为 ABC 与 全 ABC 的 垂 心 .求证 : BB CC 和 HH 三 


线 共 点 dr" 






种 六 波 遇 小 六 种 





(第 36 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
f 证 1] 记 BB“ 与 CC 的 交点 为 P. 连 结 PH、PH . 

B.C.B'、C 四 点 共 图 . 

ABC= /ABTC. 

AAABCoAABC ,AHBCmAHBC ,和 全 PBCoAPC3 
作 平 行 四 边 形 PBDC ,于 是 


和 人 PCBc 和 PC 
四 边 形 HBDC 中 四 边 形 HBPTC. 
AHBPOAHBD. .. /BPH = /BDH. 


过 吾 作 HE 和 PC, 连结 CE 、DE, 则 四 边 形 PHEC 和 HBDE 都 是 
平行 四 边 形 . z 
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BGA4AC,CFT AB, LBBC= BCC， 

LPBH= LPCH. 

LCDE= APBH= LPCH= /CHE. 

HH.D.E.C 四 点 共 圆 . 

LBPH = /DCE = /ADHE = /A BDH = 
LBPH. 

昌 .PH 三 点 共 线 . 

BB” .CC .HH 三 线 共 点 . 

[证 2] 设 BE、CF 为 人 ABC 的 两 条 高 ， 

BE’ .CF 为 人 AB'C’ 的 两 条 高 . 又 设 BC 、BC 相交 于 G,H'B’、HB 
相交 于 1 ,HC 、HC 相交 于 J. 





由 Desargues 定理 ,要 证 公 HBC 与 

全 万 BC 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 ,只 要 

证 对 应 边 的 交点 TJ、G 共 线 . 

因为 B.C、B'、C 共 圆 ,所 以 GC、… 

GB= GC ' GB . 易 知 B.C、E、F 共 圆 ， 
6 B.C EF 共 圆 ,G 在 这 两 圆 的 根 轴 

上 . 

因为 BEB’ + 人 BE’B’ =90°+90°= 180", 

所 以 BE、B .EE 四 点 共 圆 ,从 而 IE 1B= 1B“.IE',1 也 在 上 述 两 
个 圆 的 根 轴 / 上 . 

同 理 也 在 /上 . 

因此 ,TG 共 线 ,BB .CC .HH 共 点 . 

5'50 公 ABC 的 A、 人 B.C 的 角 平 分 线 分 别 交 其 外 接 圆 于 点 
KL、M,R 是 边 AB 的 内 点 .点 P、Q 由 条 件 定义 : RP/AK,BP]| 
BL;RQ/A BL ,AQ_| AK .证 明 ; KP、LQ ,MR 交 于 一 点 ， 

(第 38 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 

[证 ] 如 下 页 图 , 令 MR 交合 ABC 的 外 接 圆 厂 于 点 外 , 则 XX 就 是 
KP .LQ 、MR 的 交点 . 

设 .Jl 和 和 1 分 别 是 全 ABC 的 旁 心 和 内 心 . 直 线 11 是 人 B 的 
外 角 平 分 线 ,垂直 于 内 和 角 平分 线 BL. 

由 BP」BL, 知 PP 在 Ll 上 . 
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因 人 IKM= 人 BKM,，, 人 IKM= 人 BMK ,点 
B 与 1 关于 KM 对 称 ， 

故 KM/LI.. 

考察 KX( 当 XX 与 K 重合 时 ,“ 直 线 KX" 解 
释 成 在 K 点 与 生 相 切 ) ,因由 K 所 作 平 行 于 11. 
的 工 的 弦 只 有 KM , 故 KX 不 平行 于 11.,X 不 与 
M 重合 . 

令 Y 是 KX 与 11 的 交点 ,我 们 要 证 Y 与 P 
重合 ,只 要 证 明 RY// AK. 

注意 到 Y 与 L 在 1,1. 上 , 匡 在 B 的 同一 侧 , 这 是 因为 过 尺 且 与 
BL 相交 的 直线 必 与 较 小 的 弧 BM 相 交 . 

然而 KY 交 丁 于 点 入 ,所 以 Y 不 在 BI 上 ,Y 在 Bl 上. 

其 次 ,我 们 要 证 B.R、X、Y 共 贺 . 以 a、8、y 表示 入 ABC 的 三 个 
角 ,容易 验证 以 下 等 式 成 立 ， 

LMCK=90°— LAAB1 -90"+， ALB= 方 . 

由 前 两 式 可 得 ”人 MOCK + 人 RBY = /MCK + ABIL, =180”. 





由 第 三 式 可 得 ”人 RXB= MXB= /MCB = = /ALB. 


暂时 假设 点 在 由 平行 线 I1 与 KM 所 作成 的 有 限 带 内 , 则 

LRXY= AMXY=180°— AMXK = /MOCK<=180°- /RBY. 

所 以 ,B、.R、X、Y 共 圆 . 

当 X 位 于 这 个 带 的 外 部 时 ,结论 同样 也 成 立 , 但 对 一 RXY 的 计算 
需 做 一 些 变动 . 

于 是 RYB= RXB.， 因 而 人 RYB= ALB. 

由 此 RY/ Al, 也 即 RY/ AK. 

按照 P 的 定义 ,Y 与 P 重合 .换言之 , KP 过 点 X, 由 对 称 性 ,LQ 
也 过 点 XX. 

注 当 尺 取 遍 AB( 含 A、B) 时 ,结论 也 成 立 , 证 明基 本 思路 同 ,但 需 区 别 更 
多 的 情况 . 若 运 用 向 量 知识 证 明 似 较 简 ,问题 的 一 般 形式 为 ， 

全 ABC 的 人 A、 人 人 B、 人 C 的 平分 线 分别 交 外 接 贺 于 点 KK,L,M. 设 RR 是 AB 
上 的 点 ,过 R 作 平 行 于 AK ,BL 的 两 直线 分 别 交 AB、AA 外 角 平 分 线 于 P、Q. 
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试 证 KP、LQ、MR 共 点 . 
5-51 已 知 : 直 径 为 AB 的 圆 和 圆 上 另 一 点 X, 设 ta .tp、tx 分 别 是 
这 个 圆 在 A 、B 、X 的 切线 . 设 Z 是 直线 AX 与 tp 的 交点 ,了 是 直线 BX 
与 14 的 交点 .求证 :三 直线 YZ .tx 、AB 或 者 平行 ,或 者 交 于 一 点 . 
(第 6 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 1] (1) 如 果 tx/ 2AB, 这 时 有 YZ // 
AB, 因 此 YZ .xx 与 4B 互相 平行 . 
4 (2) 如 果 zx 不 与 4B 平 行 . 
" Z 设 zx 分 别 交 直 线 AB.、BZ、AY 于 V.U、W. 
2 我 们 只 需 证 明 V、Z、Y 共 线 即 可 证 出 YZ 1x， 
4 p Vy AB 交 于 一 点 (这 点 是 V). 
由 切线 长 定理 有 WA = WX， 
AYX= /YXW, 
于 是 WA= WX= WY, 即 WW 是 AY 的 中 点 . 
同 理 UU 是 BZ 的 中 点 . 
因此 V、Z、Y 共 线 . 
[证 2] 记 人 XAB=a, 于 是 人 AYB=a, AWV=20a. 
AB 


sk 言 忆 








4z = 一 一 ，4X=ABcosa. 
COsa 
- - 1 _ Ap Sin a 
XZ=AZ- AX=AB(~L- -oo0s0)=AB Se 
COSa Cosa 
AB 
4 上 L _ cosa 1 
XZ ABsin’a sin2a 
cosa 
AW 
WA = WX, WV = 
XV=WV- WX=AW(—b- -1)= Aw Su. 
cos2 a cos2 a 
一 一 一 2sin2a 
叉 AY=2WY, 
WY AZ.XV _) 
AY XZ WV 
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由 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 定理 知 Y.Z 、YV 三 点 共 线 .所 以 YZ .tx ,AB 
若 不 平行 则 必 共 点 ， 

5.52 (1) 连 结合 ABC 的 外 接 略 弧 AB 、AC 之 中 点 的 线段 与 边 AB.、 
AC 分 别 交 于 点 DK. 试 证 :点 A.DK 以 及 三 角形 ABC 的 内 心 O 〇 是 
一 个 菱形 的 相 个 顶点 . 

(2)T 和 了, 为 贺 内 接 三 角形 , 间 时 的 顶点 是 T, 的 顶点 分 圆 
周 所 得 弧 的 中 点 .求证 :在 六 边 形 TT 间隔 , 中 ,连结 相对 顶点 的 对 角 线 
平行 于 三 角形 T| 的 边 且 相交 于 一 点 . 

(第 11 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


[证 ] (1) 设 O 为 和 ABC 的 内 心 , 则 有 AB 中 1 





点 M 与 O.C 在 一 直线 上 , 且 4C 中 点 六 与 DO.B 在 yA 
一 直线 上 ,BC 中 点 P 与 O,A 在 一 直线 上 . Ow | 
由 MP+AN=180", 知 AP_|MN. 
… 40 平 分 BAC， A 和 
AD= AK, OD= OK. 大 
又 LAMN= 人 人 CMN, .. MA=MO,， 即 - 






MN 为 AO 中 垂 线 . 
. AD= DO, AK = KO. 
故 AD= DO= OK= KA, 即 A、D、.O.K 为 一 萎 形 四 顶 
点 . 
(2) 如 图 , 设 公 A1B1Ci 为 TT ,人 A,B,C, 为 
Ty, 设 0 为 人 A1BICI 的 内 心 ,因为 As 为 BIC 0， 


的 中 点 . B; 为 CA 的 中 点 ,Cs 为 A1Bi 的 中 点 ， 站 
依 (1) 的 结果 可 知 : A! KON .BROS .CUPOQ XN 
SN 


4) 













都 是 萎 形 . B81 

有 OS/ BiCi, OP/ BIC. 42 

所 以 S.O.P 三 点 共 线 . 

同 理 ”R.O\N 三 点 共 线 ,K .OQ 三 点 共 线 . 

因此 五 有 了 所 得 六 边 形 KNPQRS 中 对 角 线 SP 、KQ、NR 相交 
于 一 点 O, 且 SP/ BICI, KQ/ AiC1, RN/ AIB. 

5'53 在 以 O 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 C 内 ,有 两 个 互相 外 切 于 点 
4 的 圆 Cl , 圆 C:, 圆 Ci.C: 分 别 与 圆 C 内 切 于 Al,A; 点 . 圆 CC， 
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的 圆心 为 0 .O; .求证 :三 条 直线 OA .O14, 和 Os,Ai 共 点 . 
(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
几 | [证 ] 设立 C,) 的 半径 为 rj, 圆 C; 的 半 
径 为 .在 全 OO OO 中， 
OA OA .Oz2A2 大 


由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 可 知 , OA .OA4， 和 
O,A| 三 直线 共 点 
5.54 两 个 圆 的 圆心 分 别 是 O, 和 O;,, 它 
于 M 点 和 NN 点 .直线 OUM 交 第 一 个 圆 于 Al 点 , 交 第 二 个 圆 于 
点 ;直线 O,M 交 第 一 个 圆 于 Bi 点 , 交 第 二 个 圆 于 B; 点 :求证 : 直 
全 Bi 、A2B，、MN 相交 于 同一 点 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 1 如 图 , 设 A,B、A,B, 交 于 P 点 , 连 
PM.A BA B,. 
LAINM + /MNB, = 90° + 90° = 180°, 
N 过 A1B,. 
P.A;,、M、Bi 四 点 共 阅 ， 
.. LPMB'= /PA,B,, 
Bi1、A;、B;、A1 四 点 共 圆 ， 
LPABI= ABiAIB,= ALB, MN 
购 AAPMBi= 人 BMN, 而 BAM、 By 共 线 . 
P.M.N 共 线 . 
即 A1B1、A,B; ,MN 交 于 P 点 . 
[证 2] 连结 AIN .NB,, 则 有 了 AlNM = 90* -BNM. 
Al、N、B; 三 点 共 线 . 
记 直 线 AI Bi 与 A,B, 的 交点 为 已 
“LMBIAI=90°= /MA,B,, 
点 M 为 人 PA1B, 的 重心 . 
MNJ]AjBs,.. MN 与 人 PA1B, 的 AjB, 上 的 高 线 重合 ， 
即 直线 MN 也 过 点 PP. 
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Ai1B;、A;B,、MN 三 线 共 点 . 
5.55 在 菱形 ABCD 中 ,A=60°,E 为 人 ABD 的 外 接 辆 的 劣 弧 


BD 上 的 任意 一 点 ,直线 DE 与 AB 交 于 点 下 ,求证 : AD .BE 、CF 三 线 共 
占 


dH" 


(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1997 年 ) 

[证 1] 连结 AC, 并 记 ACNMM DE= 6,， 
BENVAD=P. 

设 人 人 BDF=a,， 人 FDC= 8B， 

于 是 a+ B= 60° 且 A 人 DBE = 8, FEBC = 
a, LAFG=B, AP=a. 

记 4D=a. 由 正弦 定理 有 

APp asn(60°+8) 站 Fr a'sin60 





Sinaw sinag ” 
pp -4p_AD- a (sin(60° + P) — sing) 
sina 

_ a(sin(60° + 8) — sin(60° ~ 8B) 

sina 

_ 2acos60 sing 

sing 

_ asing 

sineg ) 

asinp _ asin(60+ a) 

sin(90°+ a)’ sin(90° ~ a) 

AGsin30° asin(60+ a) 
CT = 人 
sing 2sin(90 ”一 a)sing 

又 … AC=Yy3a. 

DP .AC.GF 

AP CG FD 


_ sin8'sina “V3:sin(90° + a):sin(60° + a)'sing 
sing sin(60° + B)*sinB'2sin(90° — a):singB:sin60’ 
=1. 
由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 下 .CP 三 点 共 线 , 即 AD .BE .CF 三 















Nr 
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记 AD 门 BE = P, 连 结 AC、PC、PF CF. 


由 正弦 定理 有 
用 _ ADsin ADF _ asin(60 + a) 
何 sinLZAFD sing 
郑 4ABsinAABP _ asin(60" + B) 
~ sin/APB sina 





_ asin(60° + a) 

sina : 
in(60° + 

SAACP = 工 Ap.AC:sn30 = 2 sin(60° + a) 


“ 4 sina 
. 。 
5 = 工 AF.AC.sn30'= 娄 oz st60 te) 
4 sinB 
in2 (60° + 
Soape = 1 AP- AF-sin60= a? sn (00 + 0) 
< 4 sinasin8 


sina + sinf = sina + sin(60° ~ w)=2sin30 cos(30 — a) 


=sin(60° + a), 
! ，1 _sinp+sina _ sin(60 + a) 
sina sing sinasinp sinasinp 


SAApF = SAACcp + SAACF-. 
“. 下 .C.P 三 点 共 线 , 即 AD 、BE 、CF 三 线 共 点 . 
5.56 设 A.B.C.D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 4 个 不 同 点 ,分 别 
以 AC .BD 为 直径 的 两 圆 交 于 点 X 和 YY, 直线 XY 交 BC 于 点 Z,P 为 
直线 XY 上 异 于 点 2Z 的 一 点 ,直线 CP 与 以 AC 为 直径 的 圆 交 于 C 和 
M, 直 线 BP 与 以 BD 为 直径 的 圆 交 于 B 和 N, 求 证 :AM 、XY .DN 三 线 
共 点 . 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[证 1] 记 直 线 AM 与 XY 的 交点 为 下 , 连 





ED. 
PCZ=9%0 -人 人 A=AFZ， 
4Z FZ 
人 CD 人 , ， 一 一 一 一 一 . 
EAZ CPZ pz ~ Cz 
了 PZ = AZ'C2= XZ' YZ 
= BZ' DZ. 
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BZ PZ ,.. ee 
7= pz 又 LPZ2B=90°= /LEZD, 
和 人 PHBZcp2A DEFEZ. 
LED7=/LBP7Z=90°- /PBZ=/D. 
直线 ED 与 ND 重合 , 即 直 线 AM ,XY .DN 三 线 共 点 . 
[证 2] 记 直 线 AM 与 XY 的 交点 为 歼 , 连 结 EN. 
LPCZ=90°- /A=/ MEP, /EMP=90°= /PZC, 


FEP MP 
人 入 ,CO 二. 
EMPHA CZP Cp™ pz 
EP: PZ = MP PC= XP:PY = BP'PN. 
EP PN 
到 = /EPN. 
BP -pz 又 BP?Z= /EPN 






和 A 人 EPNOABPZ. … AENP= /BZP=90°. 
A ENP+ /PND = 180°, 
即 下、ND 三 点 共 线 , 亦 即 AM .XY 、DN 三 线 共 点 . 
[证 3] 记 直 线 AM 与 XY 的 交点 为 ,于 是 直线 AME 与 人 PZC 
的 三 边 延长 线 都 相交 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 
PE AZ CM PE CM AZ 


1 FEAC'PM AE`AC BM 出 


AAMC=90°= /PZC, /PZ2B=90°= /BND, 
人 CAMODHACPZ, 人 ABDNW A BPZ. 
CM CZ BN BZ 
AC PC’ BD BP: 
A47:.CZ= XZ: YZ= BZ: DZ, 
MP: PC= XP: PY = BP.PN， 
CM AZ AZ CZ BZ DZ_BN DZ 
AC PM MP PC BP PN BD PN 
将 @@ 代 人 加 ,得 到 
PE.BN.DZ_PE.DZ.BN 
EZ BD PN FZ BD PN 
由 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 定理 知 下 .ND 三 点 共 线 ,所 以 AM XY、 
DN 三 线 共 点 . 
[证 4] 分 别 记 直线 XY 与 AM DN 的 交点 为 EE 和 五 .直线 EPZ 
与 人 MAC 相 截 ,直线 EPZ 与 ANBD 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 


Bi 
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FA CZ PM ?* PB DZ NE 
LAZE= /LEMP= /CZP= 90°, 
LMEP= /AEZ=90°- /A=LPCZ, 
人 FAZHA EPMOACPZ. 

EM CZ Cp EA 

PM Pz’ CZ EZ 
_EM CP AZ CZ EA AZ_ C2 AZ 
P 


Wk 言 二 


一 一 一 一. 一 一 一 一 一 站 一 一 -一 一 


"PMCZEA PZ EZ FA 下 A 
AL CCL AZ YZ 











FZ = 





pz Pz 
XZ: YZ , 
'Z = EZ= EZ. 
同 理 下 7 Z 
点 五 与 五 重合 . 


AM .XY .DN 三 线 共 点 . 
[证 5] 分 别 记 直线 XY 与 AM .DN 的 交点 为 E 和 E .由 相交 弦 


定理 有 

AZ' CZ = XZ YZ = BZ: DZ. 

在 全 EAZ 和 全 EDZ 中 应 用 正弦 定理 有 

Fz _ AZ EZ DZ 

sinA sin/ AEZ’ sinD sinL DE’Z 
_ DZ'sinD DZ:sins BPZ 
sinLDEZ sin PBZ 
_DZ:BZ AZ:CZ AZ'sin/ CPZ 
Pz PZ sinL PCZ 











AM 、XY .DN 三 线 共 点 . 
[证 6j 分 别 记 直线 XY 与 AM DN 的 交点 为 EF 和 EE“. 
LEMC=90°= /EZC, 
EE、.M、ZC 四 点 共 贺 . 
EP: PZ= MP.PC= XP.PY. 
同 理 EP:PZ= NP:PB= XP.PY. 
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EP=EP. ..， 点 与 重合 . 
AM .XY .DN 三 线 共 点 
[证 7] 分 别 记 直线 XY 与 AM 、DN 的 交 
点 为 EE 和 五 ,连结 PA、PD. 由 相交 弦 定 理 有 
MP.PC= XP.PY= BP.PN. 
AMP=90°= APND, FZ AD, 
AZ:EP SeEp FEA.:PM 
DZ:EP Srnp ED:PN 
_ EA:PB 
ED: PC 
人 PBZOADEZ, 人 PCZOAAEFZ, 
PB_DE Pz_AZ 
PZ DZ’ PC AE 
PB PB PZ_DE’ AZ 
PC PZ PC DZ AF 
将 @ 代 人 加 ,得 到 
AZ'EP _EFA DE AZ_AZ 
DZ:EP ED DZ AE DZ- 
EP=EP. ..， 点 与 重合 . 
AM、XY DN 三 线 共 点 
5.57 只 为 AG 的 中 点 ,在 AG 的 同 侧 作 全 等 的 四 边 形 ABCD 与 
DEFG ,使 它们 都 有 内 切 圆 ,圆心 分 别 为 O 与 1 斌 证: AD、CE 与 GT 共 


dh 























(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 AO 与 GI 交 于 KK, 我 们 证 明 


… ”四边形 ABCD 与 DEFG 全 等 ， CA 
“. GI/ OD, ‘人 ~ 2 


由 于 万 是 46G 的 中 点 , 则 O 是 AK 的 
中 点 . 
以 O 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 系 , 并 设 圆 O 的 方程 为 
Xx +y=1. QD 
由 于 AB Z DE , 则 四 边 形 ADBE 为 平行 四 边 形 . 
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设 A 的 坐标 为 (za4,yAa), 余 类 推 , 则 


TFE 二 XpB 十 TD 一 了 TA， 


YE= ypB + yp™ yA- @ 
直线 CE 的 方程 为 
> CC 之 Xe 加 


YE XE-XC 
由 于 KK 与 A 关于 坐标 原点 O 对 称 , 则 天 的 坐标 为 (一 zx, 一 ya). 
证 明天 在 CE 上 等 价 于 证 明 
"KJC_ Hk XC 
YE—YC XE-XC 
YT YC XAT @ 
JE ”VC TE XC 
yAt yc TAT Xe 
人 代 人 @ 得 TT， 
YJBTyp ~ Yay rt+rp- raA-xc 
YAY TAT 
yp+typ zp+zp 
即 OCyarB— ypra) + (yarp — zayp) + (yerp — xeyp) — (ycrs ~ 
XxcyB)=0 ©®) 
O 到 AB 的 距离 等 于 1， 
1 0 0 
BA 一 2Saoga =|1 xsp ys | 的 绝对 值 = |xgy4s 一 ysral. 全 
1 xa yA 
间 样 可 得 出 AD .DC 、CB 的 表达 式 . 
由 于 ABCD 是 圆 外 切 四 边 形 . 则 
BA + DC= AD+ CB, (CD) 
将 表达 式 @ 等 代入 @ 式 即 得 @ 式 成 立 . 
于 是 可 证 得 名 式 成 立 , 即 有 K 在 CE 上 ,从 而 4O .GTI.CE 共 线 . 
5:58 四边 形 ABCD 内 接 于 圆 O, 对 角 线 AC 与 BD 相交 于 P. 设 
全 ABP 会 BCP、 信 CDP 和 个 DAP 的 外 接 圆 圆心 分 别 是 Oi 、O,、O;、 
O4. 求 证 :OP .O103、O;0O4 三 直线 共 点 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 如 下 页 图 , 连 OO;、O,O;、,O3O4、Os01, 易 证 


及 


即 
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OIO4 LAC, O;0; | 4C. 
O104/ O2O3， 
同 理 ”OO2V O30O4- 
OO2O3O4 是 平行 四 边 形 ， 
O10; 与 O;O4 相交 于 O10O020; 的 
中 点 G, 连 OO 、OO4、PO;、PO3、CO;， 
记 ACAB= ACDB=a, 
CAD= /CBD= fp. 
利用 O01 1 AB,， O10s4 上 AC,， 
可 证 O0104= 人 CAB= a， 


再 利用 APD;O:= 三 <POC= 二 BDC， 









可 证 ”一 PO3O2 = a， 

L00101= LPO;O,, 上 
同 理 ”O0401= 人 PO,O;， 内 
而 O104=O0,03,.. 全 00101 宇 人 PO,O;， 点 
* O101/ O303, *. LO010s4=LO10;30,, 


A001:0;3= O30104- L0010, 
= AO10;0;— LPO;O;,= LO1IO3P. 

" OO1/ PO;. 

又 OOi= PO;，… OO1PO; 是 平行 四 边 形 . 

“. O10; 与 OP 也 相交 于 Oi0O; 的 中 点 G. 

所 以 ,OP .OO; .OO4 相交 于 同一 点 G. 

5.59 ABCDEF 是 凸 六 边 形 , 若 对 角 线 AD .BE 、CF 中 的 每 一 条 
都 等 分 该 六 边 形 的 面积 , 问 这 三 条 对 角 线 必定 共 点 吗 ? 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 

[ 解 】 设 AD、BE 交 于 P,BE、CF 交 于 Q,CF、AD 交 于 R, 且 P、 
”QQ.R 不 同 . 
不 妨 设 P 和 DE 在 CF 的 同 侧 . 

AD 和 BE 是 面积 的 等 分 线 ， 

SAPDE 十 Sg 边 形 PDCB 二 号 四 边 形 PBCD 十 今 APBA. 

SAPpDE ™= SAPpBA. 
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i PA: PB= PD'.:PE. 
QC: QB = QE: QF, RC: RD = 
~ RPRA 
Ho .. PA:PB: RC: RD': QE': QF = QC: QB- 
I OD 
‘* PAS>RA, PB>QB, RC> QO, 
RD> PD, QE>PE, QF>RF, 
PA:PB:RC:RD:QE:QF>QC:QB:RA:RF:PD:PE © 
OD 式 与 @ 式 相悖 ,因而 假设 不 真 ,从 而 AD .BE 、CF 三 线 共 点 . 
5.60 (1) 已 知 :一 个 正六 边 形 , 六 个 正方 形 和 六 个 正三 角形 的 边 长 
都 相等 .求证 :用 它们 能 拼 成 一 个 既 不 重要 又 不 留 空隙 的 正 十 二 边 形 . 
(2) 设 Pi,P;,… ,Py 依次 为 正 十 二 边 形 的 顶点 .求证 :三 条 对 角 线 
PP。P;Pi 、P4P 12 交 于 一 点 . 
(第 24 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1963 年 ) 
[证 ] (1) 在 边 长 为 a 的 正六 边 形 的 每 边 上 向 外 各 作 一 个 正方 
形 ,于 是 每 两 个 共 顶 点 的 正方 形 的 两 邻 边 的 夹 角 为 
360" — 90° - 120° ~ 90° = 60°. 
因此 ,在 这 六 个 正方 形 的 相 邻 空隙 里 ,恰好 可 安放 六 个 边 长 为 a 的 正 
三 角形 . 
这 样 ,就 拼 成 了 符合 本 题 要 求 的 正 十 二 边 形 , 边 长 为 a ,每 个 顶 角 
等 于 90" + 60° = 150". 
(2) 因 为 正 十 二 边 形 有 一 个 外 接 圆 ,所 以 PP P4 是 PP4 所 对 
圆心 角 的 一 半 , 又 因 
3 1 


Pp 一 “又 一 - 义 一 一 ” 
LPiPnPs=360° XX -45 


所 以 Pi P4 所 在 直线 与 正方 形 PABP1; 的 一 条 
对 角 线 所 在 直线 重合 . 

同 理 , PPe 所 在 直线 与 正方 形 P1ABPl; 的 
为 一 条 对 角 线 所 在 直线 重合 . 

妨 一 方面 , P2Pi 显然 是 六 边 形 P;P;,ABPI 
Pi 的 对 称 轴 , 因 此 正 十 二 边 形 的 三 条 对 角 线 
Pi Poe PP PP 区 于 正方 形 PABP,j, 的 中 


3 言 二 
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儿 、， 
5.61 9 条 直线 中 的 每 一 条 都 把 正方 形 分 成 面积 之 比 为 2:3 的 两 
个 四 边 形 . 试 证 :这 9 条 直线 中 至 少 有 3 条 相交 于 一 点 . 
(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 如 果 一 条 直线 把 正方 形 分 成 面积 比 为 2:3 
的 两 个 四 边 形 , 则 这 两 部 分 是 梯形 (或 矩形 ), 那 么 这 
条 直线 把 位 于 这 两 个 梯形 中 位 线 上 的 正方 形 的 一 组 
对 边 中 点 的 连接 线段 分 成 2:3 两 部 分 . 
期 这 条 直线 过 正方 形 对 边 中 点 连结 线段 的 2:3 分 
点 . 
这 样 的 分 点 如 图 所 示 共 有 四 个 .而 这 样 的 直线 共有 9 条 ,根据 抽 居 


原则 ,至 少 有 3 条 直线 相交 于 这 4 个 点 中 的 菜 一 个 点 ， 上 
5.62 50 条 线段 在 一 条 直线 上 ,证 明 下 列 结论 至 少 一 个 正确 :(1) | 页 3 
某 8 条 线段 有 公共 点 .(2) 存 在 8 条 线段 ,其 中 的 任意 两 条 都 没有 公共 。 | 交 
点 


(第 6 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 设 [al,b1] 是 右 端 点 最 小 的 线段 .如果 包含 5 点 的 线段 数 
大 于 7, 问题 就 解决 了 . 

如 果 小 于 或 等 于 7, 那么 至 少 有 43 条 线段 上 的 所 有 点 完全 在 [a)， 
6b1j 右 过 ,在 它们 中 取 右 端点 最 小 的 线段 设 为 [a,,5,], 那 么 要 么 5b, 属 
于 8 条 线段 ,要 么 有 36 条 线段 在 5, 的 右边 . 

依 此 类 推 ,我 们 或 者 可 找 出 一 点 同时 在 8 条 线段 上 ,或 者 可 得 到 7 
条 两 两 无 公共 点 的 线段 [a1,61],[as,b2],…,[ay,57]. 

一 般 地 ,在 [a ,Bi ] 右 边 有 不 少 于 50 一 7 条 线段 ,因而 在 [ay, 67] 
右边 还 至 少 有 一 条 线段 [ ag, bs]. 

5.63 在 平面 上 有 nn( 之 3) 条 线段 ,其 中 任何 3 条 都 有 公共 点 . 求 
证 :所 有 这 n 条 线段 有 一 个 公共 点 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

[证 ] 如 果 已 知 线段 ai aa 中 有 了 两 条 ,比如 说 ae; 和 ay 不 
在 一 条 直线 上 ,因而 它们 有 一 个 公共 点 A. 设 a3,a4s,…,a, 中 的 任 一 
条 a ,由 题 设 dlsQ2, QF 有 公共 点 ,因而 tk 含有 点 A， 因此 ,所 有 线段 
al aa 都 含有 点 A, 即 所 有 这 n 条 线段 都 有 公共 点 . 
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如 果 已 知 线段 al ,az，……,a 中 的 任何 两 条 都 在 一 条 直线 上 ,由 于 
任何 3 条 都 有 公共 点 , 则 这 ”条 线段 都 在 同一 直线 上 . 

下 面 我 们 用 数字 归纳 法 证 明 所 有 1 条 直线 在 同一 直线 上 ,任何 二 
条 都 有 公共 点 ,那么 所 有 线段 有 一 个 公共 点 . 

(1)7 = 二 2 时 ,命题 显然 成 立 . 

(2) 假 设 n= 上 时 ,命题 成 立 , 我 们 证 明 » =k&+1 时 命题 成 立 . 

设 线段 Adj;d2,""", A. 有 公共 点 了 ,线段 af+1 的 端点 为 MN. 

如 有 果 P 点 落 在 点 M 、N 之 间或 者 与 其 中 一 点 重合 ,那么 P 就 是 线 
段 a1,azs,、…,ai+1 的 公共 点 . 

如 打点 M 落 在 点 已 .N 之 间 , 由 于 线段 cl ,az ,as 中 每 条 都 含 
有 点 了 ,又 由 假设 ,它们 也 都 含有 线段 MN 的 某 个 点 Q ,因而 它们 含有 
整 条 线段 PQ ,而 M 属于 线段 PQ ,所 以 M 是 线段 ol ,aa，…,aryaryl 
的 公共 点 . 

同 理 , 如 果 点 N 落 在 MP 之 间 , 那 么 N 就 是 线段 ol ,aasy， 
的 公共 点 . 

因而 ”命题 对 n= 上 上 +1 成 立 . 

于 是 ”命题 对 nn 宇 2 成 立 . 
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6.1 三 个 半径 都 为 r 的 圆 相交 于 一 点 DO, 另外 两 两 相交 于 点 A、 
有 BC. 求证 :通过 点 A、B、C 可 以 作 一 个 半径 仍 为 r 的 圆 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1923 年 ) 
[证 ] 设 圆 OBC .OCA 和 OA4B 的 圆心 为 
OO .OO3. 
连 O01、O0;、00;, 则 
OO = CO = O03;=r. 
则 ”会 O10,0; 的 外 接 圆 的 圆心 是 O , 半 
径 是 -. 
由 于 四 边 形 OO1CO, 和 OO1BO; 都 是 边 长 为 > 的 菱形 ,于 是 
OC ZL OO! LO;3B=7, 
从 而 四 边 形 OO3 BC 是 平行 四 边 形 . 
OO0;= BC. 
同 理 可 证 O301=CA，,， O010,= 4B. 
因此 有 公 ABC 写 人 O10;0;. 
所 以 人 ABC 的 外 接 圆 半径 与 人 OO,0; 的 外 接 圆 半径 都 等 
于 r. 
6'2 在 入 4BC 中 ,一 C 为 钝 角 , 点 天 和 百 位 于 边 AB 上 ,点 天 和 
AM 分 别 位 于 边 AC 和 BC 上 ,使 得 AH = AC,EB = BC, AE = AK,BH 
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3 阁 六 


= BM. 试 证 : 瑟 , 互 , 氏 ,AM 四 点 共 圆 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
C [证 ] 连结 KE CH. 


天 W AH=AC,AE= AK, 
NS -KENACH，KC= EH, 
A- Eh B 中 ”四边 形 KEHC 是 等 腰 梯 形 . 
天 开 互 .C 四 点 共 圆 , 即 点 天 在 
全 CEH 的 外 接 圆 所 O 上 . 
同 理 点 M 在 ©@O 上 . 
故 .日 \K 、.M 四 点 共 圆 . 
6.3 ”一 个 能 够 内 接 于 一 圆 的 四 边 形 称 为 可 内 接 的 ,一 个 能 够 外 切 
于 一 图 的 四 边 形 称 为 可 外 切 的 .证 明 : 若 一 个 边 长 为 wa.6.c.ad 的 可 外 
切 四 边 形 具有 面积 A = wawxaz , 则 它 也 是 可 内 接 的 . 
(第 31 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1970 年 ) 
[证 ] 因为 四 边 形 是 加 的 外 切 四 边 形 , 则 
at+c=b+d, a—-b=d~ie. 
设 上 为 四 边 形 的 一 条 对 角 线 长 ,a 和 8 是 对 角 线 上 所 对 的 四 边 形 
的 两 个 内 角 ,由 余 引 定 理 可 有 
k’*=a+6*—2abcosa = c+d? ~2cdcosp. 
在 上 式 两 边 减 去 (a 一 6)*=(d 一 c)》, 则 
2ab(1— cosa)=2cd(1 ~ cosB). Q) 
由 于 四 边 形 的 面积 A 为 


1 
A= absina + 7 cdsina = vaaca ， 


则 4A* =4abcd 
=a’b’sinatt cd’sin B+ 2abcd sinasinB 
=a’b’(1+cosa)(1— cosa)+ ced’(1+ cosB)(1— cosB) 


+ 2abcd sinasing, 
由 中 式 可 得 
4abcd = abcad ll + cosa)(1-— cosB) + abcad (1+ cosB) (1 — cosa) 
+ Zabcdsinasing 


BR 4=2-2cosacosB + 2sinasing, 
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有 cos(a+B)=—1. 

由 于 0<a<x,0<B<x, 则 a+B=Xx. 

即 这 个 四 边 形 是 圆 内 接 四 边 形 . 

6.4 过 入 ABC 的 项 点 A 和 B 作 一 圆 , 分 别 
交 边 AC、CB 于 交 P 和 Q, 过 忆 作 QR/CA 交 
AB 于 点 RRR, 过 P 作 PS/ CB 交 AB 于 点 S, 求 证 : 
P .QR.S 四 点 共 圆 . 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 

[证 ] 连结 PQ, 于 是 有 PQC= 人 A. 

” QR/ CA, 

LRQB= 一 C. 

PQR=/B. 

PS/ CB, 

LPSA= /B= /PQR. 

P.Q.R.S 四 点 共同 A 

6.5 在 直角 和 公 ABC 的 两 条 直角 边 AC 、BC 
上 各 取 一 点 DD 和 五 ,由 顶点 C 分 别 向 直线 DE、 
FEA .AB 和 BD 引 垂 线 ,求证 :所 得 的 4 个 垂 足 共 

圆 . 








(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 
[证 1] ARC=90= 二 AQC， 
A、R.Q.C 四 点 共 圆 . 
LCRQ= LCAQ= /ECQ. 
同 理 人 CRS= CBS= 人 DCS. 
CPE=90°= /CQE, 
CP.Q.E 四 点 共 贺 . 
LQPE= /ECQ= /CRQ. 
同 理 /SPD= /CRS. 
/SPQ+SRQ =/ SPQ+/ SRC+ /CRQ 
=/SPQ+ /ASPD+ /QPE 
= 180°. 
P.Q.R.、S 四 点 共 圆 . 


坦 界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 305 











[证 2] … 4RC=90'= 人 AQC，DSC=90 = 一 DPC， 
A、.R.Q.C 和 D.、S、P.C 都 四 点 共 圆 . 
AQR=/AACR, BSP= /DCP. 

同 理 BSR= 人 BCR,， /AQP= ECP. 
LPSR+/PQR = /PSB+/ABSR+/PQA+/AQR 

= ADCP+ /BCR+ /ECP+ /ACR 
= 180°. 
P.Q.R.,S 四 点 共 圆 . 


名 讲 已 


6.6 给 定 同一 条 直线 上 的 三 个 点 A、B、C, 和 直线 外 一 点 O. 将 
全 OAB 全 OBC 全 OAC 的 外 接 图 圆心 分 别 记 作 O1、O,、O;. 求证: 


OO .OO .0 四 点 共 贺 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 


[证 ] 不 失 一 般 性 ,假定 C 位 于 A 


的 判定 . 





和 BB 之 间 . 如 图 , 连 O10O,、O230O3 分 别 交 
OB .OA 于 ED, 连 OO ,C203 ,OO;. 
由 三 角形 外 接 圆 性 质 以 及 四 点 共 圆 


注意 到 O|、O;3、D 共 线 ,其 中 也 是 


OA 的 中 点 ; OO， 下 共 线 ,其 中 下 是 


OB 的 中 点 . 
在 ©@O; 即 人 OAC 的 外 接 贺 中， 人 O03;D= O04. 
在 所 DO 即 全 OBC 的 外 接 贺 中 ， 人 OO;E= OCA. 
近 O0;3D= 人 OO;yE, 故 O1、O;、O、O; 四 点 共 圆 . 


6.7” 会 ABC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC、CA 、AB 于 点 D .EF, 点 
X 是 和 全 ABC 内 的 一 点 ,全 XBC 的 内 切 圆 也 与 BC 切 于 点 并 与 CX、 


XB 分 别 切 于 点 和 和 2Z， 求 证 :已 下. Z 四 点 共 圆 . 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 


[证 1] 若 EFVBC. 则 4AB=AC. 这 时 AD 为 图 形 的 对 称 轴 , 因 


而 四 边 形 EFZY 是 等 腰 梯形 ,当然 四 点 共 贺 . 


奉 EF 不 平行 于 BC , 记 两 条 直线 的 交点 为 已 .由 梅 涅 劳 斯 定理 有 
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BF CP AE 





BF CP BZ CP 

XZ .BP CY 

BZ CP XY. 

由 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 定理 知 Z、Y.P 三 三 后 导线 
PZ: PY= PD = PE.PF. 


EE.F.Z、Y 四 点 共 圆 . 





[证 2] 设 FE 、BC 相交 于 LL, 则 由 梅 涅 劳 斯 定理 有 
CL.BF.AE_, a 
LB FA EC 
CL _EC_CD R 
LB BF DB 点 






.. 工 是 BC 延长 线 上 一 定点 ( 即 和 A 的 外 角 平 分 线 与 BC 的 交 
点 ). 

同 理 ”YZ 与 BC 的 交点 也 是 上 . 

LE:LF= CD*=LY':12, 

故 四 边 形 EFZY 是 贺 内 接 四 边 形 . 

6.8 给 出 平面 上 一 个 锐角 全 ABC ,以 AB 为 直径 的 圆 与 AB 边 的 
高 线 CC 及 其 延长 线 交 于 M 、N, 以 AC 为 直径 的 圆 与 AC 边 的 高 线 及 
其 延长 线 交 于 P .Q. 求 证 :M、N.、P、Q 共 圆 : 

(第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 1] 由 于 AB 是 贺 的 直径 , 自 AB | CN， 
则 AB 是 MN 的 垂直 平分 线 . 

同样 , AC 是 PQ 的 垂直 平分 线 . 

由 于 全 ABM 为 直角 三 角形 ,MC | AB , 则 由 
射影 定理 有 

AM’= AB:AC’= AB: AC:cos/ BAC. 

同 理 ”AP*= AC: AB’= AC.: AB:cosL BAC. 
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AM = AP. 
进而 有 AM= AN= AP= AQ. 
所 以 MN .PQ 四 点 在 以 4 为 圆心 的 加 上 . 
[证 2j 设 MN 和 PQ 交 于 DD, 则 由 相交 区 定 理 得 
DP: DQ = DC DOC’, OD 
DM: DN = DB. DB- ) 
由 了 CC'B= 人 人 CB'B=90", 可 得 C、B、C’、B 四 点 共 圆 . 
于 是 DC:DC’= DB'DB . (3) 
从 而 由 中 .@.@@ 有 DP:DQ= DM:DN. 
好 PAQ、M.N 共同 . 


k 训 忆 


[证 3] 如 图 引进 直角 坐标 系 , 设 A (0， 
0),B(5,0), Cc,q), 则 以 AB 为 直径 的 圆 的 


圆心 为 D( 也 ,0) ,半径 为 全 
设 M(c,m), 由 两 点 间距 离 公 式 有 





即 jm +c = be. 
~” AM’=m’+ce’, 
及 b= AC':AB= AB.:ACcosA . 
“. AM’*= AB.ACcosA . 
由 AM 、P 的 地 位 对 称 可 得 AP’?= AC. ABcosA . 
… AM= AP. 
同 理 可 得 AM= AN= AP= AQ. 
MN、P.\Q 四 点 共 圆 . 
7 6:9 已 知 ; 公 ABC 内 接 于 圆 S$, 点 S 为 圆 
CN 心 ,直线 户 垂 直 于 直线 AS 且 与 AB 、AC 分 别 交 
NS N 于 和 五 .求证 :BC 了 三 四 点 共 圆 . 
C (前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 分 下 面 四 种 情况 讨论 : 
(1) 直 线 p 与 人 ABC 两 边 相 交 , 且 与 圆 S 
图 1 交 于 两 点 M 、N( 图 1) 
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ASIMN, .. AM=AN. 
又 AADE <=/1+/2 


-二 (BM + AN) 的 度数 


= 让 (BM + AM) 的 度数 
= 一 C- 
因此 ,B.C.D.E 四 点 共 圆 . 
(2) 直 线 p 与 全 ABC 的 两 边 BA ,CA 的 延长 
线 相交 ， 
延长 AS 交 圆 S$S 于 下 , 连 BF. (图 2) 
LAED =90°- /1=90°- /2 
=90"- /3= /ABC. 
因此 ,8B、C.DE 共 圆 . 
(3) 直 线 p 与 边 AB 交 于 总 ,与 AC 延长 线 
交 于 EE, 交 圆 S 于 M、N( 图 3)， 
ASIMN, .. AM=AN. 
又 人 AED -二 (AN - MC) 的 度数 
-二 (AM - MC) 的 度数 





= 二 AC 的 度数 
= 人 /BbB. 
B.C.D.\E 共 圆 . 
(4) 直 线 p 与 边 4B 、AC 的 延长 线 
交 于 DE, 设 AS 延长 线 交 圆 $ 于 下 , 连 
BF 图 4) 则 NN 


/ADE=90°- /1= /2= /LC. ~ 
“. B.C.D.E 共 圆 . 
asKC 
综合 (1) (2) (3) .(4) ,本 题 得 证 . Daya 
6.10 在 和 人 ABC 中 ,DE.F 分 别 


为 BC .CA .4B 的 中 点 ,G 为 重心 ,试问 图 4 
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兴 言 忆 


对 一 BAC 的 每 个 值 有 多 少 个 互 不 相似 的 三 角形 ABC ,使 得 AEGF 为 
圆 内 接 四 边 形 ? 
(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


和 [ 解 ] 由 4 下 上.G.、 下 共 圆 可 得 一 CGE 
LA 人 8 = BAC. 
又 由 DE 是 全 ABC 的 中 位 线 得 
AS DEV AB, 
B C 
D . LCED= LBAC. 


故 CGE = 人 人 CED. 
设 DE 交 CF 于 M, 则 人 CEM@DACGE,， 


CM _ (CE .CG= CF2 
因而 ”=aG' 即 CM'06=CE?. 


设 AB=c,BC=a,CA=5, 且 a 边 上 的 中 线 为 m,,b 边 上 的 中 线 


为 m,c 边 上 的 中 线 为 m., 则 


2 3m 
即 m= CQ) 
A 他 »_ 1 2 1 2 1 2 
又 由 中 线 公 式 得 mc 二 了 二 + 本 © 
3 I I I 
三 | ~ 2 一 2 十 一 2 -~ .2 
由 中 .四 得 了 7 a 于 4 
即 62+ c=2a2. 3) 
再 由 余弦 定理 得 ”a= 6b*+c*~-2bccosBAC,， 由 
由 .由 得 p+c*=4bccos BAC. 四 
又 b+ Cc 完 2bc， 
4pccos BAC 之 2e, 
故 cos 人 BAC 之 十， * /BAC<60°. 
此 时 方程 @ 化 为 z 
六 b 
一 4 2 )eosLBAC+1=0 (0) 


显然 该 方程 的 两 个 根 互 为 倒数 ,因此 对 于 满足 BAC 志 60° 日 又 满 
是 AEGF 为 圆 内 接 四 边 形 的 互 不 相似 的 人 ABC 只 有 一 个 . 
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在 二 BAC>60' 时 ,方程 @ 无 解 ,所 以 没有 满足 条 件 的 和 ABC. 
6.11 正方 形 ABCD 的 边 长 等 于 < ,在 边 BC 上 取 线 段 BE 等 于 


全 ,在 边 DC 的 延长 线 上 取 CF 等 于 ,求证 :直线 AE 和 BF 的 交点 在 


正方 形 ABCD 的 外 接 圆 上 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1951 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 AE 和 BF 交 于 M.AE 与 DC 所 在 
直线 交 于 G,BM 与 DC 所 在 直线 交 于 下 . 
由 从 ABECW 介 GDA 得 


AB_CD_ _ 
BE ap 有 GD= 3a. jy 
由 平行 线 截 比例 线段 定理 有 。 


A BHCQA ABE, 

从 而 1= 2,， 即 及 .BE、M 四 点 共 圆 . 

由 人 HBC= 人 CMA =90", 于 是 M 在 以 AC 为 直径 的 网上 , 即 
M 在 正方 形 ABCD 的 外 接 圆 上 . 

6.12 凹 四 边 形 ABCD 中 ,两 对 角 线 AC 和 BD 互相 垂直 ,两 对 边 
AB 与 CD 不 平行 , 且 AB 与 CD 的 垂直 平分 线 交 于 形 内 的 一 点 P. 证 
明 :4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 的 充 要 条 件 是 人 ABP 的 面积 等 于 入 CDP 
的 面积 . 





(第 39 届 国际 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 
[证 1] (必要 性 ) 如 图 所 示 ,不 妨 设 BA 和 CD 交 于 点 Q,AC 与 
BD 交 于 点 G,E\F 下 分别 为 AB 与 CD 的 中 点 ,日 为 EG 的 延长 线 与 CD 
的 交点 . 
若 A、BC.D 四 点 共 圆 ,由 条 件 GE 为 直角 公 AGB 的 斜 边 上 的 中 
线 , 可 知 
LHGC= /AGE= /GAE= /BDC. 
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从 而 HGC+ HCG 


= AGDC+ PCG 
几 = 90°, 
k 故 EH I CD. .. EG/ PE. 


同 理 可 证 GF/ PE .于 是 四 边 形 PFGE 为 平 
行 四 边 形 . 
此 时 PF= EG= AB, PE = GF = 二 





CD .这 表明 


1 ] 
Son = 7 ABPE= AB'CD= 3 PF*CD= Sacw. 


(充分 性 ) 奋 Saapp = Sacpp， 则 有 CF 三 CD -Ep ， 
而 在 AGEF 与 人 PFE 中 ,有 
AEGF = /EGB+ /BGC+ 一 FGC 
=90°+ QBD+ /QCA 
=90°+ (LGDC- LQ)+AGCD 
=180°- AQ= /EPF. 
从 而 人 GEFOAPFE, 而 EF=EF, 故 和 人 GEFGA 和 APFE. 
由 此 易 证 ”四边形 PFGE 为 平行 四 边 形 . 
于 是 ”EH .| CD， 这 表明 
LCDB=90°- LDGH=90°- LEGB=90°- /ABG= /BAC, 
所 以 A、B、C.D 四 点 共 圆 . 
[证 2] (必要 性 ) ” 即 当 A、B.C.D 四 点 
共 圆 时 ,有 SA ABP = S ACDP: 
设 两 条 垂直 的 对 角 线 AC 与 BD 交 于 一 点 
KK. 从 而 ， 
90"= LAAKB= LDBC+ /AACB 





1 
= 3 (AAPB+ LCPD), 
有 APB+/CPD = 180". 


.312 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





sin APB = sin/ CPD. 
又 由 于 A、B.C.D 共 圆 , 且 AB 与 CD 不 平行 ， 
故 PP 为 ABGCD 外 接 圆 的 圆心 . 
从 而 P4=PB= PC= PD. 


Sansp= 5 "PA PB-sinZ APB 


-= 广 ‘PC: PD:sin/ CPD 


= SAcpp. 
(充分 性 ) 即 当 SAABP = SAcpp 时 ,有 A、B.C.D 四 点 共 圆 . 
如 果 PA = PD, 那 么 ,由 PP 的 定义 可 知 A、B、C.D 都 在 一 个 以 P 
为 圆心 的 圆周 上 . 
否则 ,不 失 一 般 性 ,假设 PA < PD, 于 是 可 在 KA 延长 线 上 取 一 点 
EF, 使 PE= PD; 在 KB 延长 线 上 取 一 点 ,使 PF= PC. 
则 凸 四 边 形 EDCF 满足 E、.D、C.、F 共 圆 , 且 对 角 线 EC | FD. 
对 其 应 用 前 述 必 要 性 的 证 明 可 知 SA pp = Sapcp. 
另 一 方面 ,无 论 己 位 置 如 何 ,总 有 直线 BP 与 线段 AC 相交 ,可知 
忆 到 直线 BP 的 中 离 一 定 大 于 A 到 直线 BP 的 距离 ， 
有 SAapp < Saggpp. 
类 似 地 ,直线 EP 必 与 线段 BD 相交 . 从 而 FF 到 直线 PE 的 距离 一 
定 大 于 B 到 直线 PE 的 距离 ， 
有 SAgp>SeFRp、 从而， SAFFP > SAABP = SApP. 
与 前 述 了 矛盾 , 故 假设 不 成 立 . 故 必 有 PA = PD, 即 A、B、C.D 共 
圆 . 
综 上 知 : A、B、C、D 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 为 人 4BP 与 
全 CDP 面积 相等 . 
[证 3] (充分 性 ) 因 AB XCD, 令 EE 
是 AB 和 CD 的 交点 , 因 P 是 AB 及 CD 的 垂 
直 平 分 线 的 交点 . A 
设 AB、CD 的 中 点 分 别 为 M、N, AC 与 
BD 交 于 Q, 所 以 PM | AB, PN LLPC. 
故 由 SAABP = SApD, 
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知 AB:MP- 3 CD:PN. 


又 由 Rt 全 AQB 及 Rt 全 CQD, 知 
本 4B= MQ= AM= BM, CD= QN=DN=CN, 
所 以 MOQ: MP = QN':PN, 
MQ _ PN 
弛 QN PM 出 
义 PM | AB,PN jCD, 知 
/MPN =180 /AE=/BDE+ /DBE 
=LQDC+(AAQB+ LBAQ)= LQDC+90°+ LBAQ 
= DAN+90° +/ AQM= /MOQN. (DO 
由 作 、@ 知人 全 MPN 人 MQN， 从 而 
MP_PN 


QN MQ NM 

有 MP=QN, PN= MQ, 和 MP= QN= NC, PN= MQ= MB, 

知 Rt 和 人 BMPS2RtAPNC. 所 以 PB= PC. 

由 题 设 P 是 AB、CD 中 垂 线 的 交点 知 

PB= PA, PC= PD. 

故 PA= PB= PC= PD. 所 以 A、B、C.D 四 点 共 圆 . 

6.13 设 ABCD 是 凸 四 边 形 , O 是 对 角 线 AC 和 BD 的 交点 . 如 
OAsinA + OCsinC = OBsinB + OpDsinD ,证 明 :ABCD 是 圆 内 接 四 边 
形 . 


鱼 间 己 


(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 ] 先 看 这 样 的 事实 . 设 O 是 UAV 内 部 的 点 ,如 图 1 一 3, 令 


V 
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图 3 图 4 


了 OAU= pp, 人 OAV=y, 如 X.Y 分别 是 O 在 AU、AV 上 的 正 射影 ， 
则 由 正弦 定理 及 X.Y 在 以 OA 为 直径 的 圆 上 ,可 得 

XY = OAsin UAV, (9) 

XY = OXcosy + OYcosp (2) 

QD 名 对 可 能 的 情形 都 成 立 . 外 或 Y 可 在 UAV 的 对 应 边 ( 人 A 
的 外 部 ) 的 延长 线 上 ,也 可 能 与 A 重合 . 

令 O 到 AB.、BC、CD、DA 的 正 射影 分 别 是 K、 L、M.N. 则 由 中 ， 
题 设 条 件 就 变 成 

NK+LM= KL+MN. (3) 

如 图 4 所 示 引 入 角 的 记号 .由 人 @ 可 得 

KL = OK cosa; + OL cosp,, 

MN = OMcosa4 + ON cosBy, 

LM = OL cosa3 + OM cospB;, 

NK = ONcosal + OK cospBi . 


因此 ,可 改 号 成 
OK( cosB! 一 cosa2 ) 十 OL (cosas3 一 cospB> ) 十 OM ( cosp3 一 cosa4 ) + 
ON (cosal — cosPBa) =0. 出 


欲 证 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,只 要 有 al = Bs 就 够 了 . 

不 失 一 般 性 ,假设 xi 之 84 .因为 它们 都 等 价 于 A 在 人 BCD 的 外 接 
圆 内 或 图 上 , 故 p 之 o2. 

用 一 方面 ,al+B=as+p, 所 以 a3 之 8 .类 似 有 B3 之 a4. 

因 余弦 咀 数 在 (0, r) 内 是 严格 递减 函数 ,由 这 四 个 角 的 不 等 式 ,可 
得 


cosB 委 cosas ， cosa3 委 cos8 ， cos83 委 cosay ， cosaj 志 cosB4， @ 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 315 






ir 








比较 与 名 ,得 PB1 = a2， a3= p>, PB3= a4， Qa1= ba. 

注 等 式 回 可 作为 把 本 题 转化 为 纯 几 何 关系 的 起 点 .通常 ,这 一 近似 情况 是 
要 有 依赖 条 件 的 ,所 以 ,可 者 虑 下 面 的 题目 : 

设 ABCD 是 西 四边形 ,O 是 其 对 角 线 AC 和 BD 的 交点 .每 一 对 角 线 与 此 四 
边 形 中 每 一 边 所 成 的 角 是 锐角 . 如 OAsinA + OCsinC = OBsinB + ODsinD, 证 
明 ABCD 是 加 内 接 四 边 形 . 

6 14 一 个 凸 四 边 形 ABCD, 其 中 AB = AD, CB = CD. 求证 :(1) 
它 有 一 个 内 切 圆 .(2) 当 且 仅 当 AB 1 BC 时 , 它 有 一 个 外 接 圆 . (3) 如 果 
4B | BC, 则 内 切 贺 圆心 与 外 接 贺 圆心 之 间 的 距离 的 平方 为 R*?+ ?一 


r Mr+ R*, 其 中 vv 为 内 切 圆 半径 ,R 为 外 接 圆 半径 . 
(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] (1) 由 题 设 AB= AD,CB= CD. 
AB+ CD= AD+ BC. 
因此 四边形 ABCD 有 内 切 圆 ， 
(2) 由 于 4B1 BC,， 则 ABC=90". 
又 ”4B=4D，CB=CD，4C= 4C. 
人 ABCSA ADC. 
于 是 ADC= ABC=90°, ADC+ /ABC= 180°. 
因此 四 边 形 有 外 接 圆 . 
(3) 设 以 六 为 贺 心 的 内 切 贺 和 边 4B 与 BC 相 切 于 Ni 、N; 两 点 . 
显然 N 在 对 角 线 AC 上 . 
义 四 边 形 ABCD 的 外 接 圆 的 圆心 M 是 
AC 的 中 点 ， 
作 MM | 4B 于 MI，MM， | BC 于 


记 AB= zx, BC= y, 
.~ 个 ANNI 中 A ACB, 
4B AN x-r 
BC NN rr 








过 
> 
即 Xxy=r(r+ y). 

由 rt+y =AB’+ BC = AC?=4R?. 

从 而 (x+y) :=x ty t+2xy=4R*+2r(r+ y). 
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于 是 x+y=r+ Vr+4R 


由 于 NM? = NIRAMT+ N, M3, 


AB 2 BC 2 
则 NM? = (BN1 -全 | + (BN,- 7 ) 


r+y 
= 
= R*—r(r+ Vr+4Ri)+2r? 
= Ri+r’—r Vr 十 4 民 2 
6.15 设 AA,A;As 为 @O 的 内 接 四 边 形 , Hi、H,、H;、Hi 依次 
为 人 人 A;As3As AAA4A、 AAAIA、 和 AAA)A3 的 垂 心 .求证 : HI、 
瑟 ; 3 、 瑟 4: 四 点 在 同一 个 圆 上 ,并 定 出 该 加 的 圆心 位 置 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[证 1] 如 图 ,过 A; 作 QO 的 直径 A3B. 连 
BA BA BA HA HA HA HA4. 
因 A4Hi、BAs 同 垂直 于 A3As, 故 AP 
BAs. 
因 AsHi、BA, 同 垂直 于 A2A;3, 故 AsH1/ 
BA,. 
因此 ,由 边 形 万 | A4 BA, 为 平行 四 边 形 ,从 而 
AsH! LZ BAs. 
同 理 ” 可 得 四 边 形 日 ,As BA 为 平行 四 边 形 . 
因此 AR BA， 从 而 A,H! Al1H,. 连结 Hi\,H，. 
因此 ”四边形 A1AHH1H; 为 平行 四 边 形 . 
连 4 4 于 .由 平行 四 边 形 的 性 质 , 知 对 角 线 ALH 与 4? 甩 : 
互相 平分 . 设 它们 的 交点 为 P, 则 4,P= PH ,4P= PE 
同 理 可 得 ”A,H; 与 A3 万 ; 互相 平分 , 则 交点 为 A,H 的 中 点 , 故 
为 PP. : 
同 理 ”A3H; 与 A4H4 互相 平分 于 点 P, 即 A;P = PH;3, AsP = 
PH'. 


—r(rt+y)+2r’ 
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e 言 沁 


于 是 A; 和 瓦 (=1,2,3,4) 关 于 点 了 是 中 心 对 称 的. 
Ai、A;、A;3、As 共 圆 , 故 万 | 、.H2、H;、Hi 这 四 点 也 共 圆 ,其 圆 
心 是 点 O 〇 关于 点 P 的 中 心 对 称 点 . 

连 OP ,延长 OP 到 O’, 使 PO’ = OP, 则 O' 是 Hl、H;、H;、Hs 所 
决定 的 圆 的 圆心 . 

[证 2] 设 所 OO 的 半径 是 RR, 并 设 P 是 线段 A1H, 的 中 点 .连结 
OP 并 延长 到 0O’, 使 OP= OP. 

易 知 ,四 边 形 OA10O'H)i 是 平行 四 边 形 , 故 O'H| = OA1=R. 

过 A; 作 QO 的 直径 A3B, 连 结 BA4, 则 A,H1、BA4 同 垂 直 于 
A3A4, 故 A,HI/ BAs. . 

因 A4Hi、BA, 同 垂直 于 AsA;3, 故 AsHi/ BA. 

因此 ,四 边 形 瓦 |,A4B4， 为 平行 四 边 形 ,从 而 A,H! ZL B44 

同 理 可 证 AH 如 BAs. 所 以 A,H, AI， 

P 也 是 A,H 的 中 点 ,从 而 O'H, = 0A,=R. 

类 似 地 可 证 OH;3= 0A4;3= R,， OH=0As=R. 

所 以 OHI= OH,= OH;= OH1=R. 

即 Hl、H2、H;、Hi 在 以 O 〇 为 中 心 ,R 为 半径 的 圆 上 . 

[证 3] 如 图 ,过 人 A,A;As 的 外 接 圆 的 
圆心 O 作 A;As 的 垂 线 OM , 垂 足 为 M. 作 直 
径 A,B, 连 BA;、BAs 及 HiA,、HiAi;.、 
HiAs. 

因 BA; 和 A4Hl 同 垂直 于 AsA;， 

故 BA3/ AiHi. 

同 理 BAs4/ A3Hi， 

故 四 边 形 BA4 HA; 为 平行 四 边 形 .由 于 
M 是 4344 的 中 点 , 故 B、.M、HI 共 线 . 

OM 为 全 BA,Hi 的 中 位 线 , A;H! 《2.OM. 

同 理 在 人 AiA3As 中 ,有 4 万 忆 2.OM. 

因此 有 ”AH Z 4 ,四 边 形 A,A,HiH 为 平行 四 边 形 . 

连 A1Hi、A2 下 .由 平行 四 边 形 的 性 质 知 Au 与 A2H 互相 平 
分 , 设 交 点 为 P. 
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同 理 ”AH 与 A;D3 互相 平分 于 点 了 ,是 A3B3 与 A4E4 互相 
平分 于 点 P. 

(以 下 同 证 1) 

6.16 在 圆周 内 部 有 一 凸 四 边 形 , 其 边 的 8, 
延长 线 交 圆 周 于 点 A1、A,、Bi、B;、Ci、C; D1、 
D2( 如 图 ). 斌 证 ;车 A1B, = BiC = CiD; = 
DiA;, 则 由 直线 A1A,、B1B;、C1C;,、DiD, 所 
围 成 的 四 边 形 是 图 内 接 四 边 形 . 

(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

二 证】 设 直线 A1A; 与 BiB; 的 夹 角 为 a， 
CiC2 与 DiD; 的 夹 角 为 8. 

又 设 任意 一 条 等 强 A1B;、B1C;、C1D;、D1A, 所 对 的 弧 都 等 于 >. 

则 由 圆 外 角 定 理 有 


(a + 8) 的 度数 = [ 训 9+A2BD)+ 方 (YD1) ] 的 度数 





2 


= [ 7- 去 Cr-27) ] 的 度数 
因此 A1A,、B1B，、CiC2、D1D, 所 围 成 的 四 边 形 是 贺 内 接 四 边 形 . 
6.17 证 明 : 对 nn 宇 4, 每 一 个 有 外 接 圆 的 四 边 形 , 总 可 划分 成 个 
都 有 外 接 圆 的 四 边 形 . 
(第 14 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 


[证 ] (1)w=4 时 的 情形 
A Cc 








设 ABCD 是 有 外 接 圆 的 四 边 形 , 则 D 
A+A/AC=180. A 
取 CD 的 一 个 内 点 A’, AD 的 一 个 内 点 于 

C', 且 作 和 DA'B' = 人 A, 人 人 DCB = 人 LC, 由 | 





于 A’.C' 可 以 取 在 DD 的 任意 近邻 . 4 “7 Bb 
因此 可 以 使 A'B ’、C'B’ 的 交点 B' 是 四 边 
形 ABCD 内 的 一 点 , 且 位 于 DD 的 任意 近邻 ,于 是 ,过 B' 分 别 作 平行 于 
DC 和 DA 的 直线 ,可 以 使 它们 分 别 交 BC 和 AB 于 内 点 E、F. 
这 样 得 到 的 四 边 形 A’B'C'D、B’ECA”、FBEB’ 和 AFB'C 对 角 都 互 
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六 半 己 





补 ,因而 就 是 所 要 求 的 可 划分 成 的 四 边 形 . 

事实 上 ,由 作法 知 : 

ADAB’=/ABE=/ABFB=/A, 

且 一 DCB = 一 FFBC =BTB= 一 C. 

了 DA 有 TDPCE =ACBF+/A/AA=/AABE+AC 
=/ABFB+ABEB= 180°. 

于 是 四 边 形 AB'C'D、FBEB' 、B ECA'、AFB'C 都 有 外 接 圆 . 

(2)n 宇 5 时 的 情形 

首先 , 按 (1) 中 的 作法 将 ABCD 分 成 四 个 对 角 互 补 的 四 边 形 . 

注意 到 ,由 (1) ,四 边 形 B'ECA“、AFB'C' 都 是 等 腰 梯 形 , 因 此 只 要 
将 其 中 一 个 等 腰 梯 形 用 平行 于 底 边 的 直线 把 这 个 等 腰 梯 形 分 成 xn -3 
个 等 腰 梯 形 ,就 把 四 边 形 ABCD 分 成 为 n 个 有 外 接 圆 的 四 边 形 . 

6.18 通过 等 腰 人 ABC 的 底 边 BC 上 的 点 P 引 平 行 于 两 腰 的 直 
线 , 交 两 腰 于 点 Q 和 RR. 求 证 :点 已 关于 直线 QR 的 对 称 点 DD 在 等 腰 
公 ABC 的 外 接 圆 上 . 


. /1=/2, OD 
D RP/ AC, “. /3=/2, 
从 ~ A1523, 有 RB= RP. 
p P 和 也 关于 RQ 对 称 ， 

MA ， PR = DR，PQ = QD. 

因此 RB=DR， 有 4= 一 5. © 

由 PQ/ AB, RP/ AC. 
则 四 边 形 ARPQ 是 平行 四 边 形 
于 是 AR=PQ.. 即 QD= AR， 
再 由 AQ= RP= RD 
可 得 人 ADQS22A 和 AD4R， 于 是 ADR = /QAD. @) 
由 ,名 ,@@ 得 人 1+ 人 4+ 人 QAD= /2+ 人 5+ /ADR. 
所 以 A、C、B.D 四 点 共 圆 , 即 马 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 . 
[证 2] 由 证 1 可 得 RP= RB= RD， 
同 法 可 证 QP = QC= QD. 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[证 1] 因为 全 ABC 为 等 腰 三 角形 ， 
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所 以 P.B.D 在 以 R 为 图 心 的 贺 上 , P.C.D 在 以 Q 为 圆心 的 加 
上 ,由 于 同 弧 上 的 圆心 角 等 于 圆周 角 的 一 半 ， 


1 
LCDP= 3 LCQP, LPDB= LPRB, 


又 LACQP= LPRB= /CAB, 及 CDP+PDB= 一 CAB， 
即 LCDB= /CAB. 
于 是 A、D、B.C 共 圆 , 即 忆 在 全 ABC 的 外 接 圆 上. 
6.19 设 A、B,C.D 是 平面 上 四 个 不 同 的 点 ,使 得 过 A 和 B 的 每 
个 圆 与 过 C 各 的 每 个 圆 相 交 ( 或 重合 ). 求 证 :这 四 点 或 者 共 线 或 者 
共 圆 . : . 
z (第 26 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1965 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 .假设 A、B.C.D 既 不 共 线 又 不 共 贺 , 则 线段 AB 
的 垂直 平分 线 户 与 线段 CD 的 垂直 平分 线 v 不 可 能 重合 . 
这 时 有 两 种 情形 
(1) 若 直线 p 与 g 相交 , 则 它们 的 交点 是 两 个 同心 圆 的 圆心 ,一 个 
加 过 4 .8 两 点 ,一 个 圆 过 C.D 两 点 ,这 两 个 圆 既 不 可 能 相交 也 不 可 
能 重合 (否则 四 点 共 圆 ) 与 题 设 矛 盾 . 
(2) 知 直线 p 与 gq 平行 , 则 直线 AB 与 CD 也 平行 ,考虑 分 别 位 于 
bp.9 上 ,又 是 平行 直线 AB 与 CD 之 间 的 中 点 的 两 点 P 和 Q, 显 然 图 
ABP 与 加 CDQ 没有 公共 点 ,也 与 题 设 矛 盾 . 
综 上 ，A、B、.C.D 这 四 点 或 者 共 线 或 者 共 贺 . 
6.20 在 圆周 上 给 定 了 4 个 点 A、B、.C.D. 过 每 两 个 相 邻 点 都 作 
一 个 圆周 ,将 每 两 个 相 邻 圆周 的 第 二 个 交点 分 别 记 作 Aj .B, .C; 和 DD) 
(其 中 有 些 点 可 能 与 前 面 的 点 重合 ). 求 证 :A1、B1 CD 四 点 共 圆 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[证 ] 诸 圆 位 置 及 相交 情况 见 右 图 : 
由 一 Di4Bi=360" -BAIDI -一 B4BI 
= 360° — (180° - LBAD':) ~ (180° — 
BCB,) 
=/ABAD,)+ /BCB,), 
日 /AADCBI 
=360° ~ LDICID- LBCID 
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=360° — (180" -DAD)-(180 -一 BCD) 
= /ADIAD+ /BCD, 
LDiAIBI+t+ ADICIBI 
=(/ABADI+ LDAD)+ (LBCBI+ LBICD) 
= /BAD+ /BCD = 180°. 
故 4 BC 、DI 四 点 共 圆 . 
6.21 从 两 个 半径 相等 的 相交 圆周 的 对 称 中 心 引 两 条 直线 ,它们 
交 两 圆周 于 不 在 同一 直线 上 的 4 个 点 ,证 明 : 这 4 个 点 在 同一 圆周 上 . 
(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


绊 言 己 





[证 ] 如 左 图 所 示 的 情形 , B; B; = A,A;( 因 为 这 两 条 弧 关于 点 O 
对 称 ), 于 是 人 A;A,Al = 一 Bi;B)B， 

即 A,、B| 对 A,B, 张 等 角 , 所 以 Al、A;,、B,、B; 四 点 共 圆 . 

如 右 图 所 示 的 情形 , BB;= A1A;, 于 是 人 A3A2A1= 人 B3B1B. 

即 四 边 形 A1A,B2B! 的 一 个 外 角 等 于 它 的 内 对 角 , 于 是 Al 、A,、 
B1、B; 四 点 共 圆 . 

6:22 在 正方 形 ABCD 的 4AB .AD 边 上 分 别 取 点 KN ,使 得 AK: 
AN=2BK: DN .线段 CK .CN 分 别 交 对 角 线 BD 于 L 、M .求证 :KK 、L、 
MN 和 A 五 点 共 圆 . 

3 ， (第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


Beg [证 ] 先 证 CBKC + <DNC= 二 
K 设 正方 形 ABCD 的 边 长 为 1, 并 设 
和 a= BK=ctg/ BKC, 


p b= DN = ctg/ DNC. 
晤 设 得 (1~-a)(1-~5)=2ab, 即 
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at+p 
ab—!1 
又 tg( LBKC+ ADNC)= 

_ ctg BKC + ctge DNC 
ctg/ BKCctg/ DNC -1 

二 4 + b -一 
ap 一 1 

了 BKC .DNC 都 是 锐角 ， 


BKC+ LDNC= ; 


X ABLK=rxr-ALKBL - <BKL= 江 - LBKL= A DNC 


BC/ND, .. /DNC= BEM, 

由 图 形 对 称 性 易 知 ， LBCM = /BAM, 

人 KLM+ 人 KAM=x，.. A.K.,L,M 共 圆 . 

过 A、L 、M 确定 惟一 的 圆 , 故 KK、L、M.N .A 五 点 共 圆 . 

6.23” 设 P.M 分 别 在 正方 形 ABCD 的 边 DC ,BC 上 ,PM 与 以 A 
为 圆心 , AB 为 半径 的 圆 相 切 ,线段 PA 与 MA 分 别 交 对 角 线 BD 于 QQ、 
N. 求 证 :五 边 形 PQNMC 内 接 于 圆 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[证 ]] 设 MP 切 贺 A 于 TT. 

延长 CD 到 M 使 DM = BM. 

由 于 PM、PD、CB 切 圆 A 于 工 .D.B, 则 
由 切线 长 定理 得 

PT= PD, MT= MB. 
MP= MD+ DP= BM+ PT= MP. 

又 BM= DM, AB= AD, 

ABM = /ADM = 90° 
和 人 4ABMS2AADM ， 
有 AM= AM ， 
人 APMOA 人 APM .. 
连 MM , 设 MM 与 AP 相交 于 Q , 则 MM | AP. 





=—1. 


tg BKC + tg/ DNC 
1~ tg BKC:tg/ DNC 
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连 BQ .QD, 由 A、B、M.、Q' 共 圆 可 知 
LBQM= /BAM. 
由 4 M .DQ 共 圆 可 知 MQD= /MAD. 
又 AMAD= /BAM. 
MQD= /BQM, 
从 而 B.Q' .DD 共 线 ,于 是 Q' 与 Q@ 重合 .，- 
则 一 MQP=9%0", 因而 Q 在 以 MP 为 直径 的 圆 上 . 
同 理 ，N 也 在 以 MP 为 直径 的 圆 上 ， 
于 是 ,五 边 形 PQNMC 内 接 于 以 MP 为 直径 的 圆 . 
[证 2] 由 于 PM .PD、MB 是 圆 A 的 切线 , 则 PA 平分 人 TAD， 
MA 平分 二 BAT 
和 MA4P=43 = 一 NDP， 于 是 N.A.D.P 共 圆 . 
又 人 人 DPQ= 人 DNA = 人 DAC, 于 是 CN.Q.P 共 圆 . 
同 理 C、M.N.Q 共同 . 
因而 ,五 边 形 PQNMC 是 圆 内 接 五 边 形 . 
6'24 在 锐角 公 ABC 的 边 BC 虐 取 两 点 A1、A;, (A, 位 于 4A; 与 
C 之 间 ) ,在 边 CA 上 取 两 点 B,、B,(B; 位 于 也 与 A 之 间 ), 在 边 AB 
上 有 取 两 点 C1 ,Ca(C; 位 于 Cj 与 B 之 间 ) ,使 得 一 AAA: = 人 AAA， = 
BBiB,= LBBBi= LCCIC,s= CCC 直线 AA1、BBj、CC| 可 
构成 一 个 三 角形 ,直线 AA,、BB; .CC; 也 可 构成 一 个 三 角形 ,求证 :这 
两 个 三 角形 的 6 个 顶点 共 圆 ， 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
[证 1] 设 所 论 的 两 个 三 角形 分 别 为 
会 EFG 和 人生 LMN( 如 图 ) ,连结 FM ME， 
LACIC =180" - ACCC, 


se 言 这 





=180 — ABB,B 
= AB,B, 
人 ACTICC2 人 4B，B. 
了 APBPB， = /ACO,, 2 一 2 
AC 4B 


同 理 一 B441= 一 BCC，. 
LAIGB = ALBAAI+ /LBBB,+ /ABB, 
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= 二 BCC +CCC+ACC = LACB. 

间 理 ”ACB= AMB,, ALC= LABC= AFC!. 
在 全 ABG .全 ABC 和 人 ALC 中 应 用 正弦 定理 有 

AG AB AB _ AC 
sin /ABG sin AIGB sin/ ACB Sin ABC 

AC AL 
sinAALC sin ACL 

/AABG= /ACL, .. AG=AL. 
同 理 ”BE = BM, CF= CN. 
再 于 公 ACIF、 全 ABC 和 全 AB,M 中 应 用 正弦 定理 又 有 














_AF __ A! 4 AC Db AB 
sin/ ACIF sin/ AFC! AC sin ABC AB sin ACB 
Ap _ AM 
sin AMB, sn ABM 
LACIF= /ABM, .. AF=AM. 


同 理 ”BG = BN, CE= CL. 
FM/ BC, ME/ AC. 
AFME=.180° — /ACB = 180°— /FOE. 
FME+ /FGE= 180". 
FGE、M 四 点 共 圆 , 即 点 M 在 全 EFG 的 外 接 圆 上 . 

同 理 , 点 上,N 也 都 在 全 EFG 的 外 接 圆 上 . 
E.F.G、L、M.N 六 点 共 圆 . 

[证 2] 设 所 论 的 两 个 三 角形 分 别 为 全 EFG 、 公 LMN( 如 图 ), 连 

结 FM ME. : 

” LBCIF=LFA1As= LA1AM= LMBiC, 
C1.B.Al.F;M、As.C.B, 和 Cl.B.C、B; 都 四 点 共 圆 . 
AF.:AA|I= AC1:AB= AB,: AC = AM. AA,. 
AAIA;y=/AA;sA1, .. AA/=AA,. ..AF=AM. 
FM/ BC. 

LCCC=/AAIA,= /A AMAI= AL BBB,, 
LBCC= /AAC= /BAIA=/BBC. 
GC 4C Bi CBA4 和 C BC 都 四 点 共 贺 . 
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闪 计 三 





AG:AA!= ABI'AC= AC,'AB= AL:AA,. 
AA,=AA,;，.. AG= AL. 同 理 BE= BM. 
ME/ AC. 
LFME=180°- /ACB=180°— ZFGE. 
LFME+ /FGE= 180°. 
“， FF.G.E、M 四 点 共 圆 , 即 点 M 在 全 EFG 的 外 接 圆 上 . 同 理 
可 证 点 LN 也 在 此 圆 上 . 
EF.F.G、L、M.N 六 点 共 圆 . 
[证 3] Ai 可 以 在 高 AD 左 侧 任 取 ， 
4i、 4;， 关于 高 AD 对 称 . 设 公 ABC 的 三 
“条 高 相交 于 点 五 ,由 四 点 共 圆 的 性 质 知 
AX: AA, = AB,' AC= AC1: AB 


SN = AY:AA', 
C 从 而 AX= AY, 即 XY 亦 关 于 AD 对 称 ， 
所 以 HX = HY. 


同 理 , HY = HZ= HU = HV = HW = HX. 因 此 ,X、Y.、Z、U、V、 
W 都 在 以 万 为 圆心 的 同一 贺 上 . 

6.25 证 明 : 如 果 六 边 形 的 对 边 相 互 平 行 ,连接 各 组 相对 顶点 的 对 

角 线 又 都 相等 , 则 该 六 边 形 具有 外 接 圆 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[证 ] 设 在 六 边 形 ABCDEF 中 ,AB// 
DE, BC/ FE,CD/ FA,H AD= BE= FC. 
NA 设 AD 的 中 点 为 P, BE 的 中 点 为 Q， 

C BD 的 中 点 为 R, 如 图 , 连 PR QR. 


7 由 三 角 线 中 位 线性 质 有 
PR/ AB/ ED/ QR, 


E D “. PQ 重合 . 
故 A、B.D.E 为 OP(P 为 圆心 半径 
为 AP) 上 的 点 . 
同 理 可 证 下 、C 两 点 也 在 此 圆 上 . 
A、B.C.D.E.F 共 圆 . 
6.26 引 三 条 直线 分 别 平行 于 三 角形 的 三 条 边 . 每 条 直线 与 相应 
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的 边 的 距离 恰 等 于 该 边 的 长 度 . 同时 ,对 于 每 条 边 ,平行 于 它 的 直线 和 
该 边 所 对 的 顶点 位 于 该 边 的 两 侧 . 试 证 :三 角形 各 边 延 长 线 与 所 引 的 三 
条 直线 的 6 个 交点 在 同一 圆周 上 . 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 给 定 的 三 角形 为 
和 人 4BC, 而 A1、A;、Bl、B;、Ci、C; 为 各 边 
延长 线 与 所 引 直 线 的 交点 ,县 设 BC = a， 
CA=65,AB=e. 
在 全 AA1A, 中 , 作 高 A1K、A2L. 由 
题 设 知 A1K =6,AsL=c， 
所 以 A nAAAI = 
又 /AAA,= /BAC, 
人 AA,AInDAA ABC 
同 理 可 证 和 ABCcopACCC, 于 是 
LABC= /AAAI=LA COCCIC 
AiCIA AsCi, 
LAAsAICrt LAsCICs = /A AC + LA A C= 180°. 
4 4 CC 共 圆 . 
BiC2VAB2C .. AA1BC1= LABC= /LAA,O, 
B; 在 4 4 CC 所 在 的 圆 上 . 
同 理 可 证 ， Bl 也 在 这 个 圆 上 .于 是 A1、A,、B1.B,、Cl、C; 在 同一 
个 圆 上 . 
6.27 在 全 ABC 中 ,DE、F 为 三 边 的 中 点 ,X,Y .2 为 三 条 高 的 
垂 足 ,所 为 重心 ,P.Q、R 为 有 4 .HB、HC 的 中 点 . 求证 : D.E .FX、 
Y.Z、P.Q.R 共 病 . 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 因为 PE 分 别 是 A 和 AC 的 中 点 , 则 PE/HC. 
同 理 ” QD/ HC， 于 是 PE/ QD. 
X.Y PQ/AB/DE, AB1HC, 
四 边 形 PQDE 是 矩形 , 则 PD = 
设 PD .QE 交 于 K, 则 KK 是 PD 和 QE 的 中 点 ， 
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Bat = Pp 





三 


同 理 四 边 形 PRDF 为 和 矩形, 则 PD = 
RF. 

因而 PD 和 RF 也 交 于 K. 

于 是 P.Q.D.E、R、F 都 在 以 PD 为 直 
径 的 圆 上 , PD 、QE 和 RF 为 直径 . 

又 /APXD = AQYE = /ARZF = 
90°， 

XX、Y .Z 也 在 这 个 圆 上 . 

因此 ,DEFX、Y.Z.P.Q.R 九 点 共 圆 . 

6.28 在 正 1976 边 形 中 , 标 出 了 所 有 边 的 中 点 以 及 所 有 对 角 线 的 
中 点 , 问 最 多 有 和 多少 个 标 出 的 点 在 同一 圆周 上 ? 

(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 1976 年 ) 

[ 解 ] 答 最 多 有 1976 个 标 出 的 点 在 同一 圆 上 . 

事实 上 ,以 圆心 O 为 圆心 ,将 所 标 出 的 点 除 O 外 ,每 1976 个 为 一 
组 在 一 个 圆 上 ,如 最 大 的 一 个 是 以 O 为 圆心 ,下 1976 边 形 各 边 中 点 所 
在 的 圆 .这 样 的 圆 共 画 出 987 个 ,每 个 圆 上 都 恰 有 标 出 的 1976 个 点 . 

此 外 任意 画 一 个 圆 卫 , 它 与 每 个 上 述 的 圆 至 多 有 两 个 区 点 .如 果 这 
些 交 点 都 恰 为 所 标 出 的 点 ,总 计 过 987x 2 个 标 出 的 点 , 若 卫 至 多 再 过 
O ,所 以 总 计 至 多 过 987x2+1=1975 个 点 . 

可 见 , 所 标 出 的 点 至 多 有 1976 个 点 在 同一 圆周 上 . 


(二 ) 圆 共 扣 


6.29 ”证明 : 对 任意 全 ABC 都 存在 三 个 半径 相等 的 圆 ,其 中 一 个 
圆 与 边 AB 和 BC 相 切 , 另 一 个 与 边 BC 和 AC 相 切 ,第 三 个 与 边 AC 和 
AB 相 切 .而且 这 三 个 圆 恰 有 一 个 公共 点 . 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 给 定 人 ABC ,构造 一 个 与 它 相似 的 
和 43C ,使 人 AA3BC 存在 题目 所 说 的 图 (于 
是 原 三 角形 相应 的 圆 的 存在 性 也 就 得 到 证 
明 ). 

为 此 ,分 别 以 A、B、C 为 圆心 ,以 和 ABC 
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的 外 接 圆 半径 为 半径 作 三 个 圆 , 则 这 些 圆 周 有 一 个 公共 点 ( 即 全 ABC 
的 外 心 ). 

这 些 圆 的 三 条 公 切 线 构成 人 AB'C' ,显然 

人 AB'CODAAABC( 因 为 AB/ AB',ACA/AC ,BC B’ C’), 
全 AB'C' 满 足 要 求 . 

6.30 设 O 为 ABC 内 一 点 ,线段 AX、BY 与 C2 均 以 O 为 中 
点 .求证 :人 BCX、ACAY、AABZ 与 AXYZ 的 外 接 圆 共 点 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 由 于 CA、Y 分 别 与 Z、 革 .B 关于 

O 点 中 心 对称 , 所 以 
CAY= /ZXB, ZY/ BC. 

设 M 为 人 BCX 与 人 XYZ 的 外 接 圆 的 交 
点 (1M 与 X 不 同 ). 

则 由 于 圆 内 接 四 边 形 的 外 角 等 于 它 的 内 
对 角 及 ZYV BC. 

LYMC= AXBC+ /XZY= /ZXB- /CAY, 

从 而 M 也 在 全 AYC 的 外 接 圆 上 . 

同 理 , M 也 在 全 AZB 的 外 接 圆 上 . 

于 是 四 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 . 

6.31 在 凸 四 边 形 ABCD 的 边 4B 上 ( 异 于 A.B) 取 点 EE, 4C、 
DE 交 于 下 .求证 :全 ABC .全 CDF 和 和 ABDFE 的 外 接 圆 共 点 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 分 两 种 情况 考虑 : z 
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名 高 己 


QO@ 见 图 1, 公 ABC 全 CDF 的 外 接 圆 除 C 之 外 还 有 男 一 交点 KK, 吻 
知 

LEBK= /ABK= /ACK= /FCK= /FDK = /EDK, 

所 以 B.D、K.E 共 圆 , 即 KK 为 题 中 所 述 的 三 个 三 角形 的 外 接 图 
的 公共 点 . 

四 见 图 2, 和 ABC、 和 人 CDF 的 外 接 圆 相 切 于 C 点 . 设 公 CDF 的 外 接 
圆 交 BC 于 M. 由 “ 弦 切 角 等 于 同 弧 上 的 圆周 角 ” 知 ABC = FMC. 
又 四 边 形 CDFM 内 接 于 图 ,所 以 人 人 FMC + CDF = 180". 

从 而 人 EBC+ 人 EDC= 180"， 

所 以 也 下 .DC 共 圆 , 即 C 为 题 中 所 述 的 三 个 三 角形 的 外 接 图 的 
公共 点 . 

6.32 四 条 直线 交 于 六 点 ,组 成 四 个 三 角形 .求证 :这 些 三 角形 的 
外 接 贺 交 于 一 点 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 ] 四 条 直线 交 于 六 点 的 组 成 的 图 
形 称 为 完全 四 边 形 . 
四 条 直线 中 每 一 条 都 与 其 他 三 条 直线 
2 相交， 并 县 所 有 的 交点 都 是 不 同 的 。 z 

这 些 直 线 中 任何 三 条 确定 一 个 三 角 

有 而 有 全 条 直线 孝 仿 二 六 个 六 天 中 国志 
B 个 点 . 

记 这 些 点 为 A.B、C.D.E、F. 设 (A,B,C).(A,D,E)、(C,F, 
DD)、(B,F,FE) 为 四 条 直线 ,有 是 点 B 在 线段 AC 内 部 ,点 了 在 线段 AE 
内 部 ,点 下 是 线段 CD 和 BE 的 公共 内 点 . 

完全 四 边 形 含有 人 ABE 人 BCF、.AACD .人 DEF. 设 kk;、k, 
是 这 些 三 角形 的 外 接 圆 . 

因为 圆 &2 的 点 下 是 圆 的 弦 BE 的 内 部 ,而 圆 有 , 的 点 C 落 在 圆 
kl 的 弦 AB 的 延长 线 上 ,所 以 圆 和 和 &, 的 交点 M 和 B 在 直线 FC 的 
两 侧 . 

点 M 与 点 刀 、、 下 位 于 直线 4B 同 侧 , 则 


/LAMB= /AEB, /BMC= 一 BFC. 
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有 AMC =AAMB+/ABMC= /AEB+/ BEC 


= AAEB+/ADFE= /ADC. 

因为 点 D 和 M 位 于 直线 AC 同 侧 , 所 以 A.C、M.、D 共 圆 .因此 
M 在 A、C.D 确定 的 圆 &3 上. 

于 是 圆 ki .k;、k3 有 公共 点 M. 

类 似 地 可 以 证 明 , 加 &、k2、k4 有 公共 点 N, 点 MN 在 圆 k&; 和 圆 
&A> 上 .但 因 点 A 在 圆 &, 的 弦 BC 的 延长 线 上 ,也 在 圆 & 的 弦 DE 的 延 
长 线 上 ， 所 以 态 M 和 AN 都 不 本 能 与 圆 Al 和 A2 的 公共 点 A 重合 . 因 
此 ,点 M 与 点 N 重合 . 

”于 是 圆 和 、A2 、A3 4 有 一 个 公共 点 . 

6'33 设 五 为 锐角 会 ABC 的 垂 心 ,求证 : ARAB 、 和 HBC、 

全 HCA 的 外 接 圆 相 等 . 
(第 10 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1947 年 ) 
[证 ] 延长 高 AD 交合 ABC 的 外 接 圆 于 点 


~ 
G ,连结 BG .CG. 
ZGBC= LGAC= /LHBC, <\ 
LGCB= /GAB= /HCB, 人 


人 APBC 的 外 接 圆 与 AGBC 的 外 接 圆 
相等 

. APFBC 与 ABC 的 外 接 圆 相等 . 

同 理 和 HAB 和 人 HA 和 个 ABC 的 外 接 圆 也 都 相等 

. 全 HAB .个 HBC .个 HCA 的 外 接 圆 都 相等 . 

6.34 设 1I 为 人 ABC 的 内 心 , 且 A’、B'、C' 分 别 是 三 角形 IBC， 
ICA 、IAB 的 外 心 . 求 证 :人 ABC 与 人 ABC 有 A 
相同 的 外 心 . 

(第 17 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) C’ 

[证 ] 事实 上 ,我 们 可 以 证 明 更 强 的 结论 : 

全 ABC 与 人 A'B'C 有 相同 的 外 接 圆 . 

为 此 ,我 们 只 和 需 证 明 A、B.C、A .B.C 六 
点 共 圆 ,而 这 又 只 和 需 证 明 A ,B,C、A 四 点 共 圆 . A’ 
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连 IAIB.IC.1IA' .AB.AC. 


因为 LBIC= LA+ 后 2 人 


又 因为 4 是 入 TBC 的 外 心 , 则 有 
B4 = JI4A = CA 
1B4 +AT1C4A =BIA +ACIA = 一 BIC， 
BAC =2r-BIC-(ATBA + 一 TCA 
=2x—2/A BIC 


=2r-2( LA+ SE | 


=Xx-A. 

即 A+ABAC=x... A.B.C.A' 共 圆 . 

同 理 ，A .B.C.B' 共 圆 ，A、B、C、C' 共 贺 ， 

从 而 有 A、B.C.A’、B'’.C' 共 圆 . 

6'35 ”如 果 圆 S 与 圆 沁 的 公共 弦 是 圆 > 的 直径 , 则 称 圆 S“ 径 截 ” 
圆 > . 设 4.B.C 是 互 异 3 点 , 圆 SS .Sec 是 分 别 以 A、B、C 为 心 的 
3 个 圆 .求证 4 .BC 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 任何 一 个 圆 S 都 不 
能 同时 径 截 三 圆 Sa .Sa .Sr .进一步 地 ,如 果 存 在 多 于 工 个 圆 . 它 们 都 同 
时 径 截 图 SA 、Ssg 、.Sc, 则 这 些 圆 S 都 过 两 个 固定 点 .对 于 圆 SA、 SB、 
Sc, 求 出 这 样 的 两 个 点 . 

(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 
“ [证] 我 们 用 一 个 引 理 和 三 个 定理 来 给 出 本 题 的 证 明 . 

引 理 设 A 和 B 是 不 同 两 点 ,Ss、Ss 是 分 别 以 A、B 为 心 ,a 和 6 
为 半径 的 两 个 圆 , 则 与 圆 S4、Ss 都 径 截 的 具有 适当 半径 的 圆 Sp 的 加 
心 卫 的 轨迹 是 直线 4B 的 一 条 垂 线 ,其 牌 足 N 满足 条 件 

AN: NB= (AB*+6- a):(AB:+ a -62), 的 
其 中 左 端的 符 导 XY 表 示 以 X 为 起 点 ,以 Y 为 终点 的 有 向 线段 的 带 有 
正 仙 号 的 长 度 . 

引 理 的 证 明 首先 设 点 PP 具有 所 论 性 质 , 并 设 Qa、Qs 是 圆 Sp 分 
别 与 圆 S4、Ss 的 交点 之 一 .于 是 PQ4 = PQs 是/ 人 PQA4 = 90° = 


”到 PBQB. 设 点 N 是 由 点 P 作 直线 AB 的 垂 线 的 垂 足 ,又 有 


PQ“A= PA*+a’= PN*+ AN’+ a?, 
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PQS$= PB*+6b*= PN:+ NB’+b?. 
AN’+a’= NB’+ 6b?. 又 AN+NB=AB, 
(AN~ NB)AB= AN?— NB’= 6*— a’. 
AN 2AB:AN AB(AN+AB- NB)_AB’+AN’- NB? 
NB 2AB:NB AB(NB+AB-AN) AB+NB:- AN’ 
_ AB*+ bp — a 
即 点 N 满足 食 式 .注意 . 这 个 比例 式 表 明 点 N 
的 位 置 与 点 PP 无关. 所 以 ,具有 所 论 性 质 的 点 PP 
都 在 过 点 N 所 作 的 直线 AB 的 垂 线 上 . 
反之 , 设 点 N 使 条 件 久 成立,P 是 过 点 N 
所 作 的 直线 AB 的 垂 线 上 的 任意 一 点 , 则 前 段 
论证 可 反 推 到 关系 式 PA?+ a?= PB2+ 62. 
分 别 过 点 A 和 8B 作 PA 、PB 的 垂 线 ,分 别 
交 贺 $4 、Ss 于 点 Q4、Qs. 于 是 人 PAQs = 90°= /PBQs. 
由 勾 股 定理 有 PQ4 = PQp = pp. 
以 点 P 卫 为 心 ,p 为 半径 作 圆 Sp, 则 它 与 圆 Ss4、Ss 都 径 截 , 即 点 PP 
具有 所 论 的 性 质 . 
定理 1 设 A、B、C 三 点 不 共 线 县 S4、Sp、Sc 是 题 中 所 给 的 3 个 
圆 , 则 存在 惟一 的 点 P 具有 所 论 的 性 质 . 
定理 1 的 证 明 对 于 任意 点 已 和 以 点 X 为 心 ,z 为 半径 的 圆 Sx， 
定义 





flP, Sy)= PX*+ 7x?. . 

借助 于 函数 f, 上 述 引 理 指出 ,点 P 对 于 圆 S4、Sp 具有 所 论 性 质 ， 
当 且 仅 当 f(P, Ss)= 了 (P, Sg), 而 这 个 条 件 成 立 又 当 且 仅 当 点 已 在 
直线 AB 的 某 条 固定 的 垂 线 上 . 

设 f(P’,Sa)= f(P’,Sp),f (P’,Sa)= f/f(P’,Sc). 

由 引 理 知 点 P 的 轨迹 是 AB 的 一 条 垂 线 , 而 点 已 的 轨迹 则 是 直线 
AC 的 一 条 重 线 . 

因为 A、B、C 三 点 不 共 线 ,所 以 作为 轨迹 的 这 两 条 垂 线 有 惟一 的 
交点 PP. 

显然 ,点 了 是 使 得 f(P', Sa)=f(P,Ssgp)= ff(P, Sc) 的 惟一 点 . 
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定理 2 车 A、B、C 三 点 共 线 , 则 具有 题 中 所 论 性 质 的 点 已 不 可 
能 恰 有 一 点 . 

定理 2 的 证 明 当 A、BC 三 点 共 线 时 ,由 3 对 贺 | Ss, Spl、!Sa， 

Scl .1 Sg, Sci 所 给 出 的 3 条 轨迹 ( 垂 线 ) 或 者 是 3 条 互 异 的 平行 线 , 或 

者 重合 为 1 条 直线 ,因为 由 定理 1 的 论证 可 知 ,两 条 线 重合 而 第 3 条 与 
它们 平行 而 不 重合 的 情形 是 不 会 出 现 的 . 

若 为 前 者 ,满足 题 中 要 求 的 点 P 不 存在 ; 

若 为 后 者 ,这 条 重合 直线 上 的 所 有 点 都 满足 题 中 的 要 求 ， 即 有 无 穷 
多 个 点 满足 题 中 的 要 求 . 

定理 3 在 有 无 穷 多 个 点 已 满 足 题 中 要 求 的 情况 下 ,相应 的 圆 Sp 
全 都 过 两 个 固定 点 . 

定理 3 的 证 明 这 时 ,4 、B、C 三 点 共 线 , 设 N 是 直线 ABC 上 的 
一 点 ,使 得 N42+ ao = NB*+b = NC2+c2= 产 . 

记 PN=h, P=PN’*+ AN*+a:=h2+r?, 

于 是 以 P 为 心 ,p 为 半径 的 圆 Sp 与 直线 ABC 交 于 两 点 和 下 ,使 
得 EN= NE=r. 

由 于 > 与 h 无 关 , 故 所 有 这 样 的 圆 Sp 都 过 五 下 两 点 , 即 它们 都 过 
两 个 固定 点 . 
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第 七 章 “线段 或 角 的 计算 


(一 ) 线 段 的 计算 


线 
段 
或 
的 
计 
和 


1. 三 角形 中 的 线段 计算 





7:1 如 图 ,在 全 4BC 中 ,人 A = 90"， 
AD|LBC 于 D,P 为 AD 中 点 ,BP 交 AC 于 
E,EF| BC 于 F, AE=3,EC=12. 求 :EF 
之 长 . 

(中 国 湖北 省 黄 闪 地 区 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 】 延长 FE 、B4A 交 于 五 点 ， 





由 AD/ HF, 且 PP 为 AD 中 点 ， 万 

得 HE= EF. ,4 

又 AHAC=90°, LEFC=90°, 4 r. 

…， 已. 4.C 共 圆 . > 

有 HE:EF= AE.:EC. 让、 
即 EF*=AE:EC=3x12=36. " 8 DE C 


.. EF=6. 
7.2 PP 是 直角 三 角形 ABC 内 一 点 ,B= 90', PA = 10,PB=6, 

APB= /BPC= /CPA. 求 :PC. 

(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
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[ 解 】 由 已 知 可 得 


LAPB= /ABPC= /CPA= 120". 
由 余弦 定理 
C AB* = PA? + PB? ~ 2PA * PBeos 


一 APB 

= PA“<+ PB’*+ PA:PB 

=10*+6*+10x6= 196. 
同 理 BC = PB?*+ PC + PB.PC=36+ PC2+6PC. 
CA*= PC2+ PA*+ PC: PA= PC2+100+ 10PC. 
又 由 勾 股 定理 CA? = AB? + BC?， 
有 PC?+100+10PC= 196+36+ PC2+6PC， 

PC = 33. 
7*3 人 ABC 的 三 个 角 成 等 差 数 列 ,面积 为 10Y3cm, 周 长 为 
20cm, 求 :该 三 角形 三 边 长 . 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 


[证 ] 不 妨 设 A、B.C 成 等 差 数 列 , 则 B= 


绊 言 己 





而 ,A-083_ 
$ 10 
B r , 
由 tg 了 = 一 yj， 求 得 64=7， 
at+c=2s—b=13. 0 


义 '. A= 5 acsinB, 


LA _ 
和 sinB 
, a=5 a 一 8 
根据 0D,@ 解 得 1 或 | 一， 








这 三 角形 三 边 的 长 分 别 是 Secm .7cm .8cm. . 
“7*4 三 角形 三 边 的 长 是 相继 整数 ,最 大 角 是 最 小 角 的 2 倍 . 求 :三 
边 的 长 . 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[ 解 1] 设 A 为 最 小 角 ,C 为 最 大 角 . 则 C=2A. 
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又 设 AC= 工 ， C 
则 4AB=r+1，BC= 工 一 上 

作 一 ACB 的 平分 线 AD, 则 

/ACDB=2/A=LC. 





于 是 人 BCDc2 和 BAC ， 用 B 
_BC’ (zr-1) 
BD= = 
i AD_AC . AB_AC+BC 
DB BC” DB BC >” 
+1 2x-1 
即 “ 一 一 一 = 
(xr—-1) xz-1! 
T+1 
化 简 得 xz-5r=0,， 有 xi=5，x2 二 0( 舍 去 ). 
故 ”三 边 长 为 4、5 .6. 


[ 解 2] 设 三 边 长 分 别 为 x .x ++1、x+2, 三 个 角 为 a、180" 一 3a、 
2a , 则 由 正弦 定理 得 











x zx+l1 _ z+2 

sina sin(180" -3a) sin2a 

工 --ZY< ? 得 cosa 二 人 二 2， 

sina 2sinacosa 27 
27+1 x+2 得 2x+1 

2sin2acosa sin2a 全 cos 一 2(x+2) 


2r+1 x+2 
2(z+2) 2xr 7” 
化 简 得 x*-3x 一 4=0， 
， xz1=4，x2= 一 1( 侍 去 ). 
故 ”三 边 长 为 4.5.6. 
[ 解 3] 如 解 2 设 ,由 正弦 定理 得 








工 _Z+T2 . 并 +< 
sina sin2a” | oe 27 
由 余弦 定理 得 


十 
z= (rt) trt2) -2 (+l) (r+2)S 

区 
化 简 得 7 —3r-4=0. 
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以 下 同 解 2. 

7.5 三 角形 的 最 长 边 与 次 长 边 之 和 是 12 ,而 面积 的 数值 是 这 两 
1 

人 。 边 来 角 正弦 值 的 17 到 倍 ,一 个 内 角 是 120", 求 :这 三 角形 的 三 边 的 长 ， 
老 (中 国 四 川 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

: [ 解 ] 设 最 长 边 . 次 长 边 . 短 边 分 别 为 +、y、z, 长 边 与 次 长 边 夹 角 
为 9, 则 有 : 


r+y=12, 


1 、 o_o 1. 
7 xysin0 = 17 7 sin0， 


四 所 日 


= y +z ~2yzcosl20°. 
由 @@,@ 解 得 x=7，y=5. 
把 x=7,y=5 代 人 名 ,得 7 -2XSzxcos120"， 
即 x+Sz 一 24=0. 
解 得 ==3，z= -8( 侈 去 ). 
故 最 长 边 为 7, 次 长 边 为 5, 短 边 为 3. 
7:6 如 图 ,AB= CD=1, ABC=90"， 了 CBD=30', 求 :AC. 
(第 18 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 1] 设 AC=x,BD=y, 由 勾 股 定 


A 
NN ， 理 可 得 BC= wx 一 1 
人、 V 六 一 1 


又 ”cos 人 ACB = 了 

在 全 4BD 中 ,由 余弦 定理 可 得 
(1+x)*=1+y -2xX1xX ycosl20°=1+ y+y. 

即 x +27r= y+y. QO 
在 全 CBD 中 ,由 余弦 定理 可 得 


=1+(Vx -1) -2x1x VRH ~ Xo-! el 


2 
= x? 让 ~. 
十 了 人) 
由 中、 名 可 得 


四 338 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





2 ， 
y +=yty, .. y 
本 


代 人 外 得 x*+2x= + 


即 x4+2x5 2 
或 x (x+2)=2(x +2). 
rx>0，.'， x 二 2 并 0， 于 是 AC= z=. 
[ 解 2] 作 DE/ BC 交 AB 的 延长 线 于 EE， 
设 AC=x，,，BE=y,; 由 -= 一 . 


有 工 -~ ， 或 y= 二 . 
证 


由 ppE- LCBD= 30°. 


4 





有 DE= BEctg30" =/3y= 
再 由 勾 股 定理 得 AE? + DE? = AD2 
2 2 
Ne 
机 人 
故 (z+2)(z-2)=0. 
由 xx>0,z+2>0 可 得 ”x3 一 2=0， 
AC=z= 六 . 
7'7 在 全 ABC 中 ,人 B 的 平分 线 交 边 AC 于 已 ,一 A 的 平分 线 交 


边 BC 于 Q, 如 果 过 点 P.Q.C 的 圆 也 过 全 ABC 的 内 心 R, 且 PQ= 1， 
求 : PR 和 RQ 的 长 . 


线 
段 
前 
的 
计 





(意大利 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 连结 CR ,并 延长 交 AB 于 工 , 则 
LPRQ = /1+ /2 


[By 
= 了 (LA+ZB)+CC 


P.C.Q.R 四 点 共 圆 ， 
人 PQR + C 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 339 


入 cr 各 


| 一 


(一 A+B)+2C 
(0 . 


上 


o0 


[I 


1 


ee 总 二 
(Lo 


了 LC=90 ， CC=60". 
/3= /4=30". 
P 设 圆 PQR 的 半径 为 >, 由 正弦 定理 有 
PQ =2rsin60", PR =2rsin30 = RQ. 
PQ=1, .. -= 冯 ， .. PR= RQ= 
7.8 如 图 ,和 人 ABC 是 边 长 为 1 的 正三 角 
形 , 全 BDC 是 顶 角 BDC = 120" 的 等 腰 三 角 
Ny 形 ,以 万 为 顶点 作 一 个 60" 角 , 角 的 两 边 分 别 交 
AB 于 M, 交 AC 于 NNN, 连结 MN, 形 成 一 个 
M 全 AMN, 求 :个 AMN 的 周 长 . 
B c (中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 得 人 ABD = ACD = 
Dp 90 . 
在 AC 的 延长 线 上 截取 CM; = BM , 连 
DMI , 则 有 人 BDMSE2ACDM). 
显然 ”人 MDM =120"， 
又 LANDM'=60", 
在 人 MDN 与 AMIDN 中 ,MD = MiD， 
LMDN = /NDPM' =60°, DN= DN. 
人 MDNSQA MIDN, 
故 MN= MIN. 
记 全 AMN 周 长 为 1, 则 
{=AM+MN+AN 
=AM+ AN+ NMI 
=AM+ AM'=(AB- BM)+(AC+ 
CM ) 
= AB+ AC=2. 
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7.9 已 知 :一 个 直角 三 角形 的 边 长 都 是 整数 ,并 且 周 长 的 数值 恰 
,好 等 于 面积 的 数值 . 求 :这 个 直角 三 角形 的 三 边 长 . 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 这 直角 三 角形 的 直角 边 长 为 a、b, 斜 边 长 为 c. 则 有 








人 由 
a +6*=e 
, b ， , 
由 全 得 c= -a-b, 代入 加 得 
q+b= (各 - 6) 
2 “ ， 
, b 
化 简 得 (ab -4a-46+8)=0, 上 
眉 
0 天 ， ab-4a-46+8=0. 
, 4D 一 8 8 的 
二 一 一 一 二 4 十 ， 
解 得 a4 41p4 






a 为 整数 , 故 5 -4 必须 是 8 的 因数 ,而 8 的 因数 仅 有 +1， 
十 2, 二 4, 二 8; 

又 a 是正 数 , 故 4+ 一 一 必须 大 于 0. 

而 6 为 正 数 ，.， 5 只 能 取 5.6、8、12, 相 应 地 解 得 a 为 12.8.6、 
5,c 为 13 .10 .10 .13. 

这 个 直角 三 角形 的 三 边 长 为 5.12.13 或 6.8.10.， 

7"10 如 图 所 示 , 在 全 ABC 中 ,AB= 425, BC= 450, CA =510,P 
在 全 4BC 的 内 部 , DE 、FG 、HI 都 过 P 点 , 且 长 度 都 为 4 ,分 别 平行 于 
AB.BC、CA. 求 d. 

(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,四 边 形 BFPE ,CGPH ADPI 
都 是 平行 四 边 形 , 则 

EH = BC- (BE + HC) 

= BC- (PF+ PG) 
= BC-GF=450-4a. 

同 理 GD=510-4a. 
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昱 言 六 


APEHOAABC. : -Be 


PE 450-4 17 
了 =425 -一 d. 
有 5 0 P48 








PD=4d -PE= 3d-425 
PD DG 
“* 人 八 . ,, 一 一 一 一 一 . 
又 PPGCCD 人 和 BAC AB™ AC 
35 
—d— 425 
有 5 = 0 . 得 d= 306. 


7.11 如 图 所 示 , S, 和 S, 是 直角 三 角形 ABC 的 两 个 内 接 正方 
形 , 已 知 Si 的 面积 为 441,S, 的 面积 为 440, 求 :AC+ BC 的 值 . 


B 8 
~ 
| 
C A C A 
(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 1] 首先 计算 任意 三 角形 内 接 正 方 
形 的 边 长 . 
设 正方 形 MNPQ 内 接 于 和 人 ABC,M 、N 
在 AB 上 ,P 在 BC 上 ,Q 在 AC 上 . 
又 设 4B = c,AB 上 的 高 CD = hh, CD 


8B 交 PQ 于 五 ,正方 形 的 边 长 为 二 
由 全 CPQOA 人 CBA 可 得 





CE _ PQ 即 h rT_x 

CD AB' h ce 
oh 

解 得 TT 


在 本 题 中 , 设 AC=6b5,AB=a, 则 
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2 
91 三 441 = (全 | ， 


CQ 十 如 
b 
且 AB= Vaz+ 下 ，AB 上 的 高 h= 一 上 一 
a “+b 
0 2 
/Fb 
又 6440-| Vet+e 
> 一 一 
ab 
/02+ 8 二 一 一 一 一 
/a + b* 
设 ab=m, atb=n, 
于 是 a?+6*=n -2m. 
旭 Q@D 式 化 为 ”==21n. 
2 
@@ 式 化 为 -一 -一 一 一 一 一 = 440， 
Vi 一 211 + 一 一 
V7 —2m 
“(722 一 277) 
即 一 一 一 < =440. 
| n4—2mn’+m? 
2 2 
将 @ 式 代入 @ 式 44 人 一 42 二 440， 


114 一 42722 十 4417 


则 441n?2—441 X42n=440n?- 440X42n +440xX441. 


解 得 ”n=462，nn = 一 420( 爹 去 ). 
所 以 n=a+b= AC+ BC=462. 
[ 解 21 如 图 , 设 a= BC, 5=AC. 


又 设 Ti T .NI1、N,、N; 表示 图 中 各 三 角形 的 面积 . 
由 相似 三 角形 面积 比 等 于 相似 比 的 平方 可 推出 
40 


T: T, 441’ 
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沪 半 从 深 水 深 渤 








SA ABc = Ni 十 N; 十 IN3 十 SS» 
440 


几 = aa Tt 了 >) 十 441) Ni 
何 440 
者 3441 人 ABC tN 

1 


又 由 Ni 所 对 应 的 三 角形 的 斜 边 = VS; = v440， 
(A) - AN3 1 


AD SA ABC 44D 
故 4 即 AB=21 v440. OD 
Bs 4 


则 





又 h=hit v44 ri V440. 


则 = VI 2 
由 和 名 得 Saar = 7 ABh= 7 "2X2= 廊 ab 
即 ab =21’ X22. 3) 


由 AB*=a*+6b*=2]1*xX440=(a+6)* -2ab 
把 @ 代 入 得 212x440=(a+p)2-2X212X22， 
a+65=21xX22= 462, 

故 AC+ BC= 462. 

7.12 在 全 ABC 中 , AB = 33 厘米 ,AC=21 厘米 ,BC = m 厘米， 
m 为 整数 ,又 在 AB 上 可 找到 DD, 在 AC 上 可 找到 EE, 使 AD= DE = EC 
= 厘米,n 为 整数 , 问 mx 可 取 哪 些 值 ? 

(瑞士 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 在 和 ABC 中 ,由 余弦 定理 
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AB’* + AC* — BC* 
24B,AC 
332 十 21 一 7 
2x33x21 
1530—m? 
2x7x3x11 
在 全 ADE 中 ,由 余弦 定理 
AD’ + AE’ -~ DFE” 


cosA = 








2AD': AE 
+(21—-n) -nn 
2n(21—n) 
_2l—n 
2 和 
从 而 在 1530-m? 21 一 < 





2x7x32xll 2n 
即 (2223- mm )=3 XT XIl. 
由 于 mn 是 正 整 数 , 所 以 nn 是 3 了 XT7X11 的 约 数 . 
EC< AC, AD+ DE>AE, 
7<n<21. 这 时 n 只 能 取 9 或 11. 
当 n=9 时 ,m1 =2223-3x7*Xx11=606. 
由 于 606 不 是 完全 平方 数 ,所 以 此 时 无 解 . 
当 ””=11 时 ， 罗 =2223-33x72=900,， 得 m=30. 
所 以 ,和 7 人 30. 
7.13 一 个 三 角形 的 三 条 边 长 及 一 条 高 是 4 个 相继 整数 , 并 且 这 
条 高 将 原 三 朋 形 分 成 的 两 个 直角 二 角形 的 边 长 均 为 整数 . 求 这 个 三 角 
形 ,并 证 明 这 样 的 三 角形 是 惟一 的 . 
(第 25 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 设 此 三 角形 为 入 ABC ,高 为 AD. 四 个 相继 整数 为 n 、n +1、 
1 十 了、 二 3. 
不 妨 设 AC<AB, 则 AD< AC< AB. 
AD=n 或 n+1. 
帮 AD=n+1. 这 时 AC=n+2, AB=n+3, BC=n. 
由 勾 股 定理 ,有 
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让 
i 





4 BD= V (n+3)i- (n+1)’:=2 Vn+2, 
/Tr Vn. 
由 题 意 ,2 Vn+2, V2n + 3 是 整数 ， 
且 由 BC=BD+CD 得 
n=2 Vn+2+ v2n+3 
2 一 4<22 =(2 .21 V2n+3) 
<(2 Vnt+2+ V2n+4)’ 
=(2+Y2)*(n +2) 
<12(n+2) 


dr 言 忆 


n—2<12, n< 14. 
由 Vn+2 是 整数 得 n=2 或 7. 这 时 V2n+3=V7 或 V17, 不 是 整 
数 ,因而 不 合 题 意 . 
若 AD=7, 这 时 
BD VvV(n+3) -n= V6n+9, 
CDSE Vn+2) -n=2 Vatl. 
“. n+1l&BCSE V6n+9+2 Vnt+1<5 Vnt+l, 
则 <24. | 
(1) 若 BC=n+1， 则 AC=n+2，AB=n+3， 这 时 
= V6n+9, CD=2 Vn+l. 
然而 ,小 于 24 且 使 得 V6n +9 和 Vn+1 均 为 整数 的 n 不 存在 . 
i 则 AB= n+3， 这 时 
= V6n+9, CD= V2n+1. 
小 于 24 本 Pi V2n +1 均 为 整数 的 x 只 有 一 个 , 即 ? 
三 12, 从 而 AC=13, BC=14,AB=15. 
(3) 帮 BC=n+3， A 48=72+2， 这 时 
BD=2 va+i，CD= vv27z+1. 
然而 ,小 于 24 且 使 得 2 A V2n 1 均 为 整数 的 不 存在 . 
所 以 ,满足 题 意 的 三 角形 只 有 一 个 ,三 边 边 长 为 13、14、15. 
7'14 如 图 ,全 ABC 的 面积 是 其 内 接 和 矩形 PQRS 面积 的 3 倍 ,并 
且 边 BC 和 高 AD 的 值 是 有 理 数 , 问 矩形 PQRS 的 周 长 的 值 ,在 什么 情 
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况 下 是 有 理 数 ? 在 什么 情况 下 是 无 理 数 ? 
(中 国 广 州 .武汉 .福州 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 设 BC=a,AD=h,PQ=zr,PS=y, 





h-y 六 
| 一 一 = 一 4 
多 大 a 
从 而 hr+ay= ah. (人 
XX. zy= 广 X 闻 th= 地 ， 
heeay= tah (2 9 R 
解 由 由 .组 成 的 方程 组 ,得 
- Bp D 0( 
_V3+1 有， 
一 一 一 让 
2 V3 和 
1 有 这 
2J3 
矩形 PQRS 的 周 长 为 算 
3+1 v3+1 a 一 内 
2(Xx+y)=———a+ Oh=a+ht——. 
V3 v3 V3 


当 a = 有 时 ,矩形 PQRS 的 周 长 的 值 为 有 理 数 ; 
当 a 关 有 时 ,和 矩形 PQRS 的 周 长 的 值 为 无 理 数 . 
7*15 有 一 直立 标杆 , 它 的 上 部 被 风 吹 折 , 杆 顶 着 地 , 离 杆 脚 20 分 
米 , 修 好 后 又 被 风 歇 断 , 因 新 断 处 比 前 低 5 分 米 , 故 杆 项 着 地 处 比 前 次 
远 10 分 米 , 求 :标杆 的 高 . 
(中 国 浙 江 省 宁波 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 标杆 的 高 h= AD+ DE= AB+ BC. 
BD=5S( 分 米 )，AC=20( 分 米 )，CE= 10 
(分 米 ). 
由 勾 股 定理 有 
AD’* + AE*= DE’*, AB’+AC’= BC?. 
又. DE=5$+ BC, 
| 
(AD+5) +20= BC?. 
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解 得 4D+BC=45. 

因而 六 =4$+S= $0( 分 米 ). 

7.16 长 为 1 的 梯子 靠 在 竖 直 的 墙 上 ,梯子 上 有 一 档 , 距 水 平地 面 
及 墙 的 距离 均 为 4 . 求 梯子 靠 墙 点 距 地 面 的 高 h .答案 用 1 和 4 的 显 式 
表示 . 


3k 总 己 


(英国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 梯子 为 AB , 靠 墙 点 为 A, 靠 地 点 为 
B,AC 为 墙 高 . 
设 BC=6b, 又 AB=[1, AC=h, DE= DF 


A 


b*+h*=12. OD 
连 CD, 则 SAspc = Sasa + Sapgcp， 
Ey bh=ad(b+h). 吕 





由 由 人 加 +h* =(b+h) -26 
=(b+h) -2ad(6+h) 
= 77. 
即 (b+h) -2d(b+h)- 1=0, 
则 56+h=d+ Vi+d, 
又 bh=d(b+h)=di+d Vii+td:i. 
所 以 5 和 是 关于 1/ 的 方程 
2-(d+V td )+(d+d V+di)=0 
的 两 个 根 , 解 得 


_dt+ a EV 2d*—24d VOTE 


7.17 两 个 滑冰 者 李 力 和 白 苦 位 于 平面 水 面 上 的 人 B 两 点 , A 
与 B 相距 100 米 , 如 果 李 力 从 A 出 发 以 8 米 / 秘 的 速度 沿 着 一 条 与 AB 
成 60° 角 的 直线 滑行 ,同时 白 娜 以 7 米 / 秒 的 速度 从 B 出 发 沿 着 与 李 力 
相遇 的 最 短路 线 滑 行 ,那么 在 相遇 时 , 李 力 滑行 了 多 远 ? 

(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 4 

[ 解 ] 设 t 秒 后 两 人 在 C 点 相遇 , 则 全 ABC 的 三 边 为 

AB=100, AC=8:1, BC=71. 
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由 余弦 定理 得 c 
(71)*= 1002+ (87)*—2x 100x 8r Xx cos60", 
即 322-160:+2000=0. 


得 tj 二 20, p=. 
因为 相遇 时 间 尽 可 能 短 ,所 以 1 = 20， 因 此 
AC= 8+= 160. 4 巡 B 


李 力 滑行 了 160 米 . 

7.18 过 RtAABC 的 直角 顶点 C, 作 直线 CD 交 AB 于 DD, 使 
人 ABC 被 分 成 的 两 个 三 角形 有 相等 的 内 切 圆 , 设 AC = 5, BC=a, 试 
求 CD 的 长 . 

(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 】 如 图 , 设 AO| 交 BO, 于 0O, 过 O 作 OG| BC 于 G. 

令 CD=7x, AD=y, AB= Le, 
BD=c-y. 
入 A 
闪 - 息 GD 

加 人 DO 
AE= > (b+y- x), EGDF 
BF=(a+c—-y—x), 





AB= 方 (b+c- a), BG=(a+t+c~6b). 

得 (b-a)rt+cy= 6 OD 
Saapc _ AC+CD+AD_AD : 

Seppe BC+CD+DB BD 

y b+rty yy 

和 atctx—-y cc 一 yy 人 


由 加,@ 消 去 y, 得 z= 和 / 方 a6， 
BE CD=A 6. 


7.19 设 公 ABC 中 两 中 线 BD、CE 的 中 点 分 别 是 M.N, 求 : MN 
与 BC 两 线段 的 长 度 之 比 . 
(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
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[ 解 ] 设 BD .CE 相交 于 G , 则 


A BG =2GD, CG =2GE. 
几 P 但 ” M.N 分 别 是 BD、CE 的 中 点 ， 
1 ~ GM_GN_1 
BG CG 4 
B C 又 AGMNODAGBC, 
MN GM 1 
让 po BG 4 


7.20 在 全 ABC 中 ,AB=12,AC= 16,/M 为 边 BC 的 中 点 ,点 五 、 
F 分 别 在 边 AC 与 AB 上 ,直线 EF 与 AM 相交 于 G. 若 AE =2AF, 求 : 


(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,过 C 作 CQ/ EF, 交 AM 
于 DD, 交 AB 于 尸 , 交 过 召 点 平行 于 AM 的 直 


线 于 QQ. 
AF _ AP_1 Ec _CD 
于 大 AE AC 2’ GF DP 
由 AC=16 得 AP=8&， 
从 而 BP=4. 
又 由 个 BQPWAS ADP 可 得 
PQ_BP 4_1 
PD AD 8 2 
又 由 M 是 CB 的 中 点 可 得 
CD= DQ=3PD. 


EG_CD_ 3 

GF PD 2 
7.21 已 知 : 在 全 ABC 中 ,ABC 分 别 在 BC、AC 和 AB 上 ， 
， ， ， AO BO CO AO 
AA'、 “相交 于 一 点 〇 ， 一 一 十 一 二 十 一 = 二 92. 试 求 :二 一: 
BB 和 CC 相交 于 一 点 0, 并 且 上 +DB + DC ”92: 试 求 :下 





(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
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[ 解 1] 因为 入 4OB 和 公 A'OB 等 高 ， 
入 AOC 和 个 A OC 等 高 , 则 其 面积 之 比 等 于 
底 的 比 , 即 

AO _ SaaoB _ SACOA 


OA SAAOB 


_ SaA0B + Sacoa 


SACOA 


SAA0B + SAaCOA 
_ SAA08 + Sacoa 


SABOC 
y+ 


一 


x 
其 中 T= SABOC, y= SacoA, z= SAAOB- 
类 似 地 有 

BO x+z CO 
OB” vy "OC > 

AO.BO.CV 

OA”’ OB’ OC 
(x+y)(y+2z)(z+Zz) 
XY 











Tyz 


=92+2=94. 


[ 解 2] OA _ SAOBC OB _ OAoca 
AA” SAaac BB 
O4 ,0B ， OC 
AA’” BB’ CC 
AO BO CO 
92 = 一 一 十 -一 :十 -一 
OA - DB OC 
AA’ -OA 上 BB -~ OB- 上 CC — OC 
OA- OB- OC 











=1. 
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六 站 全 于 小 次 小 


Oc’ _ Saow 
SA ARC ”CC 





5 
SA ABC 


351 





设 





44 BB CC _- 
OO4” OB OC 
AA - 2 = y， 5 入 = =, 于 是 和 @ 式 化 为 


93 . 





0A” ”0OB 
工 + 工 + 工 -1 
XT yy 2z 
r+t+yt+z=095. 


由 有 xy = yz+ zrt+ ry. 
由 信和 得 到 


40 .BO ,Co 


OA’ OB OC 
=(x-1)(y-1)(z—1) 
=rxy—- Xxy— yrt+rtyt+z~-l1 
=7r++y+z2z-1=95— 1=94. 
7'22 令 PP 是 人 ABC 的 一 个 内 点 ,延长 AP、BP、CP 与 对 边 相 
交 , 图 中 a .cd 为 各 段 线 段 之 长 .已 知 :ae+b+c=43,d=3, 求 :apc 
等 于 多 少 ? 


(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 


OO 


[ 解 ] 由 于 全 PBC 和 全 ABC 的 底 BC 相 


同 ,所 以 有 
APBC _ d 3 
SA aABc at+d QT 二 3 





/7 袖 必 、 DAPAC _ d _ 3 
1 B. Saapc b+d b+t3 


SAPAB _ da _ 3 
Saapc c+d c+3 





三 式 相 加 并 注意 到 ， 


即 


SaApBC + Sapac + SApAB = SAABC, 
3 3 上 3 


at3 b+3 ct3 
3[(6+3)(c+3)+(a+3)(c+3)+(a+3)(O+3)] 








=(a+3)(b+3)(c+3). 


展开 并 整理 得 
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apc=S$4+9(a+p+c)=S$4+9X43= 441. 
[ 解 2] 记 -AP、BP、CP 分 别 交 对 边 的 
交点 为 DE、F. 直 线 BDC 与 人 4AFP 的 三 边 
延长 线 都 相交 ,直线 AEC 与 人 BPF 的 三 边 A 


延长 线 都 相交 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 ” 
AB FC PD /RA 
BF GP IAA [TSN 
D 


























BA.FC.PE_) 8 " 

AF CP FB 

FB_etd.d AF_ctd d_ 

AB rc atd’ AB rc ptad 

eal d 一 ) = + 人 1 

c \atd btd/ AB AB 线 
d ud _e | 
atd b+d c+d 角 
d=3 站 
3(2+3)(c+3)+3(a+3)(c+3)=c(ae+3)(0+3) 得 






两 边 展开 并 整理 ， 得 到 
apc=9(a+p+c)+S4=441. 
7"23 已 知 :全 ABC 为 等 腰 三 角形 ,RR 是 它 的 外 接 圆 半径,yr 是 它 
的 内 切 圆 半径 ,证 明 :这 两 图 的 圆心 间 的 距离 为 d= VRCR-27). 
(第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 1] 本题 的 结论 对 任意 的 三 角形 (不 
一 定 是 等 腰 三 角形 ) 都 成 立 ,这 个 结论 被 称 为 欧 
拉 公 式 .我 们 对 一 般 情况 给 予 证 明 . 
设 外 心 为 口 , 内 心 为 了 BC 的 中 点 为 AM, 外 
接 圆 O 的 直径 MN 交 BC 于 DD. 
过 内 心 1 作 IEL BC 于 E,IK I MN 于 K. 8B 
LMIB = /MAB+ /LABI 
= LMAC+ /IBE M 
= AMBC+ /IBE= /MBI. 
于 是 MB=MI. 
又 由 于 入 MBN 为 直角 三 角形 ,所 以 由 射影 定理 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 353 








MB’* = MD': MN. 
又 MK = MI:cos/ IMD. 
下 面 用 余弦 定理 计算 IO=4a. 
d? =MI2+ MO?* ~2MI: MO':cos/ IMD 
= MI+ R*-2MK:R= MB?+ R:-2MK:R 
= MD: MN + R’*~2MK:R= MD':2R+ R’:-2MK:R 
= R*—2R(MK - MD)= R?: -2R.:DK 


和 高 记 


= R* ~2Ry. 
到 d= Vv R*: -2Rr. 


[证 2] 连 直 线 Of 交 圆 O 于 KL 两 点 . 
连 CI, 延 长 CI 交 圆 O 于 MM, 连 BI ,延长 





BI 交 圆 O 于 N. 
则 由 相交 弦 定 理 : 
KI* IL= CI*IM. (D 
又 KI:1 =(KO+ OI(OL- OI) 
=(R+d)(R-d) 
= R*—d’. © 


r 





过 IT 作 JD]BC 于 D, 则 DD=y., 0I= 
sin 广 
连 BM ,由 证 1 可 得 ”IM = BM . 


IM = BM = 2Rsin” BCM = 2R sin 可 


于 是 CI"IM=—— "2Rsin 7 =2Rr. 四 
sin 

由 中,@@ ,图 可 得 ”R’* -d=2Rr. 

即 d= VR(R-—2r). 

7.24 求 满足 下 列 条 件 的 三 角形 三 条 边 长 之 比 : 


acosa + beosB+ ccosy 


P Yh 
asinB + bsiny + csina = DR 其 中 a\b\c 是 边 长 ,a、p、 7Y 依次 是 边 a、 


bc 的 对 角 ,P 是 三 角形 的 周 长 ,R 是 三 角形 外 接 圆 的 半径 ， 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
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[ 解 ] 设 h,、hs、h。 是 满足 题 中 条 件 的 三 . 
角形 三 边 上 的 高 ,S 是 它 的 面积 , 则 
asinB=h., bsiny= h,, | 





csina = hy. 
于 是 题 中 等 式 化 为 
acosag + bcosB+ coosy _ PP 
hh 十 放 十 态 _9R 


即 P(hs+h,+h,) 
=9R(acosa + beosB + ccosy). 
另 一 方面 ,由 正弦 定理 及 
= 7 R?(sin2a + sin2p + sin2 7) 
可 得 


禅 所 浴 


9R(acosa + beosB + ccosy) 
=90R(2Rsinacosa + 2RsinBecosP + 2Rsinycosy) 
=9R*(sin2a + sin28 + sin27)=18S.. 
而 Plhsthst+h)=(atb+c) (ht+h,+h,) 
>9 Vabchahoh. =9 Waka" bho che 
=9 V(2S)3=18S. 
X18S=9R(acosa + bcosB + ccosy). 
于 是 题 设 中 的 条 件 相 当 于 上 面 不 等 式 中 等 号 成 立 的 情形 . 又 当 且 
仅 当 ea=25=c; 六 = 及 = 六 , 即 三 角形 是 等 边 三 第 形 时 管 式 成 立 ， 
因此 ,所 求 三 边 之 比 为 ”1:1:1. 
7'25 设 CH 是 入 ABC 的 高 ,全 ACH 和 公 BCH 的 内 切 圆 分 别 与 
CH 相 切 于 点 R 和 S ,如果 A4AB = 1995$,AC= 1994, BC= 1993 .那么 ,RS 


可 表示 为 一 ,其 中 m 和 x 是 互 素 的 正 整数 . 求 +n. 


(第 11 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 内 切 贺 性 质 得 
AH+ CH- AC 
2 外 
BH+ CH- BC 
2 . . 


入 半 人 渤 这 这 


HR = 


HS = 
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内 言 沁 





RS = HR- HS 
_ (AH- BH)+ (BC ~ AC) 


2 
由 勾 股 定理 有 
AC— AH*= BC - BH’, 
则 AH?2- BH = AC?- BC2， 
即 (AH- BH)(AH+ BH) 
=AC - BC’, 
AC’ - BC* 1994+ 1993 
A BiH 1995 
1994+1993 ，(_]) 
RS 1995 _ 1994+1993-1995 _ 332 
2 2 x 1995 665 
于 是 m=332，n = 665， 
则 m+ n=997. 
2. 和 多边形 与 圆 中 的 线段 计算 
7.26 已 知 :平行 四 边 形 ABCD 的 边 长 都 为 5cm, 又 它 的 一 个 内 角 
了 BAD 为 直角 , PQ 分别 在 BC、CD 上 , 且 全 APQ 是 正三 角形 , 求 这 
个 正三 角形 的 边 长 . : 
《中国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 一 B4D = 90" 知 
LD=180°- LBAD=90°. 
同 理 ”人 B=90". 
在 Rt 全 ADQ 与 Rt 全 ABP 中 ， 
4 2 AD= AB= 5cem, AP= AQ. 
-| 人 ADQLAABP. .. BP= DQ. 
设 AQ = zcm， DQ = ycm， 
则 由 勾 股 定理 得 
$+ y= 2, 
bp C (5—y) +(5— y) = wx?. 
消去 xz, 得 y* -20y+25=0. 
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上 y=10-5Vv3. 


人 = VS$+(10-$)2 =5(V6-)(cm). 
7-27 已 知 :一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 在 一 个 正方 形 的 边 上 移动 . 
如 果 这 个 内 接 正三 角形 的 最 大 面积 是 3, 求 :正方 形 的 边 长 . 
(中 国 黑 龙 江 省 哈尔滨 市 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 】 设 正 方形 ABCD 的 边 长 为 a, 因 为 
正三 角形 的 三 个 顶点 只 能 在 正方 形 的 三 条 边 4 
上 ,不 失 一 般 性 ,不 妨 设 内 接 正三 角形 的 三 个 项 
点 玉 .F、G 分 别 在 AD、AB、CD 上 . 
取 FG 的 中 点 K, 连 EK,; 则 EK J」FG, 再 
连 DK AK. F 
A .FKLE 四 点 共 圆 ， B 
LEAK = /EFK = 60°. 
又 .GK.E 四 点 共 圆 ， 
LEDK= /EGK =60°. 
故 全 ADK 是 以 AD 为 边 的 正三 角形 ,区 为 一 个 定点 (K 在 BC 的 


季 直 平分 线 上 , 且 与 BC 的 距离 为 KM ~ (1 总 a. 这 说 明正 EFG 
的 一 边 FG 必 过 定点 K. 

全 EFG 的 面积 S 的 大 小 由 边 长 GF 确定 , 当 G 移动 至 与 C 重合 
时 ,延长 CK 交 AB 于 五 ,这 时 边 长 GF 取得 最 大 值 . 


cH = VB BP- a+ [2(1- 3)a] 


= (Y6 — v2)a. 
由 S _3 V6 2 2-- > 
最 (V6 -V2)?a ?= (2Y3-3)a =3 


= V2Yy3+3. 
7.28 如 图 ,已 知 :点 MN 分 别 在 正方 形 ABCD 的 边 BC .CD 上 ， 
个 MCN 的 周 长 等 于 正方 形 ABCD 周 长 的 一 半 , 求 :人 MAN . 
(祖冲之 杯 初 中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 


E D 







和 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 357 





， Ny . [ 解 ] 将 全 ABM 绕 A 点 逆 时 针 方 向 
We- C 旋转 90", 边 AB 落 在 AD 上 , M 点 到 M 
和 
\ 点 ， 


和 因为 ADM = 一 ABM=90 ， 


M 则 用 NDM'’= 人 NDA + 人 ADM 
. /一 一 =180 ， 
4 


即 N.D.M 在 一 条 直线 上 . 


和 


在 全 ANM 与 人 ANM 中 ， 
AM = AM, AN= AN， z 
入 NMC 周 长 = 正 方形 ABCD 周 长 的 一 半 = BC + CD， 
及 MN=BM+ND=MN, 
人 人 ANM A ANM. 


故 MAN= 人 NAM = 人 LBAD=45". 


7.29 直角 三 角形 的 直角 边 长 分 别 为 a 和 
6 ,以 斜 边 为 一 边 向 三 角形 外 作 一 正方 形 . 求 : 直角 
顶点 到 正方 形 的 中 心 的 距离 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 1] 如 图 , 设 才 CAB =a, 则 由 余弦 定理 





知 
CD? =p2+ 7 (tt6) -2 Vato eat 45’) : 
1 23,2 Tp 5 广 二 一 ] 
2* 29 Ve tb) arma) 
= tb -a) 


1] ， 1 ，， 1 > 
=—a+—b+ab=—(a+6b). 
7 732 ab 3 (a b) 


(or 


[ 解 2] … 一 ACB=90'=AOB， 
4A.O、B.C 四 点 共 圆 . 
由 托 勤 密 定 理 有 CO:AB= AC:OB+ BC.OA. 


CO= 
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A0= BO-= 交 4B， 


CO = 中 (Ac+ BC)= Cath) 


7 30 是 形 ABCD 中 ， AB=4,CB=3, 点 A = Po, Pi,*…, Piog = 
B, 把 AB 分 成 168 个 相等 的 小 段 ,点 C= Qo,Qi,…,Qi68 = 二 B, 把 CB 
分 成 168 个 相等 的 小 段 , 作 线段 RiQ,,1 委 上 委 167, 在 AD .CD 上 同样 
重复 上 述 过程 , 再 引 对 角 线 AC , 求 :这 335 条 线段 长 度 之 和 . 

(第 9 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 】 由 题 设 可 知 PQ /AC， 

信 BP.Q:ODe 人 BAC， 则 

PQ: 168— 


- k Qk 
AC 168 
又 AC= vAB:+ CB*=5， 划 1 


167 167 167 Pk B 
2 PiQ， = (168- k)= Xx5. 


C 








所 求 335 条 线段 之 和 为 


167 167 
2 PQ + AC = 本 x5x2+5= 840, 
7*31 次 形 PQRS 内 接 于 和 矩形 ABCD ,使 得 P.Q、R、S 为 4B、 


mn 


BC 、CD .DA 的 点 ,已 知 :PB = 15, BQ = 20,PR = 30,QS = 40， 记 一 -为 


和 矩形 ABCD 的 周 长 , 一 是 既 约 分 数 , 求 :m + nn. 
: (第 9 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 】 设 和 矩形 ABCD 的 边 长 AB= z,4D= y， 
由 对 称 性 ”SD= BQ=20,，RD= PB= 15. 
。 AQ=x~-20, RA=y-15. 
由 勾 股 定理 得 

= VPB + BQ’ = V15 +20:=25. 

PQ= PS= SR = RQ=25 
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再 由 PR=30，QS=40 得 


R 
D sa PO=15, OQ=20. 
几 /os 由 面积 公式 可 得 
和 8 WA S 四 边 形 4BCD = Ty 
| B -6x 寺 xl15x20+2 
2 


x (y-15)(z-20). 


即 zxy=900+ xzxy— 15x—20y+300, 
或 3z+4y=240. Q) 
又 由 色 股 定理 得 ”PS?= CP? + CS?， 
即 (y—-15)*+ (x -20)*=252, 
或 zx?+y-40x-30y=0. © 
作 ST1BC 于 T, 则 ST?= SQ QT， 

y=1600- (40~ zx)*. 
有 x+ y=80z7. (3) 
由 信 .@ 得 3y=4z， 代 人 四 得 


从 而 矩形 ABCD 的 周 长 为 2(z+y)=2( 人 + = 


5 5 
于 是 m=672, n=5, m+n=677. 
7:32 如 图 所 示 , 矩形 


D WW Z C 
~ 7 4BCD 被 5 条 线段 分 成 4 个 等 积 
DQ 的 部 分 , 且 XY= YB+ BC+ CZ 
4 闷 Y B =ZW= WD+ DA+ AX,PQ/ 


4. 右 BC = 19cm, PQ = 87cm， 
求 :AB 的 长 度 ( 用 cm 表示). 
(第 $ 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 因为 梯形 XYQP 和 梯形 ZWPQ 等 积 ， 
又 因为 XY= WZ，PQ = PQ,， 
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所 以 这 两 个 梯形 的 高 相等 ,是 都 等 于 
由 已 知 XY=YB+BC+CZ=2ZWV=WD+D4+AX， 
则 ”XY 为 矩形 ABCD 的 周 长 的 二 , 即 





1 
xY= 人 3， 
PQ+XY.BC_ 1 ,,. 
又 由 7 7 4AB' BC 
可 得 PQ+XY= AB. 


即 PQ+ OE = AB, 


从 而 AB=2PQ+ BC=2x87+19= 193(em). 
7'33 在 一 个 面积 为 32cm 的 平面 凸 四 边 形 中 ,两 条 对 边 和 一 条 
对 角 线 的 长 度 之 和 为 16cm, 试 确定 另 一 条 对 角 线 的 所 有 可 能 长 度 . 
(第 18 届 国际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 设 凸 四 边 形 的 面积 为 S, 则 
S= 32cm?. 
并 且 ,不 失 一 般 性 , 设 
AC+ AB+ CD= 16cm. 
则 2S = AB: AC sin CAB + CD. AC- 









入 半 半 和 了 这 





sin/ ACD 
AB.: AC+ CD:AC 
= AC(AB+ CD). QD 
当日 仅 当 CAB= 了 ACD = 90" 时 , 取 等 号 . 
2 
义 AC(AB+ OD)< (ED ) = 64. OO) 


当 生 仅 当 AC = AB + CD = 8cm 时 取 等 号 . 

由 中 、 四 可 得 2S 委 64 .. S32. 

男 一 方面 ,由 已 知 S=32. 

因此 该 四 边 形 仅 当 一 C4B = 人 ACD =90' 及 AC=8cm 时 , 即 上 述 
不 等 式 取 等 号 时 才能 满足 条 件 ， 

由 此 可 得 AB// CD ,进一步 由 色 股 定理 可 得 
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BD:= (AB+ CD)2+AC2=64+64= 128. 
BD = 8 2(cm). 
这 就 是 另 一 条 对 角 线 惟一 可 能 的 长 度 . | 
7.34 梯形 的 两 底 分 别 为 a 和 65, 求 连接 梯形 两 对 角 线 的 中 点 所 
得 的 线段 的 长 ， 和 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 在 梯形 ABCD 中 ,AD/ BC ,AD 


7 =a,BC=6. 
人 人、 设 P.Q 分别 是 BD、AC 的 中 点 , 连 
| NN PQ. 在 CB 上 截取 EC = AD, 连 AE .DE. 如 


2 ED C 图 . 
AD Z PC， 


ADCE 是 平行 四 边 形 ,AC DE 互相 平分 于 Q 点 . 
在 人 BDE 中 ， PQ- 广 BE=(BC- EC)=2(6-a). 
7'35 有 24 个 面积 为 S 的 全 等 小 矩形 ,车 将 它们 拼 成 一 个 与 小 
矩形 相似 的 大 和 托 形 , 则 小 矩形 边 长 各 是 多 少 ? 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 小 矩形 边 长 分 别 为 a、6(a>65), 则 
大 和 矩形 边 长 分 别 为 V24a 和 V246. 
得 设 大 矩形 长 边 包 含 小 矩形 长 . 短 边 分 别 有 
XI、X2 个 ;大 和 矩形 短 边 包含 小 矩形 长 . 短 边 分 别 为 
y1、 个 . 依 题 意 有 
J arit br2= V24a, OD 
[ayi + by,= V246. 名 
两 方程 两 边 皆 除 以 8 ,可 解 得 
Q 之 2 V24 ~ y, 





¥ 


b V4 J1 


故 xiy2+24--x2y1= V24(x1+ y,) 3 
欧式 左边 是 整数 , 知 xi+ y=0. 
义 ly? 非 负 , 知 xz1=y=0, 代 和 信人 .OO .四 
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得 Tr2= V24 ,YI 二 V2， 则 xzyi 三 24. 

， a>b, oy, 

故 ”yi 只 能 取 1,2,3,4; 相 应 地 x 只 能 取 24,12,8,6. 
74 


又 b= 有 , 故 可 解 得 a .6 的 四 组 解 : 
1l 
4 
yl1 三 1 和 肝 ， a = V24Ys, 5= /3 
门 
y=2 时 , a =Y6Vs, b= Gs 
4 4 
.y13 二 3 时 ， a=/ 3s, b= Es; 
4 4 
yI4 = 二 4 时 ， a >, b= Ss. 


7.36 在 梯形 ABCD 中 , AB/ CD, 且 4B = 92,BC = 50,CD= 
19, AD=70, 圆 心 PP 在 AB 上 的 圆 与 BC .AD 边 都 相 切 ,如 果 AP= 站 ， 


其 中 jn 是 互 素 的 正 整 数 , 求 :mm + Nn. 
(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 过 吕 作 DE/ BC 交 AB 于 五 , 则 在 人 4DFE 中 ,由 正弦 定理 
sin4 DE BC 50 5 
sinAEP AD AD 70 7， 
sinA 5 
sinB 7 
过 PP 作 PM| AD 于 M,PN| BC 于 N. 有 
因为 加 P 与 4D、BC 相 切 , 则 PM = PN. 
由 PM= PA':sinA, PN= PB.sinB 
可 得 ”PAsinA = PBsinB. 
设 PA=x, 则 PB=92-zx， 


有 sinA _PB 9%-x 5 





汪汪 






解 得 ”x= 一. 
由 (3，161)=] 知 =161,n=3. 于 是 m+n=164. 
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7.37 ”在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,AB 关 BC, 已 知 对 角 线 长 度 之 比 
AC: BD 上 , 设 射 线 AM 和 射线 AD 关于 直线 AC 为 对 称 ,射线 BM 和 
射线 BC 关于 直线 BD 为 对 称 , M 为 射线 AM 和 BM 的 交点 . 求 :Ge ， 

(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 }] 有 AB> AD, 和 AB< AD 两 种 
C 情况 ,所 画 的 图 不 全 一 样 , 解 答 过 程 也 有 所 
”差异 ,我 们 只 就 AB> AD 的 情况 给 出 解答 . 
连结 OM， 则 一 MAO = 人 DAD， 
/< MBO= /CBO. 
设 人 DAO=a,， 人 CBO= 8， 
则 ADO=B,， AO0B=a+8. 
AMB=2x- AMAO- ALMBO~- /AOB=2x -2a—28. 

注意 到 O 到 AD 和 AM ,BC 和 BM,AD 和 BC 等 距离 表明 O 〇 到 

AM 和 BM 等 距 , 即 MO 是 AMB 的 平分 线 . 


所 以 ZAMO= 了 LAMB=#-a-B= 人 人 AOD. 


类 似 地 和 BMO= BOC. 
于 是 全 AODD 人 A 人 AOM，, 人 BOCHA BOM. 





昌 AM AO BM BO AM AO ,, 
7.38 梯形 ABCD 中 ,AD// BC, 又 22 = 了 ,点 M 在 边 AB 上 和 且 


使 -~ ,点 N 在 边 CD 上 使 线段 MN 把 梯形 分 成 面积 比 为 3:1 的 两 


CN 
部 分 . 求 :证 的 值 . 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 一 >AMaC_ 2 Saapc_ 2 


SA 5 Sg 3) 
SS 、 
emMC 4、> 工 
Sa 玉 157” 4 


故 ”SS 四边形 MBCN : S 四 边 形 AMND 三 3:1. 
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7.39 四 五 边 形 ABCDE 的 对 角 线 相交 构成 一 个 五 边 形 
41BICIDIEI ,与 一 个 五 角 星 形 . 

(1) 求 这 个 星 形 的 以 A、B、C、D.E 为 项 点 的 各 个 角 之 和 . 

(2) 当 ABCDE 为 正 五 边 形 时 , 求 五 边 形 A1B) CIDIE! 的 面积 
五 边 形 ABCDE 的 面积 之 比 . 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] (DD 五 边 形 A1B1CiDIEI 的 内 角 

和 为 






A 


二 区 带 和 交流 


(5~2) x180°=3x180°, 人 
十 边 形 4A4A, BBCCIDDIEEI 的 内 角 之 EE 区 性 本 
3x 180° + 5 x 180° =8 x 180°. 0 
由 于 对 五 边 形 A} Bj CiDIEI 的 每 个 项 
的 内 和 用 和 以 该 点 为 庆 上风 年 芝 和 
恰好 是 360" ,因此 以 4A.B.C.、D.E 为 项 点 的 五 角 星 形 的 五 个 角 之 和 为 
LAIBB1+ LBICCI+ LCIDDI+ ADIEE,+ /AEAA, 
=8x180"+3x180"-5x360"=180 
(2) 如 果 五 边 形 ABCDF 为 正 五 边 形 ,由 对 称 性 
AAi= AE|= EE;, AC/ ED. 
因此 AAIE= AIED= 人 CEA= FAA， 
即 人 和 人 AEA| 是 等 腰 三 角形 . 
记 AE=a, AIEI=x. 由 AAAEICDAAEA 


和 为 


AA! _ AIE az a 
AIE! AA! x a—zx 
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或 x*-3ar+a?’=0. 


几 由 zx<a 得 工 _3-45 

何 a 2 

# 五 边 形 Ai Bi CIDi FEi _ (三 ) -= (4) = 
今 五 边 形 ABCDE a 2 2 | 


7.40 ”在 一 个 边 长 为 1 的 正六 边 形 内 部 有 一 点 P, 已 知 P 到 某 丙 
个 顶点 的 距离 分 别 是 写 及 七 , 求 :P 到 其 余 四 个 顶点 的 距离 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 因 正 六 边 形 ABCDEF 的 边 长 是 
1, 所 以 对 角 线 长 是 V5 或 2, 它们 都 大 于 方 + 


训 ~1.5. 故 与 相距 这 和 袜 的 这 两 个 顶点 





12 
一 定 是 相 邻 的 顶点 . 设 这 两 点 为 A 、B, PA = 
13 _5 
2 12 


x (全 

.. 人 ABP=90",， 知 PP 在 对 角 线 BD 上 . 
3_5 
2 


5 
PD= BO- PB=VY3-~, 一 
BO V3 1 有 昌 PQ 1 


PE= VPD’+ DE = ~ 6 -1203 
' 12 | 

日 PC- VT 0 160-60Y3 
12 ’ 


及 PF= VFA R= 0 
7.41 如 果 边 长 顺 次 为 25 .39 .$2 与 60 的 四 边 形 内 接 于 一 圆 , 那 
么 此 圆 的 周 长 为 多 少 ? 
(中 国 初中 数学 竞赛 ,1995 年 ) 
[ 解 1] 设 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 , 且 AB = 25, BC = 39, CD = 
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52, DA =60. 由 加 内 接 四 边 形 性 质 , 人 A = 180” 


C D 
-人 LC. 
连结 BD. 由 余弦 定理 5 
BD’? = AB: + AD’* ~2AB. ADcos/ A 
=CB:+ CD*-~2CB:CDeos /CC, Dp 4 
即 25*+60* 一 2x25Xx60xcos A 
=39+52:+2x39x52xXcos/A. 


, 252+602 -392-522 625+3600- 1521-2704 
解 得 cos 人 A 2025X60f39X32) 2(25X60739X52) 
=0. 
故 ”A 一 90*，BD 为 圆 的 直径 . 
= V252+602= V4225 =65. 故 图 周 长 为 65x. 
[ 解 2] 四 边 的 长 分 解 因数 如 下 : 
BC=39=3x13, CD=52=4X13, 
AB=25=5x5, DA=60=12x5. 
由 此 看 出 全 BAD 公 BCD 均 为 直角 三 角形 (3* +4 = 35， + 122 = 13? ， 
因而 一 4 .fcC 均 为 直角 ). 此 时 
= V25*+60° =65. 
区 加 周 长 为 6 
7.42 已 知 :半径 为 R 和 vr 的 两 个 圆 彼 此 外 切 , 作 不 同 的 梯形 ,使 
得 每 个 圆 切 梯形 的 两 腰 和 一 个 底 . 求 :梯形 腰 最 小 可 能 的 长 度 . 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 Ol 和 0O, 是 圆心 , 工 是 切 
点 , KIK, 是 一 条 外 公 切 线 . KIO! = R, 
KO0;3=r. 
P 是 内 公 切 线 PT 同 外 公 切 线 的 交 
点 .有 KiIP= TP= PK,. 
A1Bl、A,B; 分 别 是 梯形 上 .下 底 . 
由 个 OIK1POAPK,O， 得 
Ki1P:PK,= Rr Q) 
由 个 AIKIOIP 人 AsK;O， 得 AI1KI:K,As= Rr， © 








世界 数学 员 林 匹克 解 题 大 辞典 367 





由 由 ”注意 到 开 ,P= PT= PK,, 可 得 KiP= PK;= VRr. 
由 加 AIK+K,A,>2 VAIK KiAs=2 VRr. 
何 如 果 使 KAs= Vv Rr 的 点 A 在 K, 和 L 之 间 , 则 梯形 的 最 短 腰 的 
考 ”长 度 等 于 
AIKi+ KiIK;+ KAs=4 VRr. 


如 果 AK, 宇 KoL, 即 Vv Rr 宇 Vv Rr *A fF 一 @， 民 之 3r， 


Rr VRr(R+r) 
2 VRr + 一 -一 一 一 -一 -一 
那么 AIA;?>2 Vv Rr+gqt g 27(R—r) 


于 是 ,如 果 3r> 尺 ,那么 腰 的 最 小 长 等 于 4 VRr. 如 果 3r 委 民 , 具 
2 
有 最 短 肛 的 梯形 不 存在 ,此 时 用 长 大 于 Rr 
7.43 ”以 一 底 角 为 67.5° 的 等 腰 梯 形 ABCD 的 一 腰 BC 为 直径 作 
圆 ,交大 底 AB 于 E, 且 恰 与 男 一 腰 AD 相 切 于 M, 求 :BE:AFE. 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[ 解 1 如 图 ABCD 为 题 设 梯形 ,以 BC 
为 直径 的 圆 O 切 DA 于 M, 且 与 AB 交 于 FE. 连 
CE, 则 一 CEB = 90”. 
连 OE .OM , 且 设 QO 半径 为 x. 
则 CO= BO= OE= OM=r, 
BE =2rcos67.5°, 
且 LOEB= /LOBE=67.5°, 
AD/ OFE. 








过 作 ENJ」AD 于 N， 
则 EN= OM=r. 
在 Rt 人 ENA 中 , AE = rcsc67.5°，, 
BE 2rcos67.5° 
AE rcsc67.5 
= 2sin67.5°cos67.5° = sinl 35° 
V2 


= sin45 = 一. 


2 
[ 解 2] 作 BH」 MO, 交 MO 的 延长 线 于 HH. 
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易 证 一 EOB=43,， 且 AM/ EO/W 
BH, 
/EOH=90°, 是 LHOB=45°. 
故 OH=08=2,. 
2 2 
BE_OH_Y3 
AE OM 2° 
7.44 ” 右 图 上 半 部 分 是 以 AB=2 为 下 、 
径 的 半圆 ,下 半 部 分 是 矩形 ABCD. 点 卫 分 4B 为 两 
部 分 比 AP:PB=1:2, 点 Q 分 线段 AB 为 两 部 分 比 
AQ:QB=1:2, 延 长 PQ 交 DC 于 E, 又 PE 分 图 形 
为 两 部 分 面积 比 是 1:2. 求 :DE 长 . | 
z (中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 O 为 半圆 圆心 , 连 OP, 则 一 AOP = 
60°. 
作 PF| AB 于 F,QG DC 于 G. 
则 全 PFQ~ 公 QGE. 


又 PF= OPsin60’ = 3 ， 


2 
FO= OPeos60"= 广 ， P 
F=— AB— 二 一 一 一 二 一 ， 
3 3 2 6 4|- 一 六 六 
1 1 1 
一 -一 天 三 一 一 一 三 一 ， 
是 QG:GE= PF: FQ= 避 :1 » oeE 
QG = 3 V3GE. 
1 2 . 1 
AQ= 一 AB= 下 ，.， 9 矩形 4QGD 三 本 局 矩形 ABCD， 
3 3 3 
1 
又 AOP=60 ，.. SS 向 形 40P 二 本 ¥O; 


1 
S 图 形 DAPE = 本 S 整 个 图 形 一 今 矩 形 4QGD 十 人 扇形 AOP ， 
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入 半 人 这 





灾 总 记 


I I 
SaaocE = Saop0， 即 7 QC GE= QPF. 


1 1 1 ， _V6 
广 xX3V3GE'GE= 了 X 本 X 方 ,得 GE=~—. 
4D=QG=3x 冯 = 交 


1 
故 DE= DG+GE=AQ+ GE = (4+Y2). 


7.45 ” 作 疼 的 外 切 五 边 形 ABCDE ， 现 知 其 边 长 皆 为 整数 上 且 AB 
= CD=1. 又 圆周 与 边 BC 相 切 于 点 K. 试 求 线段 BK 之 长 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 假若 LL 和 MM 为 AE 和 DE 与 圆周 的 切 


点 .( 如 图 ) 则 
L K EFL- BK=(AE-AL)-(AB- AL)= AE- 
E r 1 是 整数 ， 
W EM — KC= (ED- DM)- (DC — DM) 
= DE -1 也 是 整数 . 


“ 不 失 一 般 性 , 设 KC 宇 BK .将 两 式 相 减 


(EL- BK)- (EM- KC)=(AE -1)- (ED-1) 
即 ”KC 一 BK = AE- ED 也 是 整数 
BK+AL=AB=1, BK<I] 
KC+ DM= CD=1, KC<I. 
KC- BK<I. 
故 KC-BK=0， 即 BK= KC=0.5. 
7"46 一 个 六 边 形 内 接 于 一 个 圆 ,其 中 五 条 边 的 边 长 为 81, 第 六 
条 边 记 为 AB ,其 长 为 31. 求 从 A 点 出 发 的 三 条 对 角 线 的 长 的 和 . 


Es (第 9 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 记 从 A 出 发 的 三 条 对 角 线 AC = z， 
/ AD=y, AF= 2z. 
F C 则 由 等 弧 所 对 的 弦 相 等 得 
RA BD=DF=z, BE=CF=y, 
4 BF= x. 


在 四 边 形 ABDE 中 ,由 托 勒 密 (ptolemy) 定 
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理 有 
AD: BE = AB.:DE + BD'AE, 
即 y=31X81+ 2”. 
同 理 , 在 四 边 形 ABCF 中 ，x*=31y+81”， 
在 四 边 形 ACDF 中 ，y*= xz +81”， 
在 四 边 形 ADEF 中 ，z*=8ly+81”. 
G) - 引得 
y — z= x28ly. 
代入 QO 得 31 X81= zxz-8ly. 
代入 加 得 y 一 81*=81X31+8ly. 
解 得 ”yl =144， ys = 一 63( 舍 去 ). 
把 y=144 代 人 中 得 
z= y -31xX81=144~31x81= 81 x 225, 
故 z=9x15= 135. 
把 y=144 代入 加 得 
=31 X144+81*= (3x35)= 105, 
并 三 103. 
Xx+yt+z=105+144+135= 384. 
即 从 A 出 发 的 三 条 对 角 线 之 和 等 于 384. 
7.47 正 12 边 形 内 接 于 半径 为 12 的 图, 此 12 边 形 的 所 有 边 长 和 
对 角 线 长 的 和 可 以 写成 形式 ua+pv2tcv3+adv6,， 这 里 a.b.c.d 
为 正 整数 , 求 :a+8+c+d. 


©OOOO 


(第 8 届 美 国 数 学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 正 12 边 形 为 AAA ,半径 尺 =12, 如 图 . 


AiA; =2Rsinl5’ =2X12:. 一 一 一 62 -2 = bY6 V2). z 


所 以 所 有 边 长 之 和 为 72(Y6 — Pn 

下 面 求 对 角 线 的 长 . 
A;A;=2Rsin30’ = 12. 

这 样 的 对 角 线 共有 12 条 ,其 和 为 144. 
AiAs =2Rsin45’ = 12 Y2. 

这 样 的 对 角 线 共有 12 条 ,其 和 为 144 V2. 
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让 





AiAs =2Rsin60° = 12 ¥3. 
这 样 的 对 角 线 共有 12 条 , 其 和 为 
144 V3. 
4iA46=2Rsin7$"=6(V6 +V2). 
这 样 的 对 角 线 共有 12 条 ,其 和 为 72(V6 





Ai1A;=2R = 24. 

这 样 的 对 角 线 只 有 6 条 ,其 和 为 144. 

于 是 正 12 边 形 所 有 对 角 线 与 所 有 边 长 的 总 和 为 
144+72(V6-v2)+144v2+144V3+72(V6+Vv2)+144 

=288+ 144V2+144vV3 + 144 V6 

=a+b 2+cy3+d v6. 

a+p+c+d=288+144+144+144=720. 

7 48 在 凸 多 边 形 中 ,有 多 少 条 长 度 等 于 最 长 的 对 角 线 的 边 ? 

(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 在 凸 多 边 形 中 ,长 度 等 于 最 长 对 


” 。 角 线 的 边 最 多 有 两 条 ,理由 如 下 ， 
如 图 , AB= AC= AD,BD<AC, 则 AC 
是 最 长 的 对 角 线 , 恰 有 两 条 边 AB 、AD 等 于 


C 
4 AC. 


我 们 再 证 ,等 于 最 长 对 角 线 的 边 不 能 多 
D 于 两 条 . 
假设 凸 多 边 形 中 等 于 最 长 对 角 线 的 边 
多 于 两 条 ,我 们 可 以 选取 其 中 不 相 邻 的 两 条 边 ( 这 是 可 能 的 ,因为 有 对 
角 线 的 多 边 形 至 少 是 四 边 形 )AB 和 CD. 如果 对 角 线 AC 、BD 相交 于 
Kk,， 
则 AC+ BD = (AK + KC)+ (BK+ KD) 
= (AK+ BK)+ (CK + DK) 
. >AB+ CD=2AB. 
所 以 对 角 线 AC .BD 中 至 少 有 一 个 大 于 AB 边 . 与 AB 是 等 于 最 长 
对 角 线 的 假设 相 记 盾 . 
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7 49 设 正 多 边 形 的 依次 相 邻 的 四 个 顶点 为 A、.B.C.D 自满 足 


= 一 +- 求 : 正 多 边 形 的 边 数 . 


1 
AB AC AD:' 
(英国 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 设 正 多 边 形 的 外 接 圆 O 的 半径 为 RR. 
记 a= 人 人 LAO0B， 则 0<a<120*. 















AB=2Rsin 7 ， 
AC =2Rsina, 
AD=2Rsin -2 . 
由 已 知 可 得 -~ 1 ; 
in smna 3a 和 
Si 2 Sl 2 : i 
0 = sinagsin 一 一 (sina rsin>e ) sin 了 . 
-1 (wee- -| -ae | 
2 2 2) cs7 cos 
-了 (cosa -cos2c) 
-了 | (eston2e) (coe t oo se) | 
_ | a 32 ) 
COS 4 CAS 4 COS 4 
-2 Ta Qa. 
COS 4 3 4 3 7 
因此 cs =0, 号 sin 7 =0, 或 sin 7 =0, 
得 0 故 “= . 
于 是 所 论 多 边 形 为 正七 边 形 . 
7°50 在 正 n 边 形 的 外 部 以 它 的 边 为 边 作 正方 形 ,已 知 ;这 些 正 
方形 的 边 与 正 n 边 形 不 同 的 顶点 组 成 正 2% 边 形 , 当 n 为 怎样 的 值 时 ， 
这 才 有 可 能 ? 


(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 .1987 年 ) 


aa 





[ 解 ] 因为 MN .NK KL 为 正 2n 边 形 


人 一 六 的 边 ， 
Rn| M L “. MN=NK=KL, 
和 0 * MN=NK=NQ= KL= KQ, 
P S 故 ”入 NKGQ 为 正三 角形 ， 
LNQK=60°, /PQR= 120°. 
p 又 因为 P、Q.、R, 均 为 正 n 边 形 的 顶点 ， 


所 以 已 知 正 n 边 形 为 正六 边 形 . 

7*:51 ”如 图 , PA、PB 是 @O 的 两 条 切线 , PEC 
是 @O 的 一 条 出 线 ,D 是 PC 与 AB 的 交点 . 若 PE = 
2, 又 CD=1, 求 :DE 的 长 . 


-Ms (中 国 理科 试验 班 招生 试题 ,1997 年 ) 
\| [ 解 ] 设 DE = zx, 又 设 PC 交 @O 于 下 ,连结 
C ~ AAEPWAACP, APEBWA BCP, 


AE_AP_PE_BP_EB 
AC CP AP CP BC- 

AE BE _ AP PE FE 2 
AC BC “CP AP CP zxr+3° 


XX. /ACB+/AEB=180", 
AE BE _ SAAEB _ DE zx 


AC BC SAagc CD 1 
由 上 两 式 有 3 即 妆 +3x 一 2=0， 


十 3 


解 得 A (已 舍 去 负 值 ). 


7.52 如 图 ,两 图 的 半径 分 别 为 8 和 6, 两 个 圆心 的 距离 为 12, 过 
两 圆 交 点 之 一 的 直线 被 两 圆 截 出 相等 的 弦 QP 和 PR, 求 :QP 长度 的 
平方 . 








(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 作 OJ1M_|L QR 于 M,O,NJ」 QR 于 N. 
由 已 知 QP = PR ， 则 
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QM= MP= PN=NR= QP. 0 p 


设 QM=x， 则 R 


OM= VOQ -x = 
ON= VORi- xi= V36- xz’, 
O10 = OIK2+ OK’ 
= (OM - ON)’ + (2QM)’, 
144=(V64- xi- V36- xz)? 


+ (2z)2， NN, 
整理 得 > 
z2-22= V(64- xi)(36— x’), 

. 47x° = 130. 


故 PQ* = 130. 
7.53 ”如 图 ,一 个 圆 的 直径 AB 的 长 度 是 


C 
一 个 十 进 制 的 两 位 整数 ,把 两 个 数码 颠倒 一 下 ， 
就 是 与 直径 AB 垂直 的 弦 CD 的 长 度 , 从 交点 万 / 


到 圆心 O 的 距离 是 一 个 正 的 有 理 数 , 求 :AB 的 4 B . 
人 人 
(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 


[ 解 ] 设 AB=10x+y， rE1!11,2,.…,9}|, 
y€ 10,1,.…,9|. 

则 CD= 10y+ x. 由 色 股 定理 

ee 


= X11(z -7) . 


2 
由 于 OH 是 一 个 有 理 数 ,而 二 = (二 | 是 一 个 有 理 平方 数 , 风 


2 
11(z 一 交 ) 也 是 一 个 完全 平方 数 . 设 
ll(x* ~ y)= (11k), 
则 x2-y=(rty)(x-y)=11k°. 
zz+yPXz-y， oO<r+ysls，0<xz-y<8， 
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r+ y=11, 
Xx- y=1. 
 ” 解 得 x=6, y=5. 
于 是 所 求 AB 的 长 度 为 65. 
7'54 已 知 ;:@C 和 QC, 是 两 个 同心 圆 (OC; 在 Ci 内 )， 点 有 A 
为 Cl 上 任意 一 点 ,过 A 引 C; 的 切线 AB(BE QC,), 交 Cl 于 另 一 
点 C. 取 AB 的 中 点 ,过 A 引 一 条 直线 交 ，C, 于 点 EE 和 下 ,使 得 DE 


和 CF 的 中 垂 线 交 于 AB 上 的 一 点 M. 求 :从 的 值 且 证 明之 . 


(美国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 圆 的 性 质 有 
A AE:AF = AB’*=2AD.AB 
= AD'2AB = AD' AC, 
C.D、E\F 四 点 共 圆 . 
连 ME .MF. 且 由 题 设 知 点 DE、F 在 以 M 
C， 为 圆心 , MD 为 半径 的 贺 上 ,有 ”MC = MD: 
AM 5 


全 





MC 3 
“7:55 ”如 图 ,单位 加 有 一 内 接 矩 形 ( 底 为 5, 高 为 h), 以 及 一 个 等 
腰 三 角形 ( 底 为 5), 问 疡 为 什么 值 时 ,和 矩形 和 三 角形 的 面积 相等 ? 
(第 47 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 等 腰 三 角形 CDE 的 底 边 CD 上 的 高 为 hl. 


连 OE 交 CD 于 下 , 则 OF= 字 


h h 
十 二 |. 。 二 1 一 一 . 
又 7 hi hi 7 
由 题 设 。 S 甜 形 4Bcp = SAcpE， 
1 
有 Bh= 一 bh. 
2 ”1 
h 2 
2 二 二 1 一 一 ， 4 一 一 - . 
六 一 上 5 得 天 5 


即 /= 三 时 ,矩形 和 等 腰 三 角形 的 面积 相 
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7.56 人 A4BC 中 ,4B=4C=2,5C 边 有 100 


个 不 同 的 点 ,P ,PP ,Pi 记 加 =AP24+BP 、 
"CP, (=1,2,…,100), 求 :7 十 p12 十 十 p1400 
的 值 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) AN 
[ 解 ] 以 A 为 圆心 ,a 为 半径 , 作 圆 4 ,延长 VE 


PA 交 圆 A 于 五 .下 两 点 , 则 
BP….PC = EP.,: PF 
= (AF— AP;)(AF+ AP.) 
=(2— AP.;)(2+ AP.;) 
=4— AP,”. 
m; = AP.,’ + BP,: P,C=4, 
准 m+ mt + m100 = 4X100= 400. 
7.57 ”如 图 ,三 个 半径 相等 的 圆 互 不 相交 ， 

它们 的 圆心 0 .0O;、O; 不 共 线 .分 别 过 每 个 圆 

的 圆心 作 另 外 两 圆 的 两 条 切线 ,它们 围 成 一 个 凸 

六 边 形 . 把 该 六 边 形 的 相 邻 两 边 分 别 涂 以 红 蓝 两 色 ( 其 中 代表 红色 ， 

C 代表 蓝 色 ). 求 证 :红色 边 长 之 和 等 于 蓝 色 边 长 之 和 . 

(第 22 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 如 图 所 示 , 因 三 圆 直 径 相 等 , 故 有 
X1O;=O1Y;, Yi103= OZ, 2;0O1= O3X;. 

多 XIA+AB+BO=OIB+BC+CY，， 
YC+ CD+ DO;= OD + DE+ EF2,, 
ZiIE+EF+FO)=O3F+ FA+AX,. 

将 各 等 式 相 加 ,再 将 以 下 关系 代入 : 
XIA= AX;,, Y1C= CY;,, ZiE = FZ,(— 

点 到 圆 的 两 切线 长 相等 )， | 
Bo; = OI1B, DO;= 0O)D，FO = O;F( 因 

为 这 些 圆 的 半径 相等 ) ,这 样 可 有 
AB+ CD+ EF= BC+ DE+FA. 

注 (1) 如 图 2 所 示 , 同 理 可 证 . 
(2) 如 图 1] 和 图 2 所 示 , 等 式 AB: CD': EF= BC， 
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DE: FA 成 立 , 这 等 价 于 直线 AD、BE 与 CF 交 于 一 点 ， 


纹 言 己 





图 2 图 3 
” (3) 即 使 三 辆 不 等 ,上 述 结 论 依然 成 立 ( 见 图 3). 
7.58 一 个 机 器 零件 的 形状 是 一 个 有 缺口 
4 ”的 圆 (如 图 ), 这 个 圆 的 半径 是 V50cm, AB 的 长 
度 是 6cem, BC 的 长 度 是 2cem, 了 ABC 是 直角 . 
5 求 :5B 与 圆心 的 距离 (以 厘米 为 单位 ) 的 平方 . 
(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 补 成 一 个 圆 O. 
连 4C ,延长 AB 交 圆 O 于 D, 连 O4 、OB. 
作 OF 上 AC, 垂 足 为 玉 , 作 OF 上 AB , 垂 足 为 节 . 连 CD. 
因为 AB=6,BC=2,ABC 为 直角 ,由 勾 股 定理 得 


AC= v6:+2*= V40, 
AE= 二 VW0= VId. 
于 是 OF = vO0A’:- AF? 


= V50-10= v40. 
_AE_1 
tgAAOE = = > 


又 ”人 BDC 的 度数 = 二 AC 的 度数 = 
ADE 的 度数 . 
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1 
BDC= 人 AOEF, tg BDC = 了 


由 BC=2 得 BD=4. 
AD= AB+ BD=6+4=10. 

又 DF= 方 AD=5 
BF=DF-BD=5-4=1. 

且 OF?*= 0A’:- AF*=50-25=25. 

及 0B*= OF+ BF’=25+1=26. 
B 与 圆心 的 距离 的 平方 为 26cm. 

7*59 简 尼 与 表 尼 各 沿 着 相距 为 200 英尺 的 两 条 平行 的 路 朝 同 一 
方向 行走 , 肯 尼 每 秒 走 3 英尺 , 简 尼 每 秒 走 1 英尺 ,一 座 直径 为 100 英 
尽 的 圆 形 高 楼 坐落 在 这 两 条 路 的 正中 间 ,在 高 楼 第 一 次 挡住 简 尼 与 肯 
尼 之 间 的 视线 时 ,他 们 相距 200 英尺 ,经 过 + 秘 它们 又 能 互相 看 见 , 如 
果 将 上 写成 既 约 分 数 ,那么 分 子 与 分 母 的 和 是 多 少 ? 

《第 11 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 

[ 解 】 令 P、Q 分 别 为 简 尼 与 肯 尼 在 第 一 次 被 高 , 

楼 挡住 时 的 位 置 ,R、S 是 他 们 又 能 互相 看 见 的 位 置 ， 
则 
QS=1:, PR=3r. 
设 人 PRS=4, 则 
i 200 _ 100 
V31- 71) +2007) Vri+10000 
由 于 俩 外 切 四 边 形 的 对 边 和 相等 , 则 
AD+ BC= AB+ CD. 
又 由 于 圆心 距 AD 和 BC 相等 ,并且 距 PR 和 QS 也 相等 , 则 有 
AD+ BC= PR+ QS=1+3t=4t. 

又 AB 为 圆 的 直径 , 则 AB = 100. 

则 CD= 2 从 而 41=100+ 

即 4z -100= Vz?+10000, 

或 15z:* 一 800:=0， 


世界 数学 奥林匹克 解 十 大 辞典 379 





和 


向 溉 





_ 800 _ 160 
170, 15 3 


见 所 以 ,所 求 分 子 和 分 母 之 和 为 163. 


(二 ) 角 的 计算 


1. 三 角形 中 的 角 的 计算 


7.60 在 全 ABC 中 ,BAC=5$.2$ ,4D 是 一 BAC 的 平分 线 , 过 
A 作 DA 的 垂 线 交 直线 BC 于 点 M. 若 BM = BA + AC. 试 求 : 人 ABC 


和 一 ACEB 的 度数 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
C， [ 解 ] 分 两 种 情况 讨论 计算 
八 、 (1) 过 4A 作 AD 的 垂 线 交 BC 延长 线 于 点 
, 人 由 M, 延 长 BA 到 Ci ,使 AC; = AC. 
\、 则 BC1= BM, 从 而 人 AC1M = BMC. 
\ 双 AM 为 人 CAC, 的 平分 线 , 则 有 
?fe M 人 ACMQA ACIM. 
在 全 BC M 中 ， 


LB=180°-2/ACIM= 180°-2/ACM 
=180 -2(AB+5.25°)=180° ~2AB-10.5°, 
所 以 AB=56.5°. 
因此 一 ACB=180"-S$.25 一 56.5°=118.25°. 
(2) 如 下 页 图 ,过 A 作 DA 的 垂 线 交 CB 延长 线 于 点 M . 
延长 BA 到 Ci ,使 AC = AC. 
连 CCl， 则 一 MA4D=90"， 


MAC=90°+ xX5.25°=92.625°. 


/CAC)=180°~5.25°=174.75°, 
故 MAC| = 360° 一 174.75" 一 92.625° 
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= 92.625°. ce, 
EB] AMACI= MAC. 人 人 、 
全 MAC 时 人 MAC. 从 而 / 
AMCIA=MCA= /BCA. , 4 人 
又 BCI= BA+ACI=AB+AC= BM, , \ 
LMCA= /CMB. M 
在 AMCC 中 ，3 了 ACB + 5.25° = 180" ,得 
LACB= 58.25°. 
LABC=180° -58.25° — 5.25°=116.5°. 
7'61 在 和 ABC 中 ,BAC=60°, 了 ACB =45 (1) 求 :这 个 三 角 
形 的 三 边 之 比 AB: BC:AC.(2) 设 了 为 和 ABC 内 一 点 ,上 且 PA =v6+ 







V2,PB=3V2+Y6,PC=3V2+2Y6. 求 :人 APB, 人 BPC, 人 LCPA. 和 
(中 国武 汉 .重庆 广州 洛阳、 福州 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 的 

[ 解 ] (1) 如 图 , 作 AC 边 上 的 高 BD， 8 

使 AD = xz. 前 - 4 






-< 
i % 


在 Rt 全 ADB 中 ,因为 <BAD=60', 知 gc” ) 


AB=2x,BD=V3z. \ Pp- 
在 Rt 人 BDC 中， 人 DCB=45",， 有 * 
DC= BD=Y3x,BC=Y6x. 
于 是 AC= AD+ DC= (1+V3)x. 
AB: BC:AC=2:Y6:(1+V3). 
(2) 如 图 , 作 公 AEBc 介 APC ,使 








Er — 
一 一 一 一 一 -一 一 -一 -一 一- 一 





即 


于 是 AE=2Y2, BE=3vV2+V6. 
AF 2 
AP 1+y3 

XX APAE~A/ABAE+/ PAB= /CAP+/ PAB= /CAB. 

从 而 人 PAEACAB. 有 APE= ACB=45°, 
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编写 记 


PE =2 v3. 


2 
在 人 PEB 中 ,由 PB= BE=3V2+V6,PE=2Y3, 得 PE 边 上 的 高 


2 
BH=A/BP2-( 宁 | =3+2Y3. 





于 是 BE 边 上 的 高 
_PE:BH_3Y2+Y6 _ PB 
BE 2 2 
LPBE = 30°". 


从 而 LBPE -7 (180° -LPBE)=75., 


/LAPB= /APE+ /BPE = 120° 
又 LAAEP=180°-/APE- /PAE=180°-45°—60°=75", 
故 APC= 人 /AEB=/AEP+ 人 LPEB=75°+75°=150". 
/BPC=360°~(/APB+/ CPA)=90". 
7.62 在 全 ABC 中 , AB= AC, 了 CAB=80". 若 DE.F 分 别 在 边 
BC .AC .AB 上 ,CE= CD,BF= BD. 求 :EDF 的 度数 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] … 4B=AC,C4B=80"， 
E . LB= LC = 
F 又 ”CE=CD，BF=BD， 
180" — 50° 
2 


30 . 


B 六 c “. LBDF = /CDE= 


=65°. 
/EDF=180° -2x65°=50°. 
7.63 设 公 ABC 是 一 个 等 腰 三 角形 ,其 中 AB = AC. 又 人 人 B 的 平 
分 线 交 AC 于 DD, 目 BC= BD+ AD. 求 :人 A. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 1] 在 BC 上 取 点 FE, 使 BE = BD, 于 是 AD= EC. 设 ABC 


ns, AB_AD 
各 图 ,由 题 设 知 CB 7 DE 
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CE _ AD_AB_(CA 4 








有 CD CD CB CB 
和 全 CEDc2A 人 CA4AB， D 
LCDE= ADCE= /ABC=27x. 
.. /BDE= /BED=4r,， 知 9x B E C 
= 180", 


故 x=20"， 从 而 人 A=180°-4zx=100". 
[ 解 2] 由 正 弱 定理 在 AAABDPD 和 公 BDC 中 : 











AD _ Sinx {1+ AD Hsn3r 
BD sin4x BD BD sinxr 
本 SINT _ sin3x 
sin4x sin2x 
即 sin2x (sind x + sin7x) = sin27r {sinS.r + sinz) 
0O<2r<00, .. 5zxz~—90 =90 -4z, 


z=20， 得 A= 100.. 
7.64 如 图 ,在 人 ABC 中 ,D 是 BC 上 的 点 ,AD = BD = AC， 
BAC=69", 求 :BA4AD 的 度数 . 
(中 国 贵州 省 贵阳 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] … AD=BD=AC， J 
/BAD= /ABD, 
LADC= /ACD. 
又 LADC = /LABD+ /BAD 
=2/7 BAD, B C 
180° ~ LDAC 
2 





且 人 ADC= ACD= 


2 /BAD= 180° -Da 


4L BAD = 180°— A DAC= 180° -~ (69° — /BAD) 
=111"+ /BAD 
即 3LBAD=111’, .. /BAD=37°. 
7.65 设 全 ABC 的 垂 心 为 天 ,已 知 CK = 4B, 求 :人 ACB. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 】 作 AD_LBC 于 D, 则 AD 过 点 K. 
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兴 总 已 


CK=AB, /ACKD= 8B, 


K RItACKDS2RItA ABD, CD= AD. 
故 ”人 ACD=45°. 
7:66 在 直角 三 角形 中 ,三 高 之 积 为 三 边 之 
D 积 的 一 半 , 求 :三 角形 的 三 个 角 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
A B [ 解 ] 设 在 全 ABC 中 ,了 C=90°, 如 图 .CD 
为 AB 边 上 的 高 , 记 h, (其余 类 辣 ). 
C 机 he = 7 abe, 
XX hi=a, hh,=0, 
4 ; 六 -ce， 又 jm =e 


D .， hh. .72 重合 ， 
故 AC=BC， 则 人 A= 人 B=45.. 
7"67 会 ABC 的 边 AB 和 BC 上 的 高 线 (分 别 ) 不 短 于 边 长 , 试 求 

该 三 角形 的 各 个 角度 数 . 

z (第 27 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 ADCE 是 AB 和 BC 上 的 高 .如 图 1, 记 有 hh. 
则 AD 志 AB, CE<BC. 
但 已 知 AD 宇 BC，CE 之 AB， 

D、B .重合 (如 图 2). 
又 已 知 AD=h 守 BC=h.= CE, 


A | 
£ 
B B C 
D C (D 或 E) 
图 1 图 2 


384 氟 界 数学 两 林 匹 克 解 题 大 辞典 








且 CE=h AB=h,= AD, 
h,=h.= BC= AB. 
故 B=90’*， A= 人 C=45.. 
7.68 设 从 三 角形 的 一 个 顶点 引出 的 中 线 与 高 三 等 分 此 顶 角 , 计 
算 此 三 角形 各 角 的 度数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1939 年 ) 
[ 解 ] 设 CD 是 人 ABC 的 高 ,CM 为 它 的 中 线 . 如 图 . 
过 M 点 作 MK BC 于 KK, 则 由 已 知 C 


条 件 得 
Rt ADCOQRtA MDCS2RtA MKC. 天 
.CM 是 中 线 ， » 


MB = 2DM =2MK. 4 Dp M 线 第 
从 而 在 Rt 人 MKB 中 ,一 KBM= 30"， 六 
则 有 二 DCB = 60” 和 

/LACB= 90°. 


故 信 ABC 是 直角 三 角形 , 它 的 两 个 锐角 分 别 为 30 与 60". 

7"69 为 正人 ABC 内 一 点 ,DB = DA4， 
BP= AB, 人 DBP = 人 DBC. 求 :人 BPD 的 度 
数 . 





(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 连 DC, 在 全 BPD 与 人 BCD 中 ， 
“~ BP= AB= BC, 

且 LPBD= /CBD, BD= BD, B 

.. 人 BPDSA BCD, 

则 ZBPD= ZBCD. 

又 AC= BC,AD= BD,DC= DC， 

“. 人 ACD2QABCD, 

则 ACD= BCD. 

但 ”2 BCD = ACD + LBCD = 
ACB = 60°, 

人 BCD=30"， 则 BPD= 30". 
7'70 已 知 :正人 ABC ,平行 于 AC 的 直 
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举 语 己 





线 分 别 交 AB、BC 于 MP, 又 DD 是 人 PMB 的 中 心 ,FE 是 线段 AP 的 中 

点 . 试 计算 全 DEC 的 各 角度 数 . 

(第 14 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 我 们 考虑 以 也 为 中 心 ,旋转 60° 


且 位 似 比 为 的 位 似 旋转 变换 ,旋转 的 方向 


使 已 变 到 AMP 的 中 点 皇 ( 如 图 ), 此 时 ,已 点 
”受到 PB 的 中 点 六 处 ,直线 PB 变 为 直线 
C _ HK ,人 它 是 全 BMP 的 中 位 线 , 交 4P 于 五. 

又 BC:BP= BA:BM= KE:KH, 
所 以 在 上 述 位 似 旋 转 下 ,C 点 变 为 FE 点. 


因此 EDC = 60"， DE= 2. 


易 知 DEC=90"， 从 而 一 DCE = 30*. 
7.71 在 和 4BC 的 边 BC 上 取 一 点 己 ， 
使 得 PC = 2BP, 设 ABC = 45°, 人 APC = 
60". 求 ;ACB 的 度数 . 
(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 C 是 C 点 关于 直线 PA 的 对 
B Cc 称 点 , 则 
Pf PC= PC,, PC,=2BP. 
LCIPA= LCPA=60°, A BPC,=60°, LACB= LACIP. 
PA 是 人 CPC 的 平分 线 . 
连 C1B,， 由 PC|=2BP， 人 BPC|=60” 可 得 
LCIBP=90°, /BC),P= 30°. 
从 而 BA 是 CiBC 的 平分 线 . 
由 于 A 是 BA 与 PA 的 交点 , 则 A 到 
PC .PC 及 BC 的 距离 相等 ,从 而 AC| 是 
.PCD 的 平分 线 .从 而 


LACB = /ACIP= 7 ZLPCiD 


! 
二 (180 — 30°)=75°. 
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7*72 在 正人 4BC 内 部 有 一 点 O, 已 知人 AOB = 113" ,一 BOC = 
123°. 若 一 个 三 角形 的 边 长 等 于 OA .OB、OC, 试 求 :这 个 三 角形 的 各 
角度 数 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 以 AO 为 一 边 作 等 边 人 ADO， 
连 BD( 如 图 )， 

AD= AO, AB= 4C， 
LDAB=60° -BAO = /OAC, 
人 ADBSQAAOC, DB= OC. 

又 OD= 04, 

则 和 ODB 的 三 边 的 长 恰 等 于 O04、 
OB .OC, 

LDOB=113° -60°=53", 

LODB=/AADB- /ADO= /AAOC-60°=124° -60°=64°, 

LOBD=180°- 53°—64'=63°. 

7"73 在 入 ABC 的 边 BC 与 AC 上 各 取 一 点 品 与 ,使 得 .BAD 
=50 ,了 ABE =30. 设 人 ABC = 人 ACB= 50°. 求 :人 BED 的 度数 . 

(英国 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 】 设 O 为 直线 4D 与 BE 的 交点 , 则 

40OB=180 -30° — 50° = 100°, 

LBDA = 180° — 50° — 50° = 80°, 

LCBE = 50° - 30° = 20°, 

LAEB= /CBE+ /ECB=70°. 

LCAD=180' -AACB- /ABC- /BAD=30°. 

由 正 艾 定 理 得 

OD sin20” OB sin50’ 

OB sing0”’ OA sin30”’ 

OA sin70 

OF sin30° 

OD OD OB O04 


一 一 GG 


OE OB OA OF 
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sin20" sin50 sin70 
sin80° :sin30° .sin30 


几 ”4sin20 cos40 “cos20 
何 sin80° 
郑 2sin40“…cos40 
本 sin80- 
=1. 
即 OD = OE, 


且 ZBED= ZODE=(180°~ LEOD)=40" 
7.74 在 和 ABC 内 取 一 点 M ,使 得 人 MBA = 30’, MAB= 10.. 
设 了 ACB=80',AC= BC, 求 :AMC 的 度数 . 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 生 ABC 的 高 CH 与 直线 BM 


C 
交 于 点 EE, 则 AE = BE. 
且 /EAM = /EAB- /MAB 
= 30° — 10° = 20°. 
A Bp 又 LACE= LACB=40° 


又 LEAC =/ACAH- /EAB 
= (90° ~ 40°) — 30° = 20°. 
日 AME= LMAB+ /LMBA=10°+30°=40". 
在 全 AME 和 人 ACE 中 ,由 
LACE= /AME=40°, LCAE= /AMAE=20°, AE= AE 
得 作 AMESQA ACE. 
AM= AC, 


故 LAMC= /ACM= 1 -EA -人 了 =70 . 


7.75 在 等 边 人 ABC 内 取 点 K、L、M ,使 得 人 KAB = 人 LBA = 
15°, A MBC= LKCB=20°, 了 LCA = 人 MAC=25°. 求 :人 KLM 的 三 
个 内 角 值 . 

(第 20 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 

[ 解 】 记 a=20",8=25°,y=15°. 则 
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ca,8,7<30",a+pB+7y=60" 

KAM=60 -人 MAC 一 一 上 ADB= aw， 

同 理 ”ALBM=B8, 人 KCL=Y. 

设 线 段 AM 与 CL 交 于 点 N, 直线 BN 
与 边 AC 交 于 点 PP, 直线 CL 与 边 AB 交 于 点 
Q. 

由 于 人 NAC= NCA=B, 则 AN= NC， 

又 由 于 AB= BC, 则 PN 为 人 ANC 的 平 
分 线 ,因此 PB 也 是 一 LNM 的 平分 线 . 

在 人 LNM 内 部 且 在 ALMMN 外 面 取 一 点 B' ,使 它 与 直线 LN 、LM 
与 MN 距离 相等 . 则 点 B 一定 在 直线 NB 上 ,也 在 NLM 与 LMN 
的 外 骨 的 平分 线 上 .因此 

LLBM =180 -ABLM-/ABML 
。 180°—- LNLM 180"- NML 
= 180 -人 

_ ANLIM+ANML 180 ~ LLNM 
2 2 
-ENC ENCA -8- LIB 
因此 B' 与 B 重合 .县 
LBLM = /BLQ=180°— /CQB- /ABL 
=/AABC+/ABCQ- /ABL 
=60° +a+y—-7yY=60"+a. 
LBLC =180° -ALBC~ /LCB 
=180 (B+a)—- (at+y) 
= 120° a. 
注意 到 wc<30"， 
LMLC=/ABLC~-/BLM=120°-a-({(60°+a) 
: =60°— 24a. 
则 KLB=60°-20. 
于 是 有 KLM = ABLC- LKLB- LMLC 
=(120°—-a)—(60° -2a)—(60°~2a) 
三 3a . 
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即 KLM=3a=60". 

同 理 LKM=3B=75’,， 人 KML=37Y=45". 

7:76 设 和 ABC 中 ,A< 人 LC<90<AB, 人 LA 和 人 B 的 外 角 
平分 线 ( 从 项 角 到 对 边 延 长 线 上 ) 之 长 都 等 于 AB. 试 求 人 A 的 度数 . 
(第 26 届 美 国 普 特 南 数 学 竟 赛 ,1965 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 设 一 A 的 外 角 平 分 线 交 直 
线 CB 于 X, 一 8 的 外 角 平 分 线 交 直线 AC 于 
Y. 由 于 B>C, 4A< 人 可 知 也 在 C 
和 X 之 间 ,C 在 4 和 Y 之 间 . 

由 BY 是 外 角 平 分 线 可 知 人 1=23， 

由 AX= AB，BY = AB 可 知 
A1= /2, LA3=2/L4. 
1=/A2=4L4. 


在 全 ABX 中 ,由 人 5= 
1+/2+/5=180° 


i 





0 -4 及 


可 得 ”90 - 4 +8/4=180°, 


:于 是 ~4=12"， 即 A 的 度数 为 12. 

7.77 在 ABC 中 ,ABC 和 人 ACB 的 平分 线 分 别 与 边 AC 和 
AB 相交 于 点 DD 和. 如果 BDE =24 ,CED = 18", 试 求 了 “A、B、 
人 LC. 

(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 设 BD 和 CE 的 交点 为 1 

则 ZIBC+LICB= LIDE+ /IED=24°+18=42°. 

于 是 B+ 人 C=2x42°=84", 

/A=180°—84°=96°. 


1 在 边 BC 上 取 两 点 D'、E', 使 它们 分 别 
F 是 D、E 关于 和 角 平 分 线 CE 和 BD 的 对 称 
D 点 , 设 ED' 与 BD 的 交点 为 S$, 有 
LESB= /SED+ /SDE=18°x 
B E’ 万 / C 2+24 =60". 
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LE'SD’ =180'-2/ESB=60°= AESB= /E'SB. 
又 AEDD’= /EDD’- /EDE =(90°~18)-24°x2 
=24°= /SDE.. 
因此 ,EFE' 是 全 SDD 的 旁 切 圆 的 圆心 ,于 是 
LDD'C= ASDE.. 
LDD'C = (LDDC+ LSDE’) 


= (LDED' + ZEDD’) 
=18°+36"=54", 

又 LACB=180° -2 DD'C=72°. 

/ABC= 180° -96°—72°=12°. 

7.78 ”锐角 和 公 ABC 的 三 条 高 AA|、BBI、CC 的 中 点 分 别 为 A,，、 
B;、C2. 试 求 LB,A1C;+ 人 CB1Ay+ AsC1B;. 

(第 21 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 先 来 求人 BAlC;. 

连 A1B1、AiCl. 延长 A1Bs 至 B, ,使 
BBs = AiBs, 连 BB2 .延长 AjC; 至 C2， 
使 C,C， = AiC;, 连 C1Cs . 易 知 

LCCAI= LCAIB= LB,BA= 
LBAC=/A, 

BiB, =A,B, CC, = AIC. 

‘” ABAICIODABIAIC, 






和 














有 BA -Al 
CI4I (CAi 
CiC» BIA 
一 -一 = 人 ‘DA 人 
CA4i B1B> $ 故 CAC> CD B1B, 和 Al. 


有 BAIiCz = ABsAiB1+ LCAlC, -BIAIC 
=ABAIBIt+ AAIB,B)~(180° -2/A4) 
=(180" ~ AA)-(180° -2 一 A) 
= 人 /A. 

同 理 CBiA2= LB, A2sC1Bs= LC. 
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LBAICyr t+ LCBIA,+ /AA CB, = 180 
7*79 阁 三 角形 两 角 之 和 为 n", 且 最 大 角 比 最 小 角 大 24", 求 :7 
的 范围 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 三 角形 三 内 角 分 别 为 .8.7y,， 且 a 宇 B 宇 7Y. 又 a 
Y=24. 
(1) 铬 B+ y=， 则 a=180 一 2， 
从 而 Y=156 一 n， B=n— Y=2n— 156. 
则 180 一 nn 衬 2n 一 156 守 156 一 n 
104 委 7， 委 112. 
(2) 奉 w +7y 一 人 7， 则 8=180-，， 从 而 at+yY=n. 








十 24 1 一 24 
解 得 ac = 二- 全，y= 
2 2 
4 
则 2 < 二 180 -<2+24 
112 过 ”2 雪 128. 


(3) 若 at+B=n， 则 7y=180-- 

从 而 ae=204-7，p8=7 -aa=27 一 204. 

则 108 - 2 委 272 -204 委 204 一 7， 

128 委 ” 魏 136. 

综 上 104 委 ”< 委 136. 

7-80 已 知 :4D 是 人 4BC 的 高 , BC + 4D - 4B - 4C=0. 求 ， 
二 B4C 的 取 值 范围 . 

(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1989 年 ) 

[ 解 1] 设 AB= T+y,，BC=y+z,CA=z+x, 于 是 AD= AB 

+AC- BC=2z. 由 三 角形 面积 公式 有 


] 
(十 =) = 了 BC 4D= SAApc = V(rT+yt xe) ry. 





, (y+ zz)yz 
解 得 7 Q) 
设 全 ABC 的 内 心 为 1; 则 [IAC = 7 LBAC, 内 切 圆 半径 
X+yt+z © . 
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由 忠和 多 便 有 


1 ) nr SA ARBC VS 
一 一 B 二 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 
‘(32 AC rr Xrtytz) Vrl(rtyt+2z) 
1 
2 (y+ zx) ye 
二 之 )[ 一 一 二 一 一 十 1 | 一 一 一 一 一 
/5 )( 二 7 | 


2 二 2 十 ye > 
_y YE y 加 











《yy 十 之 ) (y+x)2 


因为 0 人 





又 因 >0 且 当 > 固定 而 > 一 0 时 ,一 一 一 一 >0， 


(y+ 2 Ct SE 
所 以 an 





故 知 了 人 BAC 的 取 值 范围 为 |arctg 广 , 工 ). 


让 






所 以 人 BAC 的 取信 范围 为 | 2arctg > ， 4 7 ) 


[ 解 2] 取 以 BC 为 x 轴 ,BC 中 点 O 为 原点 ,OC=1 的 直角 坐标 
系 . 设 AB+ AC=24a 为 定 值 ,于 是 有 


2< BC+ AD<2+ Va’-1. 
若 存 在 全 ABC 使 AB+ AC = BC+ AD, 则 必 有 


2<2a<s<2+ Va:-l. 
解 得 1<a<3 
男 一 方面 ，AD= AB+ AC -BC=2(a-1). 
x2 人 
又 因 点 A 在 椭圆 + 1 1 上 , 故 有 
2 
2 
=a (1- (20 -2) )， 


a*—1 


/4(a—-1) 
T=an/l-————. 
atl 


由 此 及 三 角 公 式 可 得 
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_ Ar = 8BAD+ tg SDAC 
(gL BAC = tg( SBAD+ ADAC)=T te /BADgZ DAC 





几 .1-7x 
何 4D AD 24p 
ltz1i-x AD’-(l-x’) 
AD AD 
4(a— 1) 
4(a-1) -1+ar(1- ee) 
4(a+1) 
(a+3)(a—1) 
5 


i 
3 2 
且 充 满 这 一 区 间 , 故 知 二 BAC 的 取信 范围 为 | arctg 字 , 荆 ] 


7:81 AD.、BE 与 CF 为 和 ABC 的 内 和 角 平 分 线 ,D、E、F 在 边 上 ， 
如 果 达 EDF = 90°, 求 :了 BAC 的 所 有 可 能 的 值 . 
(第 16 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 1] 如 图 , 设 人 EDA = a, 人 ADF 
=pB, ACDE= y, /BDF= 6,/ AED = 0, 
F E 则 


24 
当 ae (1 | 时 arctg 7 SLBAC< 


a+B=90°, y+$=90°. 
B D C 在 全 AED 和 人 CDE 中 ,由 正弦 定理 得 
AE _ sina 


AD sing ° 
EC _ siny _ sny 
CD sin(180°~0) sing 
AP AD:sina 
EC CD.siny . 
又 BF 为 ABC 的 平分 线 ， 


AD :sina 





同 理 可 得 
4C_4D'sin8_ 4D'sin(90 ~ a) _ AD'cosa 
BC BD'sine BD-:sin(90°~7Y) BD':cosy 
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AB _ BD sinacosy 
AC “CD， sinycosa 





.， AB _ BD 
又 AD 为 BAC 的 平分 线 ， AC 7 OD 
比较 ,名 式 得 ”sinacos7Y = cosasiny ， 

即 sin(a 一 7)=0, 有 a=Y. 
AE AD 
~ | 人 人 
从 而 可 得 DE 是 ADC 的 平分 线 . 则 有 EC De’ 
AD sinC 
sin -一 
2 
AE_AB_AD . AB_ sinC 
EC BC DC BC .A 
sin 7 
又 AB _sinC .sinC _ sinC 
BC sinA ” | A sinA 
sin 一 
2 
.A _. A_l 
于 是 sin 7 = sinA,， cos -5 7 ， 


于 是 A=120", 即 二 BAC 的 所 有 可 能 的 值 只 有 120 . 
[证 2] 由 塞 瓦 定理 有 


AF .BD.CE_, . AF.BD_AE.CD 
FB'CDAE © ' FBAD CE AD. 
由 正弦 定理 有 
AF _ sng BF _ sind 
AD sin LAFD’ BD sin 人 BFD 
CE siny AE sina 


CD sinZCED’ AD sin/ AED 
AF BD _ sinp AE CD _ simna 
BF AD sn ” CE AD siny 
at+B=90",， y+§=90°, 

cosa_sing . - 
cosy siny ‘Bg) ‘ge . 
a = 二 7Y, 即 DE 平分 人 ADC. 

点 玉 为 人 ABD 的 旁 心 . 
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和 


入 上 种 





AE 为 人 ABD 的 人 BAD 的 外 角 平 分 线 . 
/BAD= /DAC=180°- /ABAC= 60°. 
几 “， 了 BAC=120", 即 BAC 只 能 取 惟 一 的 值 是 120*. 
条 7.82 设 入 ABC 的 三 内 角 A、.B.C 成 等 差 数列 ,三 条 边 长 a.b.e 
之 倒数 也 成 等 差 数列 , 试 求 A、B.、C 的 度数 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 设 等 差 数 列 A、B.C 的 公差 为 d， 
则 A=B+d，C=B+d. 


r=A+tB+C=(B-d)+B+(B+d)=3B … B= 
L 1 1 1 1 _ 2 
又 ” 一 ,一 ,一 成 等 差 数列 ， 一 + 一 = 二 ， 
a ep ce a C pb 


即 be + ba = 2ac. 
再 应 用 正弦 定理 ,得 sinBsinC + sinBsinA = 2sinAsinC. 


即 Ssn(F+ra) rsn( -a)| 


= 2sin( 到 -qd jsin( 下 十 4 
2 
或 V3sin 3 cosd = cos2d cos 全 x 
4cos:d — 3cosd ~ 1=0 


解 得 ”cosd = 上 或 -1 


4 
Ax 1 
过 二 一 ， .. 3 一 一 ， 
7 cosd 天 4 
由 cosd=1，.，4d=0， 故 A=B=C=™， 


7"83 三 角形 的 边 长 构成 公差 为 d 的 等 差 数 列 , 三 角形 的 面积 等 
于 S. 求 三 角形 的 边 长 和 角 . 再 对 d = 1,S=6 这 个 特殊 情况 ,求解 本 
题 . 
(名 牙 利 数学 奥林匹克 ,1894 年 ) 
[ 解 ] 设 三 角形 的 三 边 长 为 
a=b-—d, b, c=~b+td, Od<b. 
并 设 三 角形 的 半 周 长 为 p, 则 
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-2 1 ,_ .20. 
pi-as std, p 本 p ( 2 d 
由 海伦 公式 得 


了 了 了 2 
S1=p(p- op- bp- oO)= (全 下) 
把 它 看 作 是 关于 b? 的 二 次 方程 , 解 得 
b*=2| ,72 ‘14 ). 
[a+ 4 + 3 


2 
即 2 = 2 (21 f+ 入) 


由 于 0 和 <6， 则 a 和 5 所 对 的 角 A 和 B 一 定 是 钝 角 ， 





_ bcsinA _ acsinB 
由 S 一 2 3 TT 27 
得 snA=2, snB=2> . 
Pc ac 


于 是 三 角形 的 边 和 角 为 


2 
b= 2 1 fat )， a=b~d, c=b+d. 


2 2 
A = arcsin >, B = arcsin < , C=x-(A+B). 
zc CC 


当 d=1， S$S=6 时 ,代入 上 式 得 
b=4, a=3, c=5. 





A =arcsin > ， B=arcsin 4, C=90. 


5 5 
7.84 在 一 个 非 钝 角 公 ABC 中 ,AB> AC, 人 人 B=45",O 和 分别 
是 全 ABC 的 外 心 和 内 心 , 且 V2 OI = AB 一 AC. 求 :sinA. 
(中 国 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 
[ 解 1] 由 已 知 条 件 及 Euler 公式 得 





c 一 b\ ， > 
万 ) = OF= R* -2Rr. QD) 


青 由 熟知 的 几何 关系 得 
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注 言 已 





3 


三 (c+ta-b). 区 


由 个 和 四 及 正弦 定理 -全 =- =- 一 =2R 得 


sinA sinB sinC 


1 -2(sinC ~ sinB)*=2(sinA + sinC — sinB)(Y2 — 1). 











_xr p12 
4B= sinB = 7 ， 


2 
sinC=sin( 2 -24) = (sinA + cosA ). 
2sinAcosA ~ (2—~V2)sinA -V2cosA +v2 -1=0， 
(V2sinA ~ 1)(Y2cosA ~ 2+1)=0. 
V2 


于 是 jnA = 或 cosA=1- >. 对 于 后 者 ,这 时 


2 
sinA= VenA= 1 (1-2) =a 


总 之 ， 或 sna= 交 或 sinA= 5- 

(严格 地 说 ,还 应 验证 这 两 个 值 都 满足 条 件 . ) 

[ 解 2] 过 点 1T 作 HH | AB,Hs | AC,H BC,ODL BC, 其 中 
lc、Isp、I4 ,DD 均 为 己 足 ,DD 为 BC 中 点 . 

则 由 题 设 得 

Y2 Of = AB— AC= (Alc+ 1cB)- (Als+ IpC) 

= 1B- IsC= LB- ITC 
(由 AB>AC 知 IB>IC, 且 点 DD 在 线段 4B 上 )， 
你. DB= 了 BC+ [aD, PhC= 椰 BC- MnD， 
Y2 O1=21D， 即 OT=v21D. 0 


由 四 知 ,OIL 与 BC 的 夹 角 必 为 二 ,又 因 一 B= 本 ， 
所 以 ,或 OI LAB, 或 OITAAPB. 
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下 面 来 分 别 讨论 之 . 


A 
(1) 当 OULAB 时 ,点 天 恰 为 AB 边 的 中 
点 ,这 时 AIic= Blc., 
I 
即 7 (AB+AC- BC) (1c)0 
请 
- 工 (AB+ BC- AC). 
2 B 1 
D1 ; 
于 是 AC = BC. A 
从 而 LA=LB= 了 ,人 C= 六 ， 图 | 


点 O 〇 与 Ic 重合 ,如 图 1. 
(2) 当 OIAAB 时 ,点 O 到 AB 的 距离 恰 









好 等 于 入 ABC 的 内 切 圆 的 半径 ~， 网 
; 或 
即 RoosC = r= 4Rsin A sin Esin . 角 
2 2 2 的 
所 以 ， 让 
ss A BC 
COS sin 7 sin 7 sin 7 
.zt ~ A .CC 
=2sin < (2sinS sn 全 ) 图 2 
元 A+C A—C 
TAC 
2sin og C08 7 cos 5 ) 
oT Tr ) ) 
= 2sin 可 sin 8 +cos( 8 C 
=c0s Tl+2sin Sos( -LC) 
A A A 
一 3 mw- 一 一 十 Si — 一 十 Si ”一 -一 _ 
cos 二 1 sin( 2 AC) sin( AC | 
两 边 消去 cosC ,得 sn{ ZC- 王 )=-1- 呈 
XT ,A ”Xx 
< 一 一 < 一 一 )， 
0< 一 C 4 < (因为 人 B 7) 


ZC- 于 -asn(1- 妆 )， 
4 2 
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工人 
有 LC= T+arcin( 1 2). 


又 ZA- acin(1-2 | ， 


于 是 sinA oasis (1 (1 2) 
-5G- 工 ,如 图 2 


总 之 ， 或 snA= 妆 ， 或 sinA= 2- 了 了 


7.85 若 直角 和 人 ABC 的 两 个 锐角 A 、B 的 正弦 是 方程 x+ pr+g 
=0 的 两 个 根 . (1) 求 实数 p、g 应 满足 的 条 件 ;(2) 若 p、g 满足 上 述 条 
件 ,方程 xz+ pr + g=0 的 两 个 根 是 否 等 于 某 直 角 三 角形 两 锐角 的 正 
弦 值 ? 


Sk 言 志 


(中 国 江苏 省 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 A.B 为 某 直 角 三 角形 两 个 锐角 . sinA 、sinB 是 方程 
x+ pr + 9g=0 的 两 个 根 , 则 有 : 


A= 广 -49g>0 . OD 
sinA+sinB= ~ p, sinAsinB= 9g. 
snA>0, sinB>0, .. p<0, gq>0. 
snB=cosA, .. sinA+cosA= -pp,， sinAcosA=9g. 
p’=(—p) =(sinA +cosA)’=1+2sinAcosA =1+29, 
即 p*-2g=1. 


1 
由 有 1—2gq= p’—4g 守 0, 则 qs 5 


故 所 求 条 件 是 p<0， 0< < 本 ， p*—2g=1. @ - 
(2) 设 条 件 @ 成 立 , 则 ”pp* 一 4q=1 一 2p 实 0, 故 方程 有 两 个 实 根 
,=P-vp -4g9_ -pbp- v1-2g 
2 2 
“pt+vp -4g_ -p+vV1-2g 
2 2 . 


9 


B= 
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由 @ 有 一 p= vV1i+2g， 
~ Vl-2g<VIi-2g< VI+2g= 一 户 ， 
0<-p- vi-2g<<-p+ V1-2g, (3 
Bp 之 a >0. 
又 a+t+P=(a+B) ~2a8=p’ -2g=1, 
0<a 委 8<1.， .. a.B 为 直角 三 角形 两 个 锐角 的 正弦 . 
7.86 已 知 :直角 全 ABC ,将 斜 边 BC n 等 分 ,n 是 奇数 ,从 顶点 A 
癌 含 有 和 斜 边 中 点 的 等 分 线段 的 两 端 引 射线 ,所 成 的 角 为 e, 斜 边 为 <， 
斜 边 上 的 高 为 ,求证 :tga = 。 
(第 2 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 1] 设 EF 为 斜 边 BC 上 包含 中 点 O 的 一 个 
等 分 线段 . z 
作 AD LBC 于 D. 连 AE、AO.、AF. 





[A 


则 AO= 方 &， EF=—, /FAF=0, 
nn 
AD=h. 
设 AEB=B8， 人 AFB=y. 则 a=f—Yy, 
所 以 





tgB — tgy 
tga=tg(8— 7y)=— OO . 
ge tg(B -7) l + tgptgy WV 


下 面 用 a .有 hn 表示 tgpB ,tg7. 
在 Rt 个 AOD 中 ， 


OD = V OA AD = ~ . 
义 因 为 n 是 奇数 , 则 O 是 EF 的 中 点 ,所 以 








FF a 
二 一 一 二 一 ， 
0 2 27 
/2 2 
DE= OD—- OE=2 4 < . 
1? 
/Apl + 
DF=OD+OF= Yee 


在 Rt 全 ADE 中 ， 
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AD 2nh 
tg8 = 一 一 三 一 一 一 一 一， (2 
DE n Va*—4h*~—a 


在 Rt 全 ADF 中 ， 
条 AD 2.nh 
郑 tgy = 一 = 一 一 一 一 一 一 . 二 
DF nn Va ~ 4h*+a 
将 名 名 代入 得 
2nh 2nh 
to =— 7 Va —4h*—-a nn Val-4h’+a 
8 1+ 2nh :2 
(n Va’—4h* -a)(n Va-4h*+a) 
4 


(m2 Da | 
[证 2】 设 三 为 斜 边 BC 上 包含 中 点 〇 的 一 个 
等 分 线段 ,AD 为 BC 上 的 高 , 则 











AD=h, EF=, /EAF=0, AD=7a 
21 
设 人 DAE=B,，DE=x. 于 是 tgp= 了 ， 
DF DE+ EF 
十 三 一 二 一 一 一 
X teath)= D7 AD 
人 
袜 十 一 
加 n IT QQ 
h nh 
tga + —~— 
hn htga 十 
另 一 方面 tg(a+B)= 一 一 一 一 = 一 8 一 . 
+ -rtga 
l -tga 


htga+x nzx+a 
h- rtga nh | 
ah 


解 得 tga = 一 一 一 . 
nh + art nz 


由 射影 定理 ”AD* = BD DC， 
即 1h*=(BE-7x)(CE+zx) 
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2 
n“—1 
a?. 


4n 


ah 4nh 
从 而 有 tga = 二 一 一 一 . 
S° n*~1, (n*~1)a 
一 一 一 


4n 
7*87 过 直角 个 ABC 的 直角 项 点 B 作 中 线 BD. 设 KK 是 三 角形 
ABD 的 边 AD 与 其 内 切 圆 的 切 点 .如 果 已 知 点 K 把 线段 AD 分 成 两 个 
相等 的 部 分 , 求 : 和 ABC 的 各 个 角 . 
(第 18 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ;基辅 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 设 和 全 ABD 的 内 切 圆 分 别 切 


AB、BD、AD 于 MN、K. 如 图 . . b 
“” AB=AM+MB=AK+BN M 
= KD + BN. z 
A C 


= DN + BN = BD K D 
1 


= AC= AD, 


全 4BD 是 等 边 三 角形 . 
LA=60°, LC=30°", LABC= 0°. 
7*88 ”以 直角 三 角形 的 一 条 直角 边 为 直径 的 圆 将 斜 边 分 成 1:3， 
求 :这 三 角形 的 内 角度 数 . B 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 在 全 ABC 中 ,了 C=90°, 以 AC 为 直径 
作 圆 交 AB 于 点 D( 如 图 ). 
则 一 ADC=90”. 
4D:DB=1:3， 





即 nh*+artnr’= 








“， 可 设 AD=x,DB= 3x， 
由 AC’*= AD.:AB=4x?, 
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让 
的 
计 
并 








几 


郑 


有 AC=2zx. 
ACD=30"=/AB, AA=60.. 

7.89 以 线段 AB 为 直径 作 一 个 半圆 ,圆心 为 O,C 是 半 俩 周 上 的 
点 , 且 OC2 =A4AC:BC, 求 :二 CAB 的 度数 . 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 】 作 CD 1AB, 重 足 为 万 .由 条 件 
4AC.BC= 0C2= AB’, 

AD o 胃 一 方面 ,由 面积 公式 ， 
AC: BC= CD.: AB, 

因此 CD:AB= AB’ 即 CD= 二 4B， 

从 而 CD= 末 0OC. 

不 防 设 DD 在 线段 AO 上 , 则 一 COPD =30?. 

因 公 COB 是 等 腰 三 角形 且 COD 是 它 的 一 个 外 角 ， 

故 了 CBA =15*, 从 而 CAB=75*. 

如 果 D 在 线段 OB 上 , 则 根据 同样 的 讨论 得 人 CAB = 15°. 

故 了 CAB=75' 或 15°. 

7*90 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,BAC= 50', 人 CAD = 40', 人 CBD 
二 20", 了 BDC = 25", 试 求 : 两 条 对 角 线 所 夹 的 锐角 的 度数 . 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 考察 入 BCD 的 外 接 圆 ,O 为 圆 


心 . Wn 
{AN ”mw me 
oon 2 CBD= 40°= /CAD. 
YY 下 而 来 证 明 点 0 与 A 重合 
众所周知 ,以 给 定 的 线段 为 底 边 ,以 给 定 


的 角度 a 为 顶 角 的 三 角形 的 顶点 的 轨迹 是 两 
段 圆 弧 ,二 者 关于 底 边 所 在 的 直线 对 称 . 由 于 点 A 和 0O 都 在 BCD 的 
内 部 ,所 以 我 们 在 以 BC(CD ) 为 底 边 所 张 成 的 两 段 弧 中 选 出 位 于 
二 BCD 之 内 部 的 那 一 段 .所 选 的 两 段 骤 至 多 有 两 个 交点 ,其 中 之 一 是 


点 C, 于 是 另 一 个 就 既是 A 又 是 O, 所 以 点 O 与 A 重合 . 
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设 巨 是 对 角 线 的 交点 ,K 是 线段 CO 的 延长 线 与 @O 的 交点 .于 


/KCD= 7 LKOD= (180° _ 40 =70" 

/CED =180 ~ /CDE- /ECD 
=180°—25°—70° =85. 

[ 解 2] 证 对 角 线 交点 为 上. 






LCBD=20°,/ BDC=25°, 
LBCD= 180° — 20° —25°=135°. 
ABC+ /ADC= 360° -90" — 135° c 
=135°. 
以 下 简 记 了 B=/AABC, DD= 人 /ADC. 上 
由 正 藤 定理 有 和 
BC: AC = sin50° :sinB, A D | 
CD: AC = sin40" :sinD. 
_ AC.sin50° _ AC .sin40° 
snB sinD 
由 此 及 正弦 定理 又 有 


sin30 *sinD _ BC __ sin25 
sinB'sin40” DC sin20” 
化 简 依 次 得 到 

sinDsin65" = sinBsin70° = sin(135° ~ D )sin70" 
= sinl35 cosDsin70 — cosl35" sinDsin70" 
二 sn70'eosD 十 sin70°sinD. 

sin6 = sin(45° + 20° ) = sin45" cos20" + cos45°sin20° 

V2 


2 
二 sn70 十 了 cos70 . 


将 此 代入 上 式 , 得 到 
sin Deos70° = sin70 cosD , tgD = tg70". 
D=70. 
ACD=180° -40 -70 =70 
LCED= 180° -70 -23 = 85°. 
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a 言 己 


作 三 角形 的 内 切 圆 ,以 三 边 上 的 切 点 作为 第 二 个 三 角形 的 

顶点 . 再 作 第 一 个 三 角形 的 内 切 圆 ,再 以 它 三 边 上 的 切 点 作为 第 三 个 三 
角形 的 顶点 .现在 第 三 个 三 角形 的 各 内 角 分 别 与 第 一 个 三 角形 的 相等 . 
试 求 : 这 些 内 角 的 度数 . 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,19S7 年 ) 
[ 解 ] 作 公 ABC 的 内 切 圆 , 设 切 点 分 
别 为 A1、Bi、Ci. 再 作 公 A1BIC 的 内 切 
, 设 切 点 分 别 为 A;,、B,、C;. 如 图 . 
设 /A=a, 人 B=B8, /C=7Y, 


、 m 1 一 一 人 ~ 
则 AI=LABIC!= — BiCi. 


2 
但 一 ABICI -二 (180'- a) 








同 理 LB1=%0°——8, LC1=90° -57. 
As =90 -于 LAI=90- 计 (90- 人 oj=45+ 工 w 

但 已 知 了 A= 了 A,， 妈 a=45"+ 二 人 

.. a=60". 

同 理 可 求 得 86= y=60". 

故 AA=AB= 人 人 C=60". 


于 外 接 贺 的 半径 , 求 :一 C. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 


心 . CC 为 @O 的 直径 (如 图 ). 
/ABC= /ACTC, 
LKCB= /ACC.. 





7'92 设 公 ABC 的 顶点 C 到 垂 心 的 距离 等 


[ 解 ] 设 信 ABC 的 外 接 圆 为 OO,K 是 垂 


设 A 是 BC 边 上 的 高 , M 是 AC 的 中 点 . 
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则 | 
MH= MC, CK = CO. 
Rt 人 CMOSQRtA CHK, 
有 MC= CH. 
即 ” 公 CMH 是 正三 角形 . 
故 人 C=60". 
7.93 ”从 三 角形 的 同一 顶点 出 发 的 角 平 分 线 ,中线 和 高 ,把 这 个 角 
四 等 分 , 求 : 这 个 三 角形 的 各 个 角 的 度数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 设 公 ABC 是 这 样 的 三 角形 ,从 顶 
点 C 所 引 的 高 CH, 角 平分 线 CL 和 中 线 CM 
把 和 人 ACB 分 成 四 等 分 (如 图 ), 即 
LACH=/AHCL=/LCM=/MCB=a. 4 
设 @O(R) 是 个 ABC 的 外 接 圆 ,延长 
CM 与 QO 交 于 DD, 则 
CDB= /CAB= /CAH=90° a. 
LCBD =180°- (LCDB+ /BCD)=180°- (90°~a)-a 
= 90°. 
CD 是 扎 O 的 直径 ,AM 即 圆心 O. 
又 AM= BM=AB=CM=R, 
LACB=4a=90°, a=22°30". 
因此 , 在 全 ABC 中 ，ACB = 90°*， 人 人 ABC = 22°30’， 人 /CAB = 
67°30”. 
7.94 公 ABC 的 内 心 为 K、AB、AC 的 中 点 为 C 和 Bi ,直线 CI 天 
区 AC 于 B,, 直线 BIK 交 AB 于 Cs, 若 全 AB,C, 的 面积 与 人 ABC 的 面 
积 相 等 , 求 : 了 CAB 的 度数 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 内 切 圆 K 切 AB 于 EE, EE 为 OK 的 直径 ,点 下 与 点 EE 
关于 CI 对 称 . 
我 们 首先 证 明 CE .下 三 点 共 线 . . 
设 直线 CE 交 4B 于 下, 过 EE 作 AB 的 平行 线 交 CA 、CB 于 A'、 





污 二 法 注 失 称 沈 
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B’', 则 人 CAB'wA CAB. 
设 相似 比 为 4. 由 于 OQK 为 人 人 CAB 
的 旁 切 圆 , EB =X(s -a), 所 以 FB=;s 
-a 二 AE, 其 中 ;为 人 ABC 的 半 周 长 . 
于 是 AB 的 中 点 Ci 也 是 EF 的 中 局 ， 
从 而 下 和 斑 重 合 , 即 CE .下 共 线 . 


AB, AC 

一 “ 一 川 | , 一 一 一 一 一 一 . 

由 KE=KFE ,CIE= CIF， 则 CF/ BaC, AC, = AF 
AC, AB 、 vy 、 
间 理 AB, AG 这 里 G 在 AC 上 ,定义 与 下 类 似 . 


由 已 知 全 AB,C, 和 和 人 ABC 的 面积 相等 , 则 
De4BC AC2* AB,_ AC1* AB! 


Saapce AC:AB AF:AG 一 上 





6 
4BI=， 4Ct= 了， 4F=y-D，4G=-c， 
be 





Ae pl 
故 (a-b+t+e)(a-ct+b)= bec. 
即 a“=b*+c -bc， 于 是 人 CAB=60". 
7.95 玉 为 圆 外 一 点 ,直线 EAB 与 直线 EDC 的 交角 为 40" ,车 


AB= BC= CD, 求 ;ACD. 


(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 人 ACB=a, 人 人 ACD= 8B. 

.AB= BC， 

.. BCA=A/ABAC=a, 

又 _CD=BC, 

“. CD=BC,ALDAC= ACAB= a. 

又 LBAD+ LBCD= 180°, 


且 ZE 的 度数 = 二 (BC - AD ) 的 度数 ， 


3a+ B= 180", 
a— B=40. 


则 有 
解 得 B=15', 即 一 ACD=15". 
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7.96 一 个 三 角形 的 内 切 圆 及 三 个 旁 切 圆 的 半径 为 一 个 等 比 数列 
的 连续 4 项 , 求 :这 个 三 角形 的 最 大 和 角 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 人 人 C 为 最 大 角 , 且 设 内 切 贺 , 旁 切 加 半径 为 rr rr.. 
由 题 设 有 ”rir, = rr.. 容易 求 得 


， B 
r= (sD)tg 7 (sc)ctg, 


p= (sa)ctg 7 (scctgS, 


J> | 网 


B 
r= (sactg 7 (sb)ctg 





r= (stg7, 


其 中 ;一方 (a+b+c). 于 是 有 






和 


B B CcC 

(sa)(s- octg sg = a te Ewe, 
2 2 2 

即 cig SF =i8 


2 
。 > | C 
或 0 一 一 =tg 一 . 
‘(9 2 tg > 


由 于 0*<90 一 节 <90*,0'< 革 <90 
CC 入 /on 
90 7 32， 体 C=900. 


7*97 过 点 A 有 两 条 直线 夹 着 一 个 锐角 4a ,在 这 个 夹 角 内 有 一 个 
圆 与 一 直线 相 切 于 人 下, 与 另 一 直线 不 相交 .已 知 圆 的 半径 为 ,AT 长 
为 a ,圆周 与 不 相交 的 直线 的 最 短 距离 为 b, 求 ;sina cosa ,tga 之 值 (在 
结果 中 分 母 不 要 开 方 号 ). 

(中国 天 津 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 

[ 解 ] 作 OB AB, 交 圆 于 C, 则 CB= 56. 

连 QA .OT, 则 

OA = vAT?+OT*= Vat+tr?, 

4B= v OA’*~ OB*= Va-26r- pb. 
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a 半 已 





设 人 TAO=al, 人 BAO= ao2， 


| r a 
sinal = 一，C0SQ] 一 一 一 一 ， 
/tr /ty 
. ri+pbp . Va’~2br-b* 
sina2 三 一 -一 一 一 ，cosa2 = -人 一 一 一 . 
2 /rr 
7 
, . artabti+r Va’—2br—b” 
故 sina =sin(al+a2)=— 
G 十 大 
a Vae2 一 2pr 一 六 一 入 一 产 
及 cosa =cos(al+a2) = 3 ， 
a’+r 


tga = 


sina_art(b+r)va’ -2br-b 
SO 


a*— (b+r)’ 
2. 多 边 形 及 图 内 角 的 计算 及 其 他 


7.98 如 图 ,正方形 ABCD 的 边 长 为 icm, AE/ BD, 且 BE = BD， 
求 :(1) 一 AED 的 度数 ;(2) 线 段 AB 的 长 . 
(中 国 中 学 生 数 理化 接力 赛 ,1986 年 ) 
R [ 解 ] 分 别 过 4 五 作 BD 的 垂 线 , 垂 足 为 瑟 、 


K. 
LA SN、， 由 AE// BD ,得 AH = EK . 


ABD=45 
， AH= BH= EK = om, 
B C 2 
BD = BE = Y2em, 
EK= 5 BE, EBK =30. 
LBDE=75°, /AEFK = 105°", 


BK= Vv BE- EK’= fom 
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7'99 给 定 一 个 正方 形 ABCD ,在 边 AB 和 
对 角 线 AC 上 分 别 取 点 已 和 Q, 使 AP:PB= 
3:2,AQ:QC=4:1. 试 求 : 公 PQD 的 各 内 角 的 大 


小 . 


AFE = HK = (om 





(第 14 届 全 俄 数学 奥 林 匹 元 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,把 正方 形 分 成 5x5=25 个 小 正方 形 . 

容易 证 明 全 PQRS 空 ^SQD， 

于 是 ” 公 PQD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

所 以 ”三 内 角 分 别 为 45° ,45" ,90”. 

7.100 设 人 EAB 在 正方 形 ABCD 的 外 侧 , EA = EB,F 在 EA 上 ， 


EF= AB,BF= BD, 求 .AFB. 


则 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 如 图 . 设 EF= AB=1,， 


BF = 2. F 
设 AEB=2x,BE= +， E 
则 由 余弦 定理 可 得 


2= BF’=1+1—21c0s2x. 图 B 

而 由 等 腰 三 角形 AEB 易 得 
2tsin 三 AP= 工 . 人) 
由 人 .@ 消 去 ;得 2=1+ 一 一 -12m 
4sin’ x Sin 

即 8sim x -4sinr—4sinr+1=0, 
或 (sinzx +1)(8sin x -4sin x -4sinr + 1)=0, 
由 此 可 得 ”(8sintx 一 8sin x 二 1) 一 (3sinzx -4simx)=0, 
(1-8sin’ xcos x)— sin3x =0, 
或 (1 一 2sin*2x) 一 sin3x =0, 
有 cos4z -sin3x =0. 


从 而 可 化 为 sin( E47 )=sin3z. G) 
由 于 全 AEB 为 等 腰 三 角形 ,上 旦 AB<AE， 则 27<< 本 ， 从 而 
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37 为 锐角 . 
, 元 三 | i 4 

又 由 x>0 及 27< 可 得 < < 

克 


— 4x 二 37x， 
2 


再 由 @ 可 知 7 -4x 也 为 锐角 .于 是 


LAEB=2+=. 
7.101 正方 形 ABCD 边 长 为 1, AB,AD 上 各 取 一 点 P,Q, 使 
和 人 APQ 的 周 长 为 2, 求 :PCQ 的 度数 . 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考 试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 延长 AD 到 R, 使 DR= PDB, 连 


Bb A 结 CR. 于 是 有 z 
7 、 ACRDEACPB. 

p “. CR= CP,/RCD= /LPCB. 
CC 、 AD+AB=2=AQ+QP+PA， 
A 0 .~. 


~ PQ = DQ + PB= DQ + DR 
= RQ. 
人 CRQLQA CPQ. 
/RCQ= /PCQ. 
LROQ + LPCQ = LARD + LDCP = LPCB + /DCP 
= 90"， 
LPCQ=45°. 


7'102 在 和 矩形 ABCD 的 内 部 取 点 M ,使 得 人 BMC + 人 AMD = 


“180*. 试 求 :BCM + DAM 之 值 


(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 记 人 DAM = a, 人 BCM = 8， 
了 AMD= wo, 人 AMB = 09, 于 是 有 
LBMC= 180° - ¢, A CMD= 180°— 0. 
在 全 4ABM .、ACDM 、 和 BCM .和 会 DAM 中 应 
用 正弦 定理 ,得 到 
AB_BM CD_DM 


， 9 ， 
sing cosa sing cos8 
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BC BM AD_DM 

sinp sinp sinp sina 
cosC DM sina 

cosa BM sing 

sinacosa = sinBcosp. 

0= sin2a ~ sin28=2sin(a ~ PB)ecos(a + B). 

由 于 a 与 8 都 是 锐角 . 故 或 者 a=B, 或 者 a+ B=90". 当 a=B 时 ， 
BM = DM, 这 时 ABCD 为 正方 形 且 M 为 中 心 .此 时 a+B8=90 ,从 而 
总 有 a+ B= 90". 

[ 解 2] 过 M 作 MN/ AB 并 取 MN = 

AB, 连 结 AN、ND. 于 是 四 边 形 ABMN 和 _ 个 
Ac 都 是 平行 四 地形 Ri i 

“. AN= BM, ND= MC， 和 

XX. AD= BC， 

~ ANADSZA MBEC. 一 一 人 

/BMC= /AND, B C 
LBCM = /ADN. 

LAND+ /AMD- /BMC+ /AMD = 180°, 

N .A .M.D 四 点 共 圆 . 

AMN= /ADN= /BCM. 

/BAD=90°, .. MN | AD. 

LBCM+ ADAM= /AMN+ /DAM = %". 

7'103 葵 形 ABCD 中 ,了 A=60°,EE 为 直线 AD 上 一 点 且 五 不 同 
于 DD, 直线 CE 与 4B 交 于 下 ,直线 DF 与 BE 交 于 M, 将 人 BMD 表 为 E 
在 AD 上 的 位 置 的 函数 . 

(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 设 AB=a,AE=x,AF= y,DF= 2,BE= vw. 
AE/ BC., 
人 AEFWA BCF, k MM 2D 
Vy 2 
yta a 4 C 


在 FAD 中 ,由 余弦 定理 得 
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ee 





给 记 


z= y +a +ay. 区) 

在 全 AEB 中 ,由 余弦 定理 得 

v= 7 +a ~ ax. 3) 

由 中 . 罗 消 去 zx 得 
2 a 


te 














25 二 一. 由 


aty 


又 由 余弦 定理 得 


有 QD 二 -全 人 


aty 


将 @ .四 代入 @@ 并 利用 @ 得 











Tr 
e+(yta)-y y+3ayt+2a’ 
2(y+a)z 2(y+ ah)xs 
a+ty 

2< 


, 2a7 十 +y 
将 @ 代 入 @ 得 “cosCADF= < 工作 = 全 


于 是 cos ABE = cos ADF. 

因而 A、B.D、M 共 圆 . 

于 是 DMB= DAB=60". 

若 玉 在 DA 延长 线 上 仍 可 求 出 人 DMB = 60.. 

若 巨 在 4D 延长 线 上 同 法 可 求 出 DMB = 120". 
7.104 ABCD 为 平行 四 边 形 ,EF 在 线段 BC 的 内 部 ,如 果 公 DEC、 
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和 BED 及 人 AB4D 都 是 等 腰 三 角形 , 求 :人 DAB 可 能 取 哪 些 值 . 
z (第 19 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 由 ABCD 是 平行 四 边 形 , 则 可 设 A= 人 C=a, 人 人 ADB 
= ADBC=6, 双 设 人 ABD= v9,/ BDC=r,LEDC=B,/BED=Y. 

首先 可 以 证 明 a 为 锐角 . 

否则 ,车 全 ABD 和 公 DEC 为 等 腰 三 角形 ,只 能 有 AB = AD ,CD = 
CE ,从 而 与 五 在 BC 内 部 逆 盾 . 

下 面 分 几 种 情况 讨论 . 


















一 十 
(1) 若 DC=CE, 则 8= 一 一 ，7y=xr-p8= 二 一 > 工 . 
”2 2 2 
DE = BE. r=0= z 
又 由 CD/AB 可 得 w=B+z， 8 
p 工 -4+ 开 -3 一 o) 角 
2 4 4 9 
(GD) 若 x=9, 则 = 了 算 
-十 上- 3X 
(看 二 2, 则 “= 了 了 


(2) 若 DC= DE， 则 y=x-a>， 
从 而 只 有 DE = BE ， 


Aa_T 7Y_o 
且 r=0= 7 了 ， 
及 og=B+r=B+6>6. 
册 '… 和 人 4DB 是 等 腰 三 角形 ,又 a 关 6，.…. a= 9. 
则 r=8+t9+a=a. ，. a= Ex. 
(3) 者 CE = DE , 则 B=a,Y=2a. 
(和 厨 S=7y=2a, 则 由 于 wp>8=a， 

pp 一 0G=2a. 


故 r=a+o+G=Sa， x. 
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XY Xx 


(i) 若 rz=@, 则 人 = 本 





当 a=6H 时 , a=x -4a, a— 5 


当 $= 9 时 ， 3a=X—4a, x = 了， 





综 上 所 述 ,人 DAB 的 取 值 集合 为 ”a€ 开 , 到 ,下 ,下 | 

7.105 ”等 腰 梯 形 被 对 角 线 分 为 两 个 等 腰 三 角形 , 试 求 等 腰 梯 形 的 
各 角 大 小 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 

[ 解 ] 设 在 四 边 形 ABCD 中 ,AB/ CD， 
AD= BC= CD. AB= BD( 如 图 ). 

设 ABD=x， 人 A=y,， 则 

r+2v=180"，， {x=36", 

A B 3x+ y= 180.. 解 得 2 
LAA=/AB=72", 
LC=LD=108". 

7…106 在 等 腰 梯 形 内 ,有 一 圆 与 梯形 的 上 底 和 两 腰 都 相 切 , 已 知 
梯形 下 底 的 长 为 6, 高 为 $, 圆 的 半径 为 1, 求 :梯形 的 腰 和 下 底 夹 角 的 
E 余弦 的 值 . 
> (中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 、 

[ 解 1] DC 的 中 点 EE 和 AB 的 中 点 G 
的 连 线 EG ,就 是 等 腰 梯 形 ABCD 的 对 称 轴 ， 
OC .OD 分 别 为 BCD .ADC 的 平分 线 . 

/ADC= /BCD, 
/ODC= /OCD. 
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于 是 OD= OC z 
故 O 在 EG 上 .连结 04 ,在 直角 三 角形 AGO 中 !， 





OG = EG ~ OE =4, AG=AB=3, 





“. AO= vAG’+ OG=5. 
设 /0AG=a, 人 OAF= pp. 
则 inoc=CG -二 ， oa = AC 3 
AO 5 AO 5 
在 直角 三 角形 AOF 中 ,OF=1， 
AF= VAO:—- OF:= V5 -1=2y6. 


o_OF_L AF_2%0 
sinp8=-AO 5’ OP AO si 









线 
故 cos 人 DAB = cos(a+8B) 由 
_ 3、_、246_ 4、 工 的 
5 5 $5 5 计 
_6Y6-4 
25 


[ 解 2] 如 图 ,延长 AD、GE 相交 于 
五 . 易 得 
人 HFOWA HGA, 
HF HG 
FO GA 
今 FH=x， 则 
1 3 ” 
即 8zx?+8x 一 25=0,. 
x = (V216-4) 





= 士 (3 6 一 2)，( 取 正 值 ) 


FO 
于 /DAB = cos/ HOF = 一 
是 cos cos HOF 万 
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1 _6Y6-4 

二 36-2)+1 
7.107 一 直线 与 正六 边 形 ABCDEF 相交 , 截 出 一 个 个 AKN ,其 

中 AK + AN = AB. 试 求人 KAN + 人 KBN + AKCN + 人 KDN+ 
全 KEN + 人 KFN 的 度数 . 


a 


(莫斯科 数学 竞赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 点 N 位 于 边 AB 上 ， 点 开 位 
于 边 4F 上 .由 于 4K+ AN= 4B, 故 知 FK = 
AN. 

分 别 在 边 BC .CD .DE 、EF 上 取 点 PR、 
S.T, 使 得 FK = AN = BP= CR= DS= ET 
( 见 图 ). 于 是 ， : 

LKBN= /TAK, /KCN= /SAT., 
KDN= /RAS, /AKEN= /PAR, 





LKFN= /ANAP, 

LKAN+ /KBN+ /KCN+ AKDN+ /KEN+/ KFEN 
=AKAN+ ATAK+ /SAT+ /RAS+ /PAR+ /NAP 
=/AKAN+ /KAN 
=2x 120°=240°. 

7"108 在 其 一 个 圆 中 长 度 为 2.3.4 的 平行 弦 分 别 对 应 于 圆心 角 
xc.a+B, 其 中 w+p8<r. 如 果 把 cosa (这 征 一 个 正 有 理 数 ) 化 成 既 约 
(最 简 ) 分 数 , 回 : 分 子 与 分 母 之 和 是 多 少 ? 

《第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,198S 年 ) 

[ 解 1] 设 圆 的 半径 为 ,由 余弦 定理 得 

一 个 4 一 产 十 三 一 2 六 cosa ， 
/ 、/ NN 9 一 "tr ar reosp, 


16=r +r -2rer'cos(a+ 8B). 





“—2 2 
COSsa 二 7 一 工 一 一 
r r 
2 一 一 9 9 
有 cosp 一 7 本 15， 
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2 六 一 16 8 
及 Cos(atB)= 7 =1- 3: 
, . 2 Vri-l1 . 3 V4r*-—9 
得 sina 三 一 一 一 ， SinB = 2 . 
2 


cos(a + 8B)= cosacosB — singsinB 


8 01-2)0 | 2 Vr-1 3 V4r-9 


] -- 一 =- 三 
2 


即 =2 V(r-1)(4r*-9)-6, 


或 15 一 -64 一 =0， 


一 一 一 一 一 一 - 一 


r* 2 


Ej 


, 4 

由 r* 关 0 得 = 
1_ -1_30_1 
64 32 


故 cosa 的 分 子 与 分 母 之 和 为 32+ 17= 49. 

[ 解 2】 因为 在 同 贺 中 等 弦 所 对 的 圆心 角 B 

相等 ,又 注意 到 弦 长 为 2.3.4 的 弦 所 对 的 圆心 

角 分 别 为 a、8、a + B, 我 们 可 以 把 平行 弦 这 样 A 

移动 : 4 C 
如 图 ,在 圆 上 取 A、B、C 三 点 ,使 AB=2， 


BC=3, 由 于 AB、BC 所 对 的 圆心 角 为 a、B, 则 
AC 所 对 的 圆心 角 为 a+ 8, 于 是 弦 AC = 4. 


因为 <C= 二 ,由 余弦 定理 得 
a AC’*+BC’-AB’ 4+3-2 7 


COS 一 二 二 一 一 一 一 一 一 二 一. 


2 2AC BC 2X4X3 8 
于 是 由 倍 角 公式 有 
eos =2co? 和 -1= 总 C 
所 以 cosa 的 分 子 与 分 母 之 和 为 49. , D 


7.109 如 图 ,已 知 一 个 圆 的 两 条 相交 的 纺 4 
AD 和 BC ,其 中 B 在 AD 的 劣 弧 上 . 设 圆 的 半径 
是 5,BC=6,AD 被 BC 等 分 ,又 设 从 A 出 发 的 
弦 只 有 AD 能 被 BC 等 分 ,这 样 可 以 知道 AB 劣 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞 此 419 





演 半 信和 这 


机 cEF 各 





浙 对 应 的 正弦 是 一 个 有 理 数 ,如 果 把 这 个 有 理 数 化 成 最 简 分 数 一 , 求 : 


岂 ZN 
何 (第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 
才 |， [ 解 ] 如 图 , 设 AD 和 BC 相交 于 已, 连 OP、 
OA .OB .OC. 
EE 由 AP=PD 得 OP | AD. 
4 作 OELBC 于 E, 则 BE=EC=3. 
设 PA= PD=y，PE=x， 则 
BP= BE- PE=3-2, 
PC= PE+EC=3+x. 
又 由 OB=5，BE=3 得 OE=4. 
由 相交 弦 定 理 ”AP: PD= BP:PC， 
y=(3+xr)(3—- x)=9- zr?. 
义 因为 PP 点 惟一 , 则 以 OA 为 直径 的 圆 与 BC 相 切 ,于 是 由 弦 切 角 
等 于 所 夹 弧 上 的 圆周 角 得 人 OPE= A. 











P 
cosA=- 了 = 之， 
| PE T 
X cos/ OPE=o—=——, 
OP Vv 16+ x 
2 2 
得 立 = 一 一 一 ， 即 > 多 ;， 
3 V6+zr: 2 16+x° 
90— zx x” 
是 “2 一 9 一 7 3 一 ， 
将 y 7 代入 7 1 


+327x2 一 144=0. 
zt 一 4 三 一 36( 舍 去 ). 

从 而 PE=x=2, CP=x+3=5. 

由 OC= CP=5 得 和 COP 为 等 腰 三 角形 . 
LCPO=ACOP= /A, 
LA+AAOP=90°, .. LAAOP+/COP= 90°, 

于 是 4O TOC， 从 而 人 AOB+ BOC = 90". 
sin/ AOB = cos/ BOC. 
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,OB+OC-BC 7 
由 余弦 定理 cos 人 BOC = OB OC 5 


所 以 :in 人 AOB= 六 是 有 理 数 ， 即 AB 劣 产 对 应 的 正弦 是 一 个 有 





m 7 
理 数 , 从 而 一 = 


nn=7X25= 1735. 

7.110 一 张 台 球 桌 形状 是 正六 边 形 ABCDEF , 一 个 球 从 AB 的 
中 点 己 击 出 , 击 中 BC 边 上 的 某 点 Q@, 并 且 依 次 碰 击 CD 、DE 、EF .FA 
各 边 , 最 后 击 中 AB 边 上 的 某 一 点 . 设 了 BPQ = 0, 求 :9 的 取 值 范围 ( 提 
示 : 利 用 入 射 角 等 于 反射 角 的 原理 ). 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 

[ 解 1] 设 球 依次 击 中 CD、DE .EF FA、 
AB 各 边 上 的 点 R、S、T.U、V( 如 图 ), 根 据 入 
射 角 等 于 反射 角 的 原理 ， : 

LPQB= /ARQC, 又 

LB= /AC=120°, 


CC Rk D 


~ BQ CQ 
因此 公 PQBO@ 人 RQC， 则 Bp 7 CR- 
同 理 可 依次 推 得 
BQ_CQ_DS_ES_ FU AU 
BP CR DR ET FT AV: 
由 等 比 定理 得 
BQ+CQ+DS+tES+tFU+AU BQ 
BP+CR+DR+ET+FI+AV BP 


不 失 一 般 性 , 设 正 六 边 形 的 边 长 为 1， 











| B 
令 AV=+, 则 上 式 变 为 ; 2 5 t - 尿 
BQ_ sing __ 2 


由 正弦 定理 ,得 二 = 二 一 一 一 一 —. 
下 笃定 二 ,全 pp “yn(60° 0) jetgb_1 


3 2 


2.5+¢ V3ctgO—1 


3 V3 
8 = . 
故 ttg 8 
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线 
段 
或 
和 
的 
计 
算 





所 cr 小 





3Y3 3 V3 
<trg< 
10 CO< 


因此 ,6 取 值 范围 是 arctg 3 )< 0< arctg (3 ) . 


[ 解 2] 如 图 ,再 作 正 六 边 形 DCD 
EFF” ,正六 边 形 EFA™*F . 
延长 PQ 分 别 交 CD .DEVEF FF 
yr A .AB 于 R'.S TU V 各 点 . 
设 球 击 中 CD .DE .EF、FA、AB 各 
边 的 点 分 别 是 尺 、.S、 工 .UV, 由 于 入射 


由 于 0<t<1,， 有 





角 等 于 反射 角 , 易 证 

和 QCR LAQCR, AR'D'S LARDS, ASET QASET, 

ATFU SQ CATFU, AUA'V QAUAV. 

球 击 中 CD 上 R 点 相当 于 球 击 中 CD 上 RR 点; 击 中 DE 上 S 点 相 
当 于 击 中 DE 上 S 点 , 依 此 类 推 . 

因此 , 球 行走 的 折线 PQRSTUYNV 转化 为 直线 PQR'ST UVY- 

易 证 B .A 、F 下 共 线 , 设 这 一 直线 与 AB 的 中 牌 线 相交 于 M， 
则 有 

BM/ BA, BMI MB. 

易 证 B.D 、F .B 共 线 与 A、C、E 、A' 共 线 . 

因为 B'A’ 和 BA ,所 以 BB'A’A 是 平行 四 边 形 . 

若 PQ 延长 后 能 与 平行 四 边 形 内 的 线段 CD 、DE 、E'F FA 相 
交 , 并 与 A'B 相交 , 则 线段 PV 应 在 平行 四 边 形 BBAA 的 内 部 .因此 ， 
必 将 有 

LPBM</APVM= /BPQ=0</LPAM 的 

不 失 一 般 性 , 设 正 六 边 形 边 长 为 1, 则 
3 V3 


BM=5, AM=4, IM= > 


tgL PA MI 2x4 8 
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由 ( * ) 式 有 3 人 < itgbg< 3 ， 因此 ,9 取 值 范围 是 


arcig| 3 .3 > 所 0< srctg| 2 2 


7.111 弹子 从 半径 为 R 的 贺 形 弹子 台 距 中 心 a 处 射出 ,碰撞 台 

边 两 次 后 反射 到 出 发 点 , 试 决定 弹子 的 射击 方向 (弹子 的 大 小 不 计 ). 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[ 解 11 如 图 , 设 O 为 加 台中 心 ,弹子 从 A 
处 射出 ,经 B.C 反射 后 回 到 A 处 . 

因 反 射 角 与 人 射 角 相 等 , 故 BO、CO 平分 
一 BC. 即 OO 为 入 ABC 的 内 心 . 易 证 入 ABC 为 
等 腰 三 角形 . 

故 4O 1 BC, 设 垂 足 为 也. 又 从 和 4BC 内 切 
圆 半径 为 >, 则 

AO=a, BO=R, OD=7. 

由 骨 平 分 线性 质 得 

a __AB VAD’+ BD?_ V (atr)y+(Ri-r) 

rr BD BD Ri ， 


D4 2p2 .p12 
解 得 -= 立 一 4 一 (已 负 根 舍 去 ) 


以 > 为 半径 作 弹 子 台 的 同心 圆 ,过 A 引 此 圆 的 切线 即 弹子 射击 方 






入 半 人 这 





[ 解 2] 由 解 1 知 ，AO | 上 BC. . 设 LO0AB=a, 则 
AOBA= 林 ABC= 亲 (90 一 o) 
由 正弦 定理 得 一 一 一 一 = 上， 
sin 3 (0 a) 
B 2a2sinca + Rsina — R*:=0, 
V Ri+8a?R’:-R? 


得 ”sine = 2 
4a 
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VR'+8a RR’ 
4a” 


此 即 射击 方向 与 AO 的 夹 角 . / 
7.112 用 几何 方法 求 tg75 的 值 , 且 证 明 aretg 习 


了 :, &=arcsin 


几 
何 / 
郑 


| 
] 
L 
| 
六 1! 
| 
| 
| 


和 tarctg =45", 
A (中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 作 售 ABC 使 BC=1, 了 A=30', 人 人 C 


则 AB=2，AC=VvV3. 
延长 CA 到 DD, 使 AD= AB， 
C 则 一 D=1S ， 一 DBC = 73”， 


= + 
[证 1】 作 直 角 生 ABC, 使 BC=1， 


AC=2, LC=90°, 








则 二 BAC = arctg 了 


4 dr 作 AC 边 上 的 中 线 BM, 作 AD BM , 交 
\、_ BM 的 延长 线 于 DD. 
D z 则 全 BCM 与 人 ADM 都 是 等 腰 直 和 角 三 
LBMC=45°, AM= MC= 1， 


AD= DM= ,BM=Y3, 8D-3 


» 


A ABD = arctg 人 一 arctg 二 . 


而 LBMC= LBAC+ LABD=arctg 7 +arctg = 
2 
[证 2] 作 等 腰 直 角 三 角形 ACB, 人 C=90', 人 A= 人 B=45°, 又 
作 中 线 AD .CE ,相交 于 O， 


1 1 
arctg 一 十 arctg 了 = 45 . 
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则 CE= ALE, CE | AB. 
由 中 线性 质 得 OF = 
OE_1 
人 要 人 hE 3 


| (所 一 


1 
即 /EAO= =arctg 3 


又 CD= 本 BC= 了 4C， 





> | 一 


1 
OA 7 即 CAD arcg 2 


arctg = + arctg -一 = /CAD+ /EAO=45. 


地 






悦 衬 下 水 有 主演 
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见 


{第 八 意 面积 的 等 式 与 求 值 问题 


(一 ) 三 角形 面积 


8.1 已 知 :直角 三 角形 的 周 长 为 2+Y6 , 斜 边 上 的 中 线 长 为 1, 求 : 
这 个 三 角形 的 面积 . 
B 


(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 AB=c,AC=4b5,BC=a, 如 图 . 


CD=1, .. c=2. 
. 于 是 a 
a* + 6b*=4. (2 
(一 @ 得 2ab=2, ab=1. 
C A 和 1 1 
jy DAA 7 WE 


8.2 人 4BC 是 面积 等 于 1 的 直角 三 角形 , A“、B"、C' 分 别 是 A、 

B.C 关于 各 自 对 边 的 反射 点 . 求 :全 A'B'C' 的 面积 . 
(第 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) . 

[ 解 ] 设 人 人 BAC = 90"， 

如 图 , 连 AA', 设 直线 AA“ 交 BC 于 DD, 交 
BC 于 万 

由 对 称 性 可 得 BC ZBC. 

又 由 AA | BC 可 得 44 BC 

和 目 AD’=3AD. 





426 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





Soasc = 本 AD'BC' = 3AD BC=3Saae =3. 
8.3 如 图 ,在 等 腰 直 角 人 ABC 中 ,AB = 1， 
了 A=90", 点 五 为 腰 AC 的 中 点 ,点 下 在 底 边 
BC 上 , 且 EF BE. 求 ;全 CEF 的 面积 . E 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1998 年 ) 





[证 ] 过 C 作 CD CE 与 EF 延长 线 交 于 7 
D. 

“ .LABE+ /AEB= 0", 

月 LCED+ /AEB=90°, 
LABE= /CED. , 而 

故 Rt 人 A ABEODRtA CED， 
Sean (CE) 1 C 
SAaE \AB/ 4， ASc 5 

日 GE_4B_， Vy 
CD AE : 间 

又 人 ECF= 人 DCF=45°, 则 CF 是 人 DCF 的 平分 线 , 因 而 下 到 | 区 





CE 和 CD 的 距离 相等 . 
SACEF _ CE _ 
Same CD 





2， 


1 2 1 1 1 
S 三 一 = 一 X 一 Sr 三 二 X 一 X 一 一 一 
故 ACEF 二 人 AcDE 3 “了 4 SAABE 3 ”4 7 SAABC 5 


8.4 如 图 ,在 人 ABC 中 ,AB=7,BC=4, 又 


DD 是 AC 上 一 点 .BD=3, 且 人 =2, 求 :Sap 人 
用 


(中 国 理科 试验 班 招生 试题 ,1997 年 ) D Cc 
[ 解 ] 过 A 作 AE// BC 交 BD 延长 线 于 EE， 


则 4 
A -2 -一 八 
BD DC “’ B 六 全 C 


DE=6, BE=9, AE=2BC=8. `、 


在 人 ABE 中 由 海伦 公式 有 (注意 到 六 = 本 (< \、 
+b+c)= 12) 
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Saapre = VI2X4xX3x5= 12Y5. 

又 /BAFE+/ ABC= 180", 
几 | 

， 名 人 ABC BGC. ] - 

~ 一 一 一 = 一 ，:… SAar=6V53. 
Saapkg AE 2 AK 


8:5 P 号 是 人 ABC 内 的 一 点 ,连接 AP、BP、CP 并 延 
长 ,分 别 与 BC .AC .AB 交 于 DE.FF 点 ,已 知 :AP=6,BP 
=9,PD=6,PE=3,CE=20. 求 :全 ABC 的 面积 . 
AN (第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
A\ [ 解 1] 在 PB 上 取 PM= PE=3, 又 由 PA= PD=6，, 
4 Fp 则 全 PAESAS PDM. 
从 而 可 证 DM/ AC. 
BP=9,. 则 BM=6，M 是 BE 的 中 点 . 
D 是 BC 中 点 . 
过 品 作 DN/AF 交 PC 于 N, 则 可 证 和 PFA4S2APND. 
又 RN 是 FC 中 点 ， 
PF= PN= 本 CF=5 从 而 ”PC= 15. 
| 在 APBC 中 ,PB=9, PC=15, PD=6. 
8 





- 由 三 角形 中 线 公式 得 


E 
2PB* +2PC* ~ BC 
-aa 


x81+2xX225— BC 
则 36 81 人 BC 


BC*=2x81+2x225—4x36=468, 
即 BC=6 V13, BD=3 v13. 
由 PB=9, PD=6, BD=3 V13 可 知 BD’*= PB’+ PD’, 


所 以 人 PDB 是 直角 三 角形 ,于 是 SApgD = PB x PD= 27. 


由 品 是 BC 的 中 点 , 则 Saprx= SApgp 王 27. 
又 由 PA = PD， 则 

SapPAC =27 = SAPh, SApaB =™27= Sapgp. 
于 是 SA jp =4X27= 108. 

[ 解 2] 由 解 1,D 是 BC 的 中 点 ,PC = 15. 
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设 CD= BD= xz, 则 人 CPD 的 半 周 长 为 全 地 ,人 PDB 的 半 周 长 


13+ x 
“2 
由 SACPD = SA pp 及 海伦 公 于 得 


tz (2+x 15) (2+2 -6) (+ >) 
2 


2 2 2 
(本 (< 二 ( 呈 下 


有 (21+x)(x-9)(xr+9)(21— x) 
={(15+x)(15—x)(x+3)(x— 3), 


即 (21 x)(x ~ 0)=(15 一 (xz — 3). 看 
由 此 解 得 x*=13x9. z A 
1 1 入 
Serp= 去 (212- za)(z2-9)=182x32x 二 ， ， 
SAcpp= SAaprc = 27, 求 
有 Sapnp=27,SAapc =4X27=108. 
是 


8.6 设 G 为 人 ABC 的 重心 , GA =2yv3,GB=2,2,GC=2, 求 ， 
和 全 ABC 的 面积 . 





(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 延长 AG 到 P, 使 AG= GP, 连 PB PC. 


则 四 边 形 BPCG 是 平行 四 边 形 . ; 
GP= AG=21Y3, 、、 
BP= GC=2, -一 PP 
1 
BG= PC=2 2. , 
4 C 


又 (2y2)2+22=(2V3)?， 
… 合 GBP 是 以 GP 为 斜 边 的 直角 三 角形 . 
有 Sop= 5 X2x2V2=25, 
SAapc =3SApp;=6 2. 
8.7 在 ABC 中 ,tg 人 CAB= 竺 ,从 A 引 BC 的 重 线 把 BC 分 为 


长 为 3 和 17 的 两 段 , 求 :人 ABC 的 面积 . 
(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
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T[ 解 ] 如 图 , 设 BC 的 高 AD 的 长 为 xz， 


/ABAD=a,/ DAC= fp. 
l 7 
则 tga= 计 ， 8p= 
节制 症 
2 
由 已 知 tg 人 CAB =tg(a+ 月 = 气 
3 17 
-一 - 十 一 一 
一 区 证 
1 二， 
有 11lz -70>-S61=0 


r=11, z= (全 去 )， 


所 以 AABC 的 面积 S 为 $=7BC:AD=7 (+3) X11 


2 
110. 

8:8 已 知 : 全 ABC 中 ,ACB=90',BC:AC=3:5,D.E、F 分 别 
是 BC、AB、CA 的 中 点 .(1) 试 证 在 全 DEF 的 三 边 上 存在 这 样 的 点 P, 使 
得 CP*= 公 ABC 的 面积 .(2) 求 出 所 有 满足 条 件 的 点 已 ,并 给 出 证 明 . 

(中 国 广州 福州、 重庆 武汉 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 

[证 ] (1) 不 妨 设 BC=3a, 则 AC=5a,AB= V34a, 从 而 人 ABC 


的 面积 S= 人 


于 是 ,对 于 满足 条 件 的 点 已 ,有 CP= VS-3 V30a. 

现在 证 明 ”以 C 为 圆心 ,VS 为 半径 的 圆 C 与 人 DEF 的 三 边 必 有 
公共 点 . 

事实 上 ,由 于 CE= 了 4B-= 了 V 绚 o>V5， 

日 CD= 了 BC- 了 oa<V5， 

则 DD 为 圆 C 内 的 点 ,而 五 为 圆 C 外 的 点 , 故 圆 C 与 线段 DE 必 相 
交 于 一 点 Pi ,此 时 显然 有 CP1= (VS) = S. 满 足 条 件 . 


(WUC 为 圆心 ,VS= 卫 V304 为 半径 的 圆 与 线段 DE .EF 顺 次 
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交 于 PP;, 即 为 所 求 满足 条 件 的 所 有 点 ， 
Pi 点 的 存在 上 面 已 证 . 


同 理由 于 : CF= Ta< VS<CE, 可 知 疼 | 
A 


C 与 线段 EF 交 于 一 点 P,， C F 

另外 由 于 DF 都 是 圆 C 内 的 点 , 故 线段 
EF 与 贺 C 不 相交 . 

由 此 可 知人 DEF 的 三 边 上 满足 条 件 的 点 已 有 且 仅 有 两 个 ,如 上 图 
中 Pj 、.P; 所 示 . 

8.9 已 知 :a 是 三 角形 的 一 个 内 角 , 并 且 这 个 三 角形 的 某 两 边 长 
是 方程 z 一 24x + (22 -sina - cosa) = 0 的 两 根 , 求 :这 个 三 角形 的 面 
积 . 

(中 国 福 建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 由 题 意 可 知 二 次 方程 有 实 根 ， 

A=( _ 24 )2 — 4(23 _ sinag ~ cosa) 
=4(sina + cosa — Y2) 
=4Y2[cos(0 — 45°) ~ 1] 守 0, 

由 此 得 ”cos (a 一 45°) 宇 1， 

但 cos (a — 45°)<1, .. cos (a—45°)=1, 

”Qa 是 三 角形 内 角 ，..， a=45". 

于 是 A=0, 方 程 有 两 等 根 zj = x2=24. 

故 三 角形 有 两 边 长 都 等 于 24. 

(1) 若 这 两 边 是 夹 c 角 的 两 边 , 则 

SA = 7 X24 X24 Xin45" = 

(2) 车 a 为 其 中 某 一 边 的 对 角 , 则 这 三 角形 为 等 腰 直 角 三 角形 ， 

sane= 让 X23x23- 几 

8.10 ”在 直角 公 ABC( 人 A=90°) 中 , 设 人 B 和 人 C 的 平分 线 交 于 
点 1, 且 分 别 交 对 边 于 D 和 五 ,求证 : 他 四 边 形 BCTE 二 2SApie， 

(伊朗 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 


和 
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1 
C [证 ] 设 BC=a,AB=c,AC=0,p= 


(a+p+c), 且 设 其 内 切 风 半径 为 ~， 
则 r=p-—a. 
1 
SAaApc™ FKP 
bc=2pr=2p(p—a) 
义 号 四 边 形 BCDE = SAABC 一 SAAED 


pc bc 


© OO 


atc | 
- 工 .和 .te 代 和 人 四 式 有 
1， 1 (af bc 
”中 过 BCDE FH 7 "(Cato ate) ?| perv 
_t. alatb+tc) -ap 加 
2 (aa+p)(a+c) (atb)(ate) . 
(at+b)(atc)=a(a+b+c)+b=2ap+2p(p-a)=29p’, 





Cc 
Sawacpe = 7 又 由 四 有 &e=2pr， 


因而 有 Some = ar 三 29ABrc. 
8.11 如 图 ,在 和 ABC 中 ,A=2 ,AD 
< 为 一 A 的 平分 线 , DE // CA4,AD、CE 相交 于 点 


O, 令 人 A4OC,A 人 DOE ,ADBDE 的 面积 分 别 为 SI， 
VN S,S3， 求证 : 


如 D 
V5+1V5) 


二 +1= (之 +1) ,其 中 5,c 分别 
53 








为 人 B,C 的 对 边 . 
(中 国安 徽 省 安庆 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[证 ] Sere SAcopD = Ss, 
OC 


之 = 一 一， 人 人 
因 DE/ CA,， 有 S, OF AOCODA DOE, 
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由 一 三 一 一 ， 肝 二 

刚 D2 OF AAA > OF 
Ss VS 
二 > 一 ' Ss 一 VS1S2. 
22 ~ S92 


同 理 Sa4 一 -vy S192. 
四 边 形 ACDE 二 SI + S» 十 之 Vv S19> 一 ( A Si t wy S,)*. 


又 ABDEcABCA4， 故 3 _ BD 
SApBAC BC2 
Sy BD* 


Ss+(VSIt VS) BO” . 
亦 即 S3+(VSI+ 2 B06, (BD DE) 的 
Si BD? BD 的 
2 与 
= {1+ ) 求 
BD 值 
DC _AC._ pb 





因 AD 是 人 BAC 的 平分 线 , 故 有 Bp AB™ ce 


(VSI+ VS2) | 6 ) 
+ 一 =|1+ 一 上)， 
93 
2 2 
(VSI+ VS;) +1= (2+1) 
VS C 
8.12 给 定 信 ABC 和 点 0, 分 别 将 全 OA4B, 公 OBC, 公 OCA 的 重 


1 


BR] 


和 +? mn 1 
心 记 为 Ai .M, ,Mi;. 求证 : SAM,M,M, 一 5eaBC， 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 】 设 OE.F 分别 是 BC、CA、AB 的 中 点 (如 图 ). 
刚 OM! OM»,_ OM 
OD OE OF 
.人 MIM;, MacDADEF. /A 
但 ”人 DEFW A ABC., 
.人 MM,M3DA ABC. 
MIM OM 2 DE 1 
DE OD 3’AB 2， 





2 
3 Ed 
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MIM 1 >ApEF [MiM2| 1 


AB 3 ”SAapr 14ABI2 9 








] 
故 SADpEF 一 9 SAABC: 


ee 党 忆 





AF 、 
8°* 13 如 图 ,在 全 ABC 中 ,Secog = Se^poF, 且 7 二 > .求证 : 


CO_AF 
FO FD 


; (2) SA aEF: SApor=VS 十 2. 


(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] (1) 连 接 CD, 则 由 SACOE = SADOF; 
知 SA = Sap 有 CD/ EF. 
因此 全 EOFwWA DOC, 人 AEFWA ACD. 
CO_.CD_AD_AF+FD_,,FD 


(1) 














改 FO EF AP AF ! AF 
(3S+1_AF 
2 FD 
S AFrF S+l 
有 由 关 委 =- 年 -入 -53+1 
S CE FF 2 
V5+1 3+Y5 
SACEF = SAFOF + SacOFE = DAEOF + 7 SAEOF 一 7 SAEOF 
YS+1 VS+1 3+V5 
SAAEF ACE 2 2 全 FOF 


= (V5 +2)SApor 
故 SAAFF:SApor=yS+2. 
8.14 若 AD .BE、CF 为 全 ABC 的 三 条 内 角 平 分 线 , 求 证 : 
DapEF _ 2abc 
Saapce (at+b)(b+e)(cta) 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 





和 [证 ] 依 题 意 ,得 
> E 4 4 cc . AEF_ 
EC BC a Ah4C cta’ 
cia 
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同 理 = 
bc ec 
DAAEF atbate_ pc 
SA agc bc (atb)(ate) 
_ SABDF ca 
辣 理 SA (+c)(O+a)” 
日 SADE ap 
SA (c+a)(lc+6) 
SADEF (和 , SA BDF ; ee | 
SAABC SAABY SAABC SAABC 


bc(b+e)t+ca(ct+a)+ab(at+6b) 
(at+b)(b+ce)(c+a) 
2abc 
(a+b)(b te)(cta) 
8.15 设 和 DEF 是 锐角 公 ABC 的 垂 





二 |] 一 








次 本 启 省 和 
” 请 一 





可 
足 三 角形 (如 图 ). 
SA AFF 
(1) 求 证 :二 = cosA; / E 
SAABC 
CD) 求 证 :SEE =2eosAeosBeosC; # —» > 
(3) 当 一 4 为 直角 时 ,上 面 两 个 结果 有 
什么 变化 ? 


(4) 当 一 4 为 钝 角 时 ,上 面 两 个 结果 ,又 有 什么 变化 ? 
(中 国 江苏 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 





[ 解 ] (DE AC a Ac- cosA'cosA = cos’ A; 
S SA 

(2) 同 理 和 于 = co08B, = co08C. 
SABAC SAACB 


SAAEF + SABDF + SAPDE 
SA ABC 
= cos A +cos B+ cosC 


| . 
= 了 (4 + cos2A) 10 + cos2B)+cosC 
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鲍 言 已 





=1+cos(4+ 了 Be)cos(4 一 有 )+cosC 
=T+ceosCl ~cos(A—B)-cos(A+B)| 
= 1 ~ 2cosAcosBeosC. 
SApEF SAaBc ~ (SAAEF + SABDF + SApcE) 
Saage SAage 

=1-—({1-—2cosAcosBcosC) 

= cosAcosBecosC. 

(3) 如 图 , 当 到 A 为 直角 时 ,两 个 垂 足 王 .下 
都 和 A 点 重合 ,显然 


DAAEF _0 SADEF _ 


(FACE) 





9 0， 
SA ABC SAABC 


OA AEF 
SA ABC 
SADEF 





= cos A, 


(4) 如 图 ， 


SA ABc 
SAAEF + SABDF + SapE ~ SAABC 





SA ABC 
= cos%A+cos: 玉 +ceos2C 一 1 
=[1-2cosAcosBecosC | —1 
= 一 2cosA cosB cosC. 

8.16 设 瓦 是 等 腰 三 角形 4BC 的 垂 心 .在 底 边 BC 保持 不 变 的 情 
帝 下 ,让 顶点 A 至 底 边 BC 的 距离 变 小 ,这 时 乘积 Saapc* Sep 的 值 - 
变 小 , 变 大 ,还 是 不 变 ? 证 明 你 的 结论 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 1] 不 妨 设 角 A 是 锐角 .连结 AH 并 延长 


4 

交 BC 于 DD 点 ,延长 BH, CH, 分 别 交 AC, AB 于 EE， 

F. 
: LBHD= /AHE, .. /HBD= /HAE, 

E 

AD DC 
Rt 个 BDH Rt 全 ， -一 = 一 . 
SN 因此 Rt 人 BDHORtA 人 ADC BD HD 


又 BD= DC= 了 BC， 
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4D. HBD= BD: DC = _ BC2 


l i ，， 
于 是 Saw Same= (TAD:BC) (FHD:BC)= TB 


当 玫 A 这 90 时, 同 理 可 证 上 上 式 也 成 立 .由 于 BC 








4 
是 不 变 的 ,所 以 当 A 点 至 BC 的 距离 变 小 时 ,乘积 
_ | 
中 Saugc 保 持 不 变 . 
[ 解 2] 作 图 如 解 1 ,再 延长 AD 至 G, 使 DG = 
DH 并 分 别 连 结 BG .GC. 由 和信 HBD 纪 人 GBD 知 ~ 
LCBG= LCBH= LCAG. BC 
因而 ”A 、.B.G.C 四 点 共 圆 .由 相交 弦 定 理 ,得 这 看 
积 
AD: HD= AD: DG= BP: DC= 7 BC. 的 第 
村 站 
_ . 1 本 | _ | ,vs 式 音 
SA AB SAHEC = — AD': BC ‘(= HD:BC = BC . 与 
2 2 16 求 
由 于 BC 是 不 变 的 ,所 以 当 点 A 至 BC 的 距离 变 小 时 ,乘积 SA arx 和 
“ Sappc 保 持 不 变 . 是 





8.17 DD 为 Rt 会 ABC 的 斜 边 BC 上 的 一 点 , 且 人 4DB 与 和 ADC 
的 内 切 圆 相等 .求证 :S^ Ag = AD“. 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 作 DE 1 AB 于 FE,DFj」AC 于 F, 设 
AB=¢c,AC=0,BD=n,CD= m. 


、 1 
显然 SAa= 王 入 











2 
. BD DE 
和 人 BDFcoABCA 得 -一 = 一 ， 
由 仁 BC CA 
即 DE= 一 一 bp. 
n+ 
同 理 ”DF = - Cc. 
nt ni 


在 全 ADE 内 ,由 勾 股 定理 得 
2 nb + me 
(7 十 pi )? 


和 4ADB 和 和 ADC 的 内 切 圆 半径 分 别 为 
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2OAaADB 2SAam 
AD+ct+n AD+tb+p 





SA 1 par a 
人 2A4D8 及 两 内 切 加 半径 相等 ， 则 
OA4rm Mm 


7 加 | 
AD+ct+n AD+b+m 
AD(p n=- mec. 
1 1 
若 思 =2， 则 0=c， 且 AD = 可 26 = 7 b= SAABe. 
17282 + pe? 加 (nb — mec) 
(n+ m1) (m—n) 
nb*+mc* 1 


化 简 得 ”一 一 一 一 一 = 本 Ac， 


(7 十 777) 2 
即 AD’= 二 k= SA ag. 
8.18 已 知 ; 如 图 , AB = BC = CA = 4D， 


4 
AHJ CD 于 HH, CPJ」 BC 交 AH 于 P, 求 证 : 
NS Sa = AP:BD. 
8 > 
2 (中 国 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 


C 
[证 1] 作 AE | BC, 交 BC 于 FE, 则 玉 是 
BC 的 中 点 .又 百 是 CD 的 中 点 ， 
连 EH 有 EH/ BD, .'. FEC= 


车 轴 尖 n， 则 


AHJ CD, AE BC， 
A、H.C.E 四 点 共 圆 . 
LHAC= /HEC= /DBC, 
又 AEAC= /EHC= /BDC= 30", 

LPCA = 90° -60°= 30°, 

LPCA = /BDC 

人 ACPWA BDC 

AP.: BD= BC:AC 
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Se= 二 .BCLAC'sn60'- 音 AP.BD 


[证 2] 记 BD 与 AH 交 于 Q 1 
则 由 AC = AD, ABCD, 得 一 ACQ = 
/ADQ, 

AB= 4D， Bp D 
LADQ= LABQ, 
LABQ= LACQ. 

因此 ,A、8、C.Q 四 点 共 圆 . 
/AQB= /ACB=60°,ADQH=60. 

又 AQHD=90°, .. /BDC= 9%0°-60°=30. 
/ACP=90°-60°=30°, .. AACP= BDC. OD 

又 APC=90*+ 人 PCH( 外 角 定 理 ) 

/BCD= 90°+ LPCH, 


APC= LBCD. © 
由 中 .@ 得 人 APCWABCD, .…. AC:BD= AP:B.. 
B BC?:= AC:BC= AP.:BD. 

s= Bc .. S= 电 AP.BD 


8.19 ”如 图 ,P 为 入 ABC 外 接 圆 外 一 点 ,直线 PA .PB 、PC 与 外 接 

Sapgr _ PD:PE'.PF 

Saape P4:.PB.PC 

(中 国 湖 南 省 长 沙市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 入 ABC 的 外 接 圆 半径 为 R， 

则 全 DEF 的 外 接 圆 半径 亦 为 R. 





贺 交 于 DD.E .FF. 求 证 : 


D 


Se 4R ‘ 


由 ABP= ABE= /ADE= /PDE, 
可 得 ”全 PABDA 人 PED. 
AB_ PA 


故 丙丁 
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和 











BC PB 
百 ApPBCcoAPFEF ， 可 得 二 ~ =- 一. 
同 理 , 由 个 PBCOAPEF, 可 得 地 = 
. ‘ CA PFC 
人 PCAcp 人 和 人 ， 
全 由 全 PCAD 人 A 全 PDF， 可 得 DF ~ pp 、 
郑 下 Saper_ DEFE'EF.ED PD PE PF 


Sn AB:BC:CA PA.:PB.:PC 
8-20 若 图 中 带 斜 线 的 四 个 三 角形 等 积 ,求证 
图 中 不 带 斜 线 的 三 个 四 边 形 也 等 积 .又 若 一 个 三 角 
形 面积 等 于 1 , 求 :每 个 四 边 形 的 面积 . 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 】 连结 AC,) 及 DB 


SAADA) 一 SAA BC , 














ACT DB 
则 A BiG OD) 
4IBPBI DB BbB, BBI 
BB CA 
可 理 《一 一 =14 一 一 一 
同 于 1C) CC 2 
CO AI 
CA! AA, 
,一 44I BB CCI 
TC 二 bb， 一 C， 
AI1PB， BIC! CA 
于 是 候 一 二 化 为 
w+ 51+ 了 (二 十 一 
{ C a 
由 此 可 得 
a*—a—1l1=0, bp*—-b—1=0, ec-ec—-1=0. 
BD BB 1 十 VS 
中 侦 ， | 一 -一 二 一 二 一 . 
将 负 根 舍 去 , 解 得 AD™ Bc b 3 


设 四 边 形 的 面积 为 x ,于 是 有 
27+2_ Seam _ BD_1+Y5 : 
+2 SA ac AD 2 
(3—Y5)r=2(Y5 -1). 
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解 得 zxz=1+yY， 即 四 边 形 的 面积 为 “1+YS， 

8.21 在 正和 ABC 的 边 BC .CA .AB 上 有 三 点 Al BCI 使 AC， 
=2CIB,BAI=2AIC,CBI=2BIA. 求 证 :直线 AA BBCCI 所 围 成 
的 三 角形 的 面积 是 人 ABC 面积 的 二 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1942 年 ) 

[证 1] 我 们 证 明 更 一 般 的 命题 : 

设 入 4BC 是 任 一 三 角形 ,在 边 BC、CA 和 AB 上 有 三 点 A1、B! 和 
C1, 使 

AC! _BA! CB _, 
CB AIC BA “i 
设 线段 AA1、BB] CC 所 交 得 的 三 角形 是 全 A,B;C;, 则 
SAA,B, 0, (A—1) 
SAABC 2+A+T 
由 于 同 底 三 角形 的 面积 比 等 于 对 应 高 的 比 ,在 全 C1A1B; 和 
全 BB,Al 中 有 相同 的 底 , 则 它们 的 面积 之 比 等 于 从 C1 和 B 向 边 A,B， 
高 之 比 ,而 这 个 高 的 比 等 于 
AC! AC A 
k 








AB AC/I+CIB Xt+ 


SAC AIB, 1 

















是 = 一 一. 
于 SABB,4, Atl 
又 由 三 角形 的 高 相同 时 ,面积 比 每 于 底 的 比 ， 
S } 
则 2- 2- 人 
SaBA, CAI 
国 二 pe DAB,A 人 十 
上 述 两 个 等 式 相 乘 得 有 一 = 
SAC A1B, A 
于 是 由 全 CB,Al 和 全 C1A1B, 的 A 到 对 边 的 高 相同 ,可 得 
Sas CB 4+1 .| CB 4+l 
SAcAB, CiB> 22 CC: XA2+A+1 
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人 





SAaCB， CB, _ 1 十 1 
SAACC, CC A*+At 1 











几 
何 再 SAAC, _ ACI 一 A J SDAAaBc, 一 A | 
郑 SAr AB AM+L Saapc A+A+l 
A 
即 5e4B 2 tl 人 ABC- 
A 
百 、 一 二 一 一 一 一 一 同村 
同 理 Sapac, = Sacaa, EE 


SAABC,= SAABC - SAAcB, - SABAC, ™ OACBA, 


3 
= (1 3 Sa 


SSAA)B,0, (A—1) 

Saapc XA2+A+L 

当 =2 即 为 本 题 . 

[证 2] 直线 B1C2B 与 人 AA1C 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 
CB! AC; AB_, 

BiA CA CB 











4c _BA_CB_ 1 .33 

CA CBAB 2 2 4 

4C:= 了 CoAl= 了 44. 

SaAc,B x Soa = 到 x 了 x 于 Sa 
= 本 Sen 


一 1 
同 理 Saa,ciB= SacB,A, = 31 AABc. 
SaAB,C, = SAABC — SAAAIC™ SAB DABBIA 


十 SAAC,B, 十 SAA,CIB 十 SACB,A) 


1 
一 7 SA ApBc. 
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[证 3] 过 B 作 BDVAIA, 交 CC 的 延长 
线 于 点 DD, 于 是 有 
人 ACB,AIWACDB, ACIDBOACIB,AL. 
CA 一 二 CB， CiB= 二 4Ci ， 
1 
2 





BD=+ x 


1 
BA 一 3 AB.= AB, 


1 1 
SAB,AC= 了 了 >A4a4iC = 1 SAABC- 


SAAB,C= SAaaiC ~ DAB,AC-= 了 SAABC:. 
同 理 SA ABC, 一 SAA,BC 一 了 SAABC. 


DAAB,C, 二 9AhEC 一 9AhBJC 一 DA4BC 一 93A4)BC 


全 





2 1 
一 (1-5X3)Saape -Sam 


1 2 
[证 4] … BOCi= CA, BiC=3AC, 


1 BC Sas BC:sin/ BCGO, 


2 AG, Sacca ~ AC.sinZ ACC, 
2 BC':sinLBCA, 25Aaa,Bc 
3 BiC'sinLBICA, 3SanBpc 

3 


2 
SAA,BC™ 了 SAABC™ 7 SABIBC= 


SAaBc. 
同 理 SAAB,C = SAABC, = SAABc- 


Seuac = Saape. 
注 ”此 结论 可 推广 ,具体 详 见 后 一 道 问题 . 
8.22 在 全 ABC 的 边 BC .CA 、AB 上 分 别 取 点 M、N、P, 使 适合 
bM_CN_AP / 


MC ™ NA PpB = 人 ,这 里 & 是 大 于 1 的 已 知 数 .连接 线段 AM 、BN、 
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Cp ,已 知 人 ABC 的 面积 是 S, 求 ;直线 AM .BN .CP 所 围 成 的 三 角形 的 
面积 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 设 X.Y.Z 是 直线 AM 、BN .CP 的 交 
点 . 
因为 等 底 三 角形 面积 之 比 等 于 对 应 高 的 比 ， 
所 以 有 
>A4BM _ BM SaaBx _ AX 


Nk 襄 己 











3 
= 


BM BM k ki 








, kk 
把 .代入 得 Saapx -p71 
, k 
同 理 可 得 SABpry = Sacaz = Sapx = 74 p11 
又 SAxyz= S$S— (SAapx + SaABcY + SAcaz), 
3k 《一 1 
_ S 二 . 
有 “十 天 十 1 k*+k+1l 
8.23 和 人 ABC 的 边 BC、CA 、AB 上 的 点 PQ.、R 分 别 内 分 各 边 为 


一 一 ,以 线段 AP、BQ、CR 的 长 为 边 长 的 三 角形 的 面积 为 ,全 ABC 的 








SAwz=S 
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面积 为 L. 求 :了 (用 + 表示 ) 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 过 A、C 分 别 作 RC、RA 的 平行 线 
相交 于 吕 , 则 四 边 形 ARCD 为 平行 四 边 形 . 
连 DP 、.DQ. 则 由 

上 CQ 上 BP 1 





1-t QA 1-1RC. 1-1 
= +AB, CQ = 1CA ,BP= 1BC, 
AR _ LAB AB 


CQ CQ AC 4C- 


又 LDCQ= LBAC,.. 入 CDQoAABC. 
DQ CQ 

[nl 一 ”二 一 一 - 一 一 一 

则 Be Ac-t 于 是 ”DQ = 1BC = BP. 


又 LDQC=/ACB, .. DQ/ BP, 
故 四 边 形 BPDQ 为 平行 四 边 形 . 则 ”PD = BQ. 
从 而 全 APD 是 以 AP、BQ 、CR 为 三 边 长 的 三 角形 . 


入 本 诡计 





R= SAAPD= SAABC + SAACD — SAABP — SAcpp: 中 
1 . 
S FAC'CD'sinLACD aR 
由 Sa 1 AB 
SAR 7 AB"AC'sinL CAB 
可 得 SAaAD= 让. : © 
l 、 
Seap 2 ARCP_ , 
3e48C 村 4B:BC-sinZ4BHC AB 区 
可 人 得 SAcpp=t(1- 2)L. 3) 
>e4amp _BP_ 
SAABC BC " 
可 得 SAApp= tL. (4) 


由 外 式 及 名 ,名 式 得 
R=L+t-1-t(1i-t)L=(1-1+1)L. 
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即 下 =1—+t+1*. 
8.24 如 图 ,P 是 人 ABC 内 一 点 ,过 PP 分别 作 
XH 直线 平行 于 入 4BC 的 各 边 , 所 形成 的 小 三 角形 +、 
ULASNMNN ”如 和 zs 的 面积 分 别 是 4.9 和 49. 求 :个 ABC 的 面 


/LAN (第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 


[ 解 ] 如 图 , 设 MP=p,PN= 9g,RT=»,AB 
二 Cc, 全 ABC 的 面积 为 S, 则 
p+ 9 十 六 二 CC， 
A 人 PENOi A MDPOA RPTOA ABC, 


x 富 己 


则 








S=(2+3+7)2=144. 

即 全 ABC 的 面积 为 144. 

8.25 通过 入 ABC 内 部 一 点 Q 引 平 行 于 三 角形 三 边 的 直线 ,这 些 
直线 分 三 角形 为 六 部 分 ,已 知 三 个 平行 四 边 形 部 分 的 面积 为 1 Sa、 
S3, 求 :个 ABC 的 面积 . 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 记 Saopc，SAoE，SAaorH 分 别 为 
S'1.S';.S'3, 


2 ! _ Sagse _ BE _Fa 





Ss, SS, Fl EI 
_HQ _ > 
QI Sy3 
,S391 
S) = 一 一 
′ 和 : 2S， 
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,S233 , S152 

同 理 SS，3 75, 
S293 S351 S12 
2S， 2S; 25) 

8.26 如 图 ,和合 ABC 被 通过 它 的 三 个 顶点 与 一 c 
个 内 点 的 三 条 直线 分 为 六 个 小 的 三 角形 ,其 中 四 个 
小 三 角形 的 面积 已 在 图 中 标 出 , 求 :全 ABC 的 面积 . 

(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 


[ 解 1j 设 SAcop = SAAOE = y. /> 
利用 “如 果 两 个 三 角形 的 高 相等 ,那么 这 两 个 三 PEA 








SAABC = S11+ S2+ S3+ 














角形 的 面积 比 等 于 对 应 底 边 的 边 长 之 比 ” 可 得 中 
Saack _ Saapr _40_ 4 的 
Sapcr Sapor 30 3 i 
84+y+40 4 5 
r+35+30 3 

即 l24+y_ 4 问 
65+x 3. 是 
又 Dapop Sacop_ OP 35 _1 
"Sapo4 Samwma 0O4 40+30 2， 
nt 1 
84+y 2- 


解 中 .名 得 x=70，y= 56. 
. Saagc=84+56+40+30+35+70=315. 
[ 解 2] … Seoar=40，S<om=30， 
SAoag=70，SAopp=35， 
AF:FB=4:3, AO:OD=2:1, 
”直线 COF 与 人 ABD 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 


一 一 一 -一 一 一 .. BC : DC = 3:2. . 


SAABD = SAAF0 + Sarpo + Saopp = 105, 
SAaABpcC = 3SAapp = 315. 
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注 “由 此 解法 可 见 , 条 件 SAcpo=84 多 余 . 

8.27 A, 、A,、A; 为 平面 上 的 三 点 , 今 约定 4A4= Al As= A2, 对 
于 n=1,2,3, 邻 B, 为 A,A,+1 的 中 点 ,CC 为 A,B, 的 中 点 ,A,C,+ 1 与 
BA,， 交 于 D, AsBnt1 与 CAn+2 交 于 E,. 试 求 : 人 D1DzD; 与 
从 EIE;E; 的 面积 之 比 . 


六 言 六 


(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 建立 坐标 系 . 设 A, 坐标 为 (x,,y,). 于 是 
(2 | (三 | 
C2 4 Bi 人 人 |: 

















4 ” 4 2 ” 2 

) 了 ”JI _ | 

12 ys3+ 3y2 Tr3+ 372 
TT 人 

yY TY3 X73 
[4B 
3 1 yt y2 广 { 十 工 2 

1 _ 





整理 [AC,; [4;B ， 得 


了 Ji 加 Xl 
| 
y-y3 xX-7X3 
yity—2y3 Xit zr2-2r3 
解 得 D (Te] 
7 7 
同 法 可 求 
Bi | 
3 5 | 
将 下 标 1,2,3 轮换 便 产 生 其 他 点 坐标 .、 故 


1 3zrit3x2+ 7x3 3y1t3y+y3 


1 3xz2+3zxz3t+ rx 3y2+3y3t yi 的 绝对 值 


:| 3x3t+3r1 + Z2 3y3+3y1+ y2 





SADID,D; 一 72 
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1 3zl+37z2t+z3 3y1t+3y2+ 


一 49 0 2T3 一 271 2 y3 一 yl 的 绝对 值 
0 273 一 272 2y3 一 2 
4 173 7 3 Yl 
= 的 绝对 值 . 
TX3 2 VY3 V2 














4 X11 yl J 
同 理 可 得 DARE, E,E, 的 绝对 值 . 
25 3 2 3 
SapD, D,D; _25 
SAE E,E 49- 


1 "2 3 


8.28 在 和 ABC 的 边 AB、AC 、BC 上 依次 取 点 C 、B 、A', 使 得 线 
段 A4“、BB”、CC 相交 于 一 点 ,点 A*、B*、C 依次 是 A、B、C 关于 A'、 
B'、.C 的 对 称 点 .求证 : Saag = 二 3SAapc + 4SAaBe. 
(奥地利 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 设 线段 AA 、BB .CC 相交 于 点 O, 且 AOB= gp， 则 


人 





1 
SAAO0B = OA: OBsing, 





SAA0B’ = ~ OA':OB'sing. 4 


= 一 (O4+204 )(OB+2O0B )sing 


1 
= (0A :OB+20A.OB’ +20A’.OB+40A’: 


OB )sing 
= SAA0B + 2SAA0B + 2SAAOB + 4SAAOB 
同 理 可 得 


DAAOC = SAA0C + 2SAa0c + 2SAaa0c + 4SAA0c. 
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SABOF = Sapoc + 2SApor +2SAgBOc t+ 4SAgOc. 
以 上 三 式 相 加 得 
SAABC = SAAOB’ + SAAOC + SABoc 
= SAAaBc + 2(Saa0p + SAaoc + SaAco4 + SAAOB + 
SABOC + SacoOA) + 4SAABC 
=3SAABCT4SAA4ABC 
8.29 A、B.C 三 点 共 线 , 且 B 在 A 与 C 之 间 , 今 在 AC 的 同一 例 
以 AB .BC 、AC 为 直径 分 别 作 半 圆 ,前 两 个 半圆 在 B 点 的 公 切 线 与 第 
三 个 半圆 相交 于 E 点 ,而 前 两 个 半圆 的 另外 一 条 公 切 线 的 切 点 分 别 为 
SEUY (用 ,和 表示) 
SAEAC . 
( 户 森 堡 等 五 国 国际 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
注 ”卢森堡 等 五 国 是 指 比利时 ,英国 ,卢森堡 ,荷兰 和 前 南斯拉夫 . 
[ 解 1] 首先 证 明 A、U、E 三 点 共 线 ,CC、 
VE 三 点 共 线 . 
为 此 , 连 EU 、AU、EV、CV、BU、BV, 又 设 
NN。 以 AB 为 直径 的 半圆 的 圆心 为 01, 以 BC 为 直径 
的 半圆 的 圆心 为 O, , 连 OU 、O,V. 
设 人 UAO=a, 则 UOIB=2a. 


/A 又 因为 ”UO1/ VO2， 
fd YN 则 和 VO,C= UOIB=20. 
0 


0. 因为 BE 是 圆 的 切线 , 则 EBC = 90”， 
LEBV= /OCV= 00° -a, 
上 LEBU= /UAOI=a. 
又 因为 UV 为 圆 的 公 切 线 , 则 人 VUB= a. 
过 0O; 作 ODA UYV 交 OjU 于 DD, 则 
UV= OD= V(ritr) (rr) =2 Vrir. 
由 BE 是 直角 三 角形 AEC 斜 边 AC 的 高 , 则 
BE= VAB:BC- vV2r2r=2 Vrir. 
BE= UV. 
在 全 EUB 和 和 VBU 中 ， 
BE=UV, LVUB=a= LEBU, UB= UB, 





1 
UU 和 VV, 令 岂 = 士 AB,nn= 二 BC 来 
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人 EUBEA VBU. 
又 ' /AUBV=at+90°~a=90", 

LBUE= /UBV=90. 
而 一 AU 及 的 直径 AB 上 的 圆周 角 , 则 和 AUB= 90"， 
所 以 A、ULE 三 点 共 线 . 
同 理 .VC 三 点 共 线 ,这 样 就 有 

LEVU=90°- AUVB=90°-(90 -ah) = a， 

人 UEVOACEA. 
SeEV (LA 六 《2 Vrira) r172 

SAEAC (AC) (2rit2r2)® (Critr2)? 

[ 解 2] 用 解析 几何 法 . 

以 BB 为 坐标 原点 , BC 所 在 直线 为 x+ 轴 ， 
BC 方向 为 x 轴 正 向 , BE 方向 为 y 轴 正 向 , 建 
立 直角 坐标 系 , 则 

A(-2rl1;,0),C(2r ,0) ,已 (0,2 Vrir,). 
设 和 人 UOIB=A， 
则 UC- ri+t ricosB, risinB), V(r2 + rocosB, rosing) 








令 卫 陪客 
Ja 











2 ANW 
目 oop8= sing= 
rT! 十 大 六 | 十 广 2 
Son 1270)2 Vrr=2(ritr2) Vriry. 人) 
1 0 2 vy rir? 1 
DAEDA = — ri(l ~ cosp) risin8 “11 的 绝对 值 
ra(l + cosp) rzsing 1 
1 
= |- 2rir2sin8+2 Vrirsl (Crit ry)— (ro rzjcos8j| 
1 2 Vr ( 
7 Arir2' -7 2 rr (rt rm) 六 | 
] 士 ~? 
2717r2 v rr? 
i © 
ri1™ 72 
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2r172 rr2 


SAUEV ritr> rir?2 
.四 可 得 = 一 一 一 一 = 
和 由 由 SAcEA 2{(rjtr2) vriry (rit+r)’ 
8.30 分 别 过 锐角 和 全 ABC 的 3 个 顶点 作 它 的 外 接 圆 的 3 条 直径 


AA 、BB' .CC”, 求证 : Saagc = Saacg + SaB'ac + SACBA. 
(中 国安 徽 省 芜湖 市 初中 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[证 1] 所 论 图 形 中 共有 12 个 三 角形 编号 如 
图 所 示 . 
人 AOC’ 与 人 AOC 等 底 同 高 ， 
192 二 9Aaoc = SAA0C = S11 tf Oo- 
同 理 
S3+ S$S4= Ss+ S71, Ss+ $6=S1+ 93， 
S71+ Sg8= Sg9+ 911，99+ S10= Ss+ 97, 
D1 + SO12= S11 3. 
将 上 述 6 式 相 加 并 消去 共同 项 .得 到 
SIt S33+t Sst Srt dot Sn= St+ St+Set Sst Si0+ Sy. 





SAABC™ SAACB + SABAC + SACBA. 
[证 2] 过 点 A 作 AD CB, 连结 BD、 


C'D, 于 是 四 边 形 DBCA 为 平行 四 边 形 . 
“. AAABCS 和 BAD. 
和 全 OCBS2A 和 AOCB ， 
., BC LA CB 
又 BD ZCA, 
， 和 ABCDS2ACBA. 
同 理 和 人 ADC 2 入 CBA- 
SAABC™ SAABD = SAABC + SABC'D + SAAcp 





= SAACwB+ SAB'AC + SACBA. 
[证 3] 取信 ABC 的 垂 心态 ,连结 A 日 、BH、CH, 于 是 
4 万 | BC, BH AC,CH | AB. 
AA'、BB’' .CC 都 是 直径 ， 
BC | BC. 
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BC /HA. 同 理 C'A/ BH. 
四 边 形 C'BHA 为 平行 四 边 形 . 
同 理 四 边 形 BA'CH 和 AHCB’ 都 是 平行 四 边 5 
形 . 


SAABC = SAABH + SABCH + SAcaH 





= SAABC + SAACB + SABAC- 
[证 4] 设 BC CA 、AB 的 中 点 分 别 为 DE、 
下 ,连结 OD 、OF .OF .DE .EF .FD ,于 是 
人 DEFWAABC, AODEWATC'BA, 
人 OFEFwAACB， 和 OFDoABAC， 
且 相 似 比 均 为 二 


SAABC ~ 4SADEF 





=4(SaAopE + SaoOEF + SaoOrD) 


= OACBA TT SAACB + HABAC- 
8.31 设 A;H,(i=1,2,3) 是 面积 为 $S 的 人 AIAA; 的 三 条 高 , 求 


证 : 当 目 仅 当 S = 二 六 AAA (其 中 A4=AN) 时 ,人 A1A2A， 
为 等 边 三 角形 . : 


入 





(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 令 41 = AzA3, az = AiA;3, a3= AiA;, ht = AiHi, 
/= A2H;,hh3= A3H3. 则 有 
a3hi + aih> + azh; 


3 ul 02 
Ql Qa2 Qa3 


dw 


即 S 过 6 2 AA .AH 
而 题 设 的 条 件 恰 为 上 式 等 号 成 立 , 即 S 取得 最 大 值 ,这 时 有 


他 3 ul 


Ul 
dl 2 a3 
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即 个 A1A;A; 为 等 边 三 角形 . 
8.32 将 边 长 为 a 的 正三 角形 的 各 边 都 1993 等 分 ,再 将 各 边 上 对 
I 应 分 点 用 平行 线 连 接 ,将 大 正三 角形 划分 成 若 于 个 小 正三 角形 , 求 :所 
由。 有 小 正三 角形 的 内 切 圆 面积 的 和 . 
(中 国 山西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 】 小 正三 角形 的 个 数 为 
1+3+5+ + (2x1993—1)=1993. 


_ /3 1 
个 与 一 一 -2 和 一 一 一 者 
每 个 小 正三 角形 的 高 为 TY 


每 个 小 正三 角形 内 切 圆 的 半径 为 a. 1 1 











故 全 部 1993* 个 小 正三 角形 内 切 贺 面积 的 和 为 


y3 1 1 ) na” 
S=1993: (2 一 一 | = 一 
“(21993 3 12 





(二 ) 四 边 形 面 积 


8.33 两 条 互相 垂直 的 直线 把 一 个 正方 形 分 成 四 个 四 边 形 区 域 ， 
其 中 的 三 个 区 域 的 面积 均 为 1， 证明 :这 个 正方 形 的 面积 为 4. 
” (第 6 届 拉 丁 美洲 地 区 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 正 方形 ABCD 被 两 条 互相 垂直 的 
直线 PR, QS 分 成 四 个 区 域 APOS 、BPOQ、 
DSOR .CQOR ,8 


Sapos = 9apoo = SpsoR 一 





/ASQ= /DRP, 
又 SaBas = SaprP 二 2, 上 且 AB = AD, 
直角 梯形 ABQS 绽 直角 梯形 DAPR . 


则 AS= DR，AP= BQ. 
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连 PS 、 RS 、RQ ,下面 证 明 PS = RS. 

若 不 然 ,不 妨 设 PS>RS, 则 PO> 0Q,AP< SD， 
Saps0> SARXS, SaAps > SAsRD, SApOs > SsorD. 

出 现 蔬 盾 , 于 是 PS= RS. 

同 理 ”PQ = PS. 

因此 PR 与 SQ 互相 平分 ，.. ”四边形 PQRS 为 萎 形 . 

由 RQC= 人 ASP, PS= QR 

可 得 ”Rt 人 RQCSRtIA PSA. 


SoocR = SAao00R + SaRQC = SApos + Sapsa = 1. 
正方 形 ABCD 的 面积 为 4. 


8:34 算 形 ABCD 中 ,E、F 分 别 是 AB、 BC 
边 上 任 两 点 .求证 : Sagcp =2Sapgs + AE: CF. ” ~ 的 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1979) F | 去 ， 

[证 1] 作 FEHLAD 于 万 , 交 DE 于 开 . 过 天 A 
作 MNJ CD 于 M, 交 AB 于 N, 则 4 
题 





SMEFC = 2SADKF, SKNBF = 2SAKkEF. 
又 公 DHKC A 人 DAE， 有 
HK :AF = DH: AD, 
故 HK:AD= AE:DH= AE.CF, 
人 Apyrv = AE': CF, 
SABCD = MKFC + SRKNBF + SADMY 
=2SApkgF +2SAkEF + AE: OCF 
三 2Saprr + AFE CF. 
[证 2] 设 AD=a, CD=6b6，AE=x，CF=y， 则 


SABCD = SApEF + SAADE + Sap + SApFF 





1 
= Saper tlart by 十 (a ~ y)(b—x)] 


1 
= Saper + 了 了 (ab + ry) 
1 


二 OAPFF 十 7 Sun + 7 AE: CF, 


SaBDp =2SaAper + AE: CF. 
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[证 3] 过 EE 作 EP/DF 与 4D 交 填 P, 连 


D C 
NT PF, 则 SADFF = SADFP. 


| 再 过 呈 作 PQ/ AB, 交 BC 于 Q. 


P 0 则 Seppo =2Saprp = 2Saper. 
4 E Bb 又 A 人 AEPODACDF, 
有 AE:CD= AP:CF, 

CD= AB, 加 AFE:CF= AB.: AP= SABOP ， 


SaBp = SopQ + SApQP =2SApgF + AE' CF. 
8*35 ”如 采 和 矩形 的 边 及 对 角 线 之 长 均 为 整数 , 则 它 的 面积 是 可 被 
12 整除 的 整数 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[证 ] 设 和 矩形 的 边 长 . 宽 及 对 角 线 之 长 分 别 为 xz、y、z. 此 处 x 、y、 
~€N. 
则 不 定 方程 x* + y= <? 的 整数 解 为 
i+=m(a’ ~ 6b*), 
| m (2ab ) ， 
z=m(a*+6), 
此 处 < .escE AN 
不 失 一 般 性 ,假定 (z,y)=1， 则 


X=a’—6b’, 
和 
z=a*+b’. 
为 此 只 要 证 面积 2ab(a*-b) 被 12 整除 即 可 ,为 此 又 只 要 证 
6|ap(a2 -22) 成 立 . 
a -a=a(a’—1)=(a—-1)a(a+1), 
6la’~a. 
同 理 6|6* 一 6b. 
由 ab(a -6 )=a pb- a =ab -ab+ab-ab’ 
=b(a -a)~a(t—b), 
知 上 式 是 6 的 倍数 . 
8-36 ”连接 平行 四 边 形 的 顶点 与 不 以 它 为 端点 的 两 条 边 的 中 点 所 
得 的 八条 直线 构成 一 个 八 边 形 . 求 证 : 它 的 面积 是 平行 四 边 形 面积 的 六 
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分 之 一 . 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 平行 四 边 形 ABCD 的 面积 为 S$， 
4 Bi、CI、DI 分 别 是 AB、BC、CD、DA 的 中 
设 4C 4AB BC BDI CA CD 、DB，、 
DA 交 成 八 边 形 MI ML LK1KININ;. 
由 AA / CC1， AAI 一 CC 1 ， 则 四 边 形 


因为 平行 四 边 形 AA1CC1 与 ABCD 的 高 相等 , 且 底 边 AA = 7 





AB, 则 Sec- 请 S， 
因为 BB1// DD1, 且 BB = DD1, 则 四 边 形 BBDDi 是 平行 四 边 
形 , 从 而 四 边 形 KLIMN 是 平行 四 边 形 . 
由 于 DIK/ADN 及 Di 是 AD 的 中 点 , 则 AK = KN ,又 可 证 KN = 


从 记 





LM= MC=2CIN ,于 是 KN=< AC,, 
2 2、S 5 


OKLMNY = 5 SAA, Co = 5 X77 5. 
又 因为 AAICID 是 平行 四 边 形 , 则 AK| =KiC, 
而 并; 是 人 ACD 的 重心 , 则 AK,=2K,C. 


LA 2 1._l 
于 是 KKI= AK， AK= AC! 5 AC 104C = KN. 
NK,=CK;-C N= AC -二 AC -二 AC = KN 


同 理 可 得 ”KL,= 3KL. 


] 
SAKK,L, 一 7 ER “KL2sinL KiKL, 
-了 (二 RN (KL ) sin NKL 
2 4 i 3 SI: 


] 


12 DANKL = 24 SKIMY 
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短语 过 





120 
1 S 
同 理 可 证 DaLL,M, =™ SAMM,N, = DANIK, 7 12. 


于 是 八 边 形 MI AIL KK NIN; 的 面积 为 
S 5S 


PM ML LK KaNIY, SKIMY ~ 4SAKKL, - 字 -4x 120 6 
8.37 ”把 平行 四 边 形 内 部 一 点 与 四 个 顶点 连 起 来 ,就 得 到 四 个 三 
角形 , 试 找 出 一 点 , 它 所 决定 的 四 个 三 角形 的 面积 可 以 排 成 等 比 数列 ， 
并 证 明 这 样 的 点 是 惟一 的 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 设 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交点 
《为 0, 不 难 证 明 对 角 线 分 平行 四 边 形 所 成 的 四 
个 三 角形 等 积 , 则 点 O 具有 所 要 求 的 性 质 . 以 
下 再 证 明 这 种 点 的 惟一 性 . 
如 图 , 设 M 为 避 ABCD 内 部 一 点 ,过 M 作 
AB 的 垂 线 ,分 别 交 4B .CD 于 EE、F. 则 
SAMAB 十 SAMOD 


-7 ME*AB+ 5 MF:CD 


1 
-7 (ME+ MF)AB=3 EF:AB 


= 了 Smmm， 

同 理 Savap + Sawgc= 了 Samam 

因 这 四 个 三 角形 的 面积 可 以 排 成 等 比 数列 , 设 这 等 比 数列 为 
a,ar,ar’ ,ari.(r>0) 

根据 以 上 讨论 这 四 项 中 某 两 项 之 和 必 等 于 另外 两 项 之 和 . 这样 的 

等 比 数列 是 常数 列 ,因为 

(1) 若 ar+ar=ar +ar， 

则 (r—-I)(r+1)*=0, r=1; 

(2) 若 at+ar*=ar+tar’， 

则 (rol1)(r +1)=0, r=1; 
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(3) 若 ax+ars= ar+ar ， 

则  (r-12(r+ti)=0，r=1. 

这 表明 四 个 三 角形 的 面积 总 是 相等 , 且 都 等 于 二 Soagco, 故 M 点 
必 与 O 重合 . 

8.38 设 ABCD 是 凸 四 边 形 .考察 两 个 新 的 凸 四 边 形 Fi 和 FF,， 
它们 的 两 个 相对 顶点 都 分 别 是 ABCD 的 对 角 线 的 中 点 ,而 另 两 个 顶点 
又 都 分 别 是 ABCD 对 边 的 中 点 .已 知 Fl 和 书 的 面积 相等 .求证 : 
ABCD 的 一 条 对 角 线 将 它 分 成 等 面积 的 两 部 分 

(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,E、F、G、H 分别 是 AB、BC、CD、 

DA 的 中 点 .M 、N 分 别 是 对 角 线 AC 、BD 的 中 点 . 


EN L$AD LMG. 
ENGM 是 平行 四 边 形 . 
同 理 ，FNHM 也 是 平行 四 边 形 . 

由 题 设 Spycy = Spray， 


念 丁 也 放 了 





Sa = 7 SDEvoM= 7 SO 
= Sa wy. 

因此 人 MNG 和 人 和 人 NMH 的 MN 边 上 的 高 相 “ 
等 ,由 此 得 MN// HG, 叉 HG /WH AC,AC 和 MN 都 过 M 点 .所 以 MN 
重合 于 AC. 

因为 SAMY; = SA MME, 

所 以 人 AMNG,A 人 ANME 的 MN 边 上 的 高 相等 . 

又 GG 是 CD 的 中 点 , 易 证 全 ACD 的 AC 边 上 的 高 是 AMMNG 的 
MN 边 上 的 高 的 两 们 . 

同 理 入 4C8B 的 AC 边 上 的 高 是 人 NIME 的 MN 边 上 的 高 的 两 倍 . 

因此 Sam= SAacg. 

8.39 设 D、E 分 别 在 全 ABC 的 边 AC 和 AB 上 ,BD 与 CE 交 于 
F,AE= 本 ,全 = 本 ,Saasc=40. 求 :Suam， 

(中 国 部 分 省 市 初中 数学 通讯 赛 ,1990 年 ) 
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[ 解 1] 如 图 ,连接 DE, 设 入 AED .入 EFD、 
ABEE、 ABCF .全 FCD 的 面积 分 别 为 x+、y、x2、u、 
p .可 求 得 


几 人 
AN =8，xz+y+x=16. 
AAA 设 Srmp=z+y=s， 则 有 
z=]16—s, y=s—8, t=20-s, u=4+5. 


= 有 6 4 
解 得 =11， 即 Syrm=11. 


[ 解 2] 直线 BFD 与 AAEC 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 





> 








AB.EF.CD _ 
BE FC DA 
AB_, CD_ 3 . FC_AB.D_ 2.3,, 
BE “DA 2° EF BEDA 1 2 | 
EF= FC- EC. 

1 
SAEBC = 7 SAABC = 0. ，。 3AEBF 二 本 5AEEC 二 >， 
SAADB = 5 AABC™ 16 ， 


Serm=Sneang-SAFppr=16-S=11. 
8.40 上 西 四 边 形 ABCD 的 面积 是 So , 形 内 一 点 M 关于 四 边 中 扣 
的 对 称 点 分 别 是 已 .Q .RS. 试 求 :四 边 形 PQRS 的 面积 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 下 FF、 G、 万 分 别 是 四 边 形 
ABCD 各 边 的 中 点 .( 如 图 ) 


SFFOH 
= SAMEH + SAMFE + SAMFG + SAMCH 


4 (SAMps + SAMAP + SAMRQ + SAMRS) 





1 
= 4 DPQRS 
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发 一 方面 Sprn= 7 Sapen = 7 So 

故 SIPQRS = 250. 

8.41 上 岂 四 边 形 的 边 长 为 a .5b5、c .4 ,一双 对 角 之 和 等 于 2a. 求 证: 
四 边 形 的 面积 等 于 V(p-a)(p-5b)(p-c)(p 一 d) 一 abcdcos a ,其 中 
P 为 四 边 形 的 半 周 长 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 

[证 ] 设 在 四 边 形 ABCD 中 ,4B = a, BC 
=0,CD=c,D4=d,A+C=2a.( 如 图 ) 

在 全 BAD 中 BD?= a?+d’~2adcosA,， 








在 全 BCD 中 BD?= 6b*+ cc? 一 2bccosC， 办 

2 2_712_ .2 的 
EadeosA ~ becosC 由 等 ) 

式 

设 四 边 形 ABCD 的 面积 为 S, 则 

2S= adsinA + bcsinC (2 什 

将 中 与 外 式 平 方 再 相 加 ,得 “ 是 

1S21 (a:+d*— 6 ce) 


4 

=ad*+ bc*—2abcd (cosAcosC — sinAsinC). 

16S*=4(a’d*+ be)- (a :+d -6b — ce )— 8abcdeos2a 
=4(a’d*+b’c)- (a +d’— 6b-—c)— 8abcd(2c0s a — 1) 
=4(ad?*+ bc)— (a?+d -6 — ec) +8abcd — 16abcd eos a 
=4(ad + bc)* ~ (a*+d*~ 6b -cec)*—16abcdcosa. 

= 则 有 

4(ad + bc)*— (a*t+d’*~6b’— ec) 
=[2(ad + be) -a+d— 6b- ec))2(ad+b)+(ar*+d’-— 

b’* — c*)] 
=(atobtc-d)(bt+ctd—-a)(atadt+b~-c)(atd—-b+re) 
=16(p-a)(p—-b)(p-c)(p-—d), 

S=v (p-a)(p-6b)(p-c)(p—-a)— abcdcosa. 
注 当 四 边 形 可 内 接 于 国 时 ,显然 有 
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设 





a 言 己 





=V(p-a)(p~b)(p-c)(p- ad). 
8:42 若 凸 四 边 形 ABCD 四 边 长 分 别 为 


C 
C a.b.c.d, 是 其 对 角 线 所 夹 锐 角 为 45". 求 证 : 
or b a — b+c—d’ 
,Se 
A a B de 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 如 图 设 OA =x,0B=4,0OC=y,OD= wv. 则 


i 
S = F(t y)(ut wv)sin45’ 


1 
= (Tut Wt ryt yo)sin45,. OQ 


由 余 芒 定理 且 注 意 到 cos135° = -cos45°, 则 
XxX + wu +2rucos45’ = 
&w + y* — 2uycos45’ = 
y+ vw +2yvcos45" = 
Xx + vy +2rvcos45’ = d? 





OOOAO 


-名 + 四- 得 
2cos4S (za 二 yt yt ro)=a p+- a. 
与 式 比较 ,注意 到 cos45° = sin4$" ,有 


8.43 给 定 凸 四 边 形 ABCD. 边 AB 和 CD 的 中 点 分 别 为 K 和 MM ， 
线段 AM 和 DK 的 交点 为 O, 线 段 BM 和 CK 的 交点 为 P. 求 证 : 四边 
形 MOKP 的 面积 等 于 全 BPC 和 全 AOD 的 面积 之 和 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 如 图 ,连结 BD. 
DK 是 人 ADB 的 一 条 中 线 ， 


! 
SAAKD = 7 DAABD- 


BM 是 全 BCD 的 一 条 中 线 ， 


1 
SABMC = SAD: 
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故 SAAKD 十 SABMC = 7 DABD. 


、 1 
连结 AC ， 同 理 可 证 SABKC+ SAAMD ™ 3 IABCD: 


SABCD = SAAKD + SABMC + SABKC + SAAMD 
= Sapcp — SMOKP + SaBcp + SA AOD, 
0= — SMoKkP + SABcP + SAA0D. | 
故 ”SMokp = SABcpP + SAaonp- 
8*44 ”上 同 四 边 形 ABCD 中 ,BC 和 AD 的 中 点 分 别 为 下 ,下 .求证 : 
SAFDA + SAFBC = SABD. 


(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 





面 
[证 ] 由 于 EE 是 BC 的 中 点 , 设 E 到 AD 的 距 
离 为 he,C、B 到 AD 的 距离 分 别 为 hc 和 hs, 则 D 等 
= F 5 
? 和 
SAcenpa 十 SA 上 
Sm = ea， 4 pp | 页 

SApgc + $A 

同 理 有 Sapnc = ea ， 
于 是 有 


SAEDA + SAFBC = (Seam + Saapc + SABpA + Sappc) = Sagep. 
8.45 点 KK 和 L 将 四 边 形 ABCD 的 边 AB 和 CD 分 成 m:n 两 份 ， 
线段 BL 和 CK 交 于 点 了 ,线段 DK 和 AL 交 于 点 Q. 求证: Skpip = 
SABPC + SAAOD: 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证] 设 四 边 形 ABCD 的 面积 为 o. 


天 
， DA4DK 二 SABCL 人 -一 发 
m m mm 
二 SS 十 一 一 一 久 一 ， 
ntm EE + 人 PEC n+ AN 
D L C 


及 Seapr+ SaBck 








n n ml 
一 SAApC t+ OO——SA 三 
7 十 了 m+n ACB 2 十 和 
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名 言 过 


SAapk + SABC + SAApL + SABCK = 0,， 
故 SkQgrpo~ (SaAapk + SaBcL + SaapL + SABCK) 
+ SAapo + SABce 
= SAApo + Sapcp. 

注 、 本 命题 系 上 一 命题 的 推广 情形 . 

8.46 点 天 和 AM 是 凸 四 边 形 ABCD 的 边 AB 和 CD 的 中 点 ,点 上 
和 NN 在 另外 两 边 上 .并 且 KLMN 是 矩形 . 试 证 四 边 形 ABCD 的 面积 
是 矩形 KLMN 的 面积 的 2 倍 . 

(第 15 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 设想 四 边 形 ABCD 是 一 张 纸 片 ,由 于 
这 个 四 边 形 是 是 的 ,所 以 矩形 KLMN 全 在 它 的 内 
部 .现在 沿 着 矩形 各 边 把 纸 片 的 四 角 分 别 折返 到 和 拖 
形 内 部 ,如 果 恰 好 填 满 秆 形 而 没有 空隙 也 无 重 迭 ， 
命题 得 证 . 

事实 上 ,因为 AB 中 点 ,人 NKL =90", 从 而 
KA= KB, /AKN+ /BKL= /NKL., 
所 以 KA 和 KB 折 迭 后 重合 于 KAi， 
同 理 ”MC 和 MD 折 和 迭 后 重合 于 MC'，. 
又 因 ANK + 人 DNM = 一 KNM， 
所 以 ”NA 与 NCI 共 线 ， 
同 理 LA 与 LC1 共 线 . 
如 果 Al 半 C) 那么 N 各 工 都 在 直线 A,)C， 
上 ,这 时 A+ 人 LAB= 人 KAIN+ 人 人 KAIiL = 180". 

所 以 AD/ BC， 知 ABCD 是 梯形 , 它 的 面积 比 KLMN 面积 大 
一 售 . 

如 果 Cl 三 A1, 如 图 , NA 和 LA 就 可 以 不 在 同一 直线 上 . 这 时 ， 
AC 和 BD 相互 鳞 直 , 即 分 别 平行 于 和 矩形 的 边 且 N 和 工分 别 是 AD 和 
BC 的 中 点 . ABCD 的 面积 也 比 KLMN 的 面积 大 一 倍 . 

8:47 在 任意 凸 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 BD 与 4C 之 比 为 1, 现 








”有 一 获 形 ,其 顶点 在 四 边 形 的 各 边 上 , 萎 形 各 边 平行 于 四 边 形 的 对 角 


线 , 求 :四 边 形 的 面积 与 菱形 面积 之 比 . 


(第 11 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
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d 
[ 解 ] 设 AC=di,BD=d2, 有 二 =/. 
1 


如 图 , 设 EFGH 为 次 形 , 且 设 AE = xAB(0 
之 Tr 之 1), 则 
BE=(1- 7x)AB. 
EH// BD,.. 人 AEHWAABD, 
于 是 EH= zx:* BD = zad2. 
类 似 地 有 EF= (1 一 x)di. 
由 EFGH 为 萎 形 可 知 EF = EH， 





. _ qd 
于 是 有 Td;2= (1- x)di, ，， ”dtd 


jp vi Ee did? 
从 而 , 萎 形 EFGH 的 边 长 为 I ra 


设 AC 与 BD 相交 于 O，, 叉 人 BOC= 人 EFG=a， 则 





1 1 
SA ABCD =— AC: BD':sina = — did2sina 3 


和 
二 | 











2 2 
dtd? 
Soprog = EFYsine = — sine. 
(di+ ad2) 
从 而 所 求 面积 比 为 
二 CSi (2 
Spa 2 (dtad) di/ (1+1) 
Scanoa dfd3 da rd 2 i 
一 一 Sina 2 一 
(di+ dd,) di 


8.48 图 中 OB; ZL AA;+1, 其 中 i1=1,2,3,4.(A,= Al). 求 证 : 
B1B,B3Bi 的 面积 为 A A,A;As 的 面积 的 2 售 . 
z (第 14 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 由 已 知 OB1 之 AiA:,OB> 4 AsAi， z 


1 
SAOB,B, 一 2 OBI * OB,sin BI OB, 


l 
一 了 AiAa2 “ A Assin Ai1As A 
5A4i4243， 
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3 这 


同 理 SaoB,B, 二 SAA 
上 面 诸 式 相 加 


十 一 十 
SAOBB, + SA0B,B, 二 SAAIA,A SAAAAI 


34441 


= OA 4)A;AL， 

同 理 又 有 SA0B,B, 十 SABB,B, 二 DA AD)A3A， 
于 是 SB, B)B3B4 一 < 3AiA24344 

8.49 在 全 ABC 的 AB 和 BC 边 上 ,于 三 角形 之 外 作 平 行 四 边 形 
ABDE 和 平行 四 边 形 BCFG , 直线 ED 和 FG 相交 于 点 M ,再 在 边 AC 
土 向 三 角形 之 外 作 平 行 四 边 形 ACKL , 它 的 边 CK 和 AL 等 于 线段 
MB , 且 平 行 于 MB .求证 : Sjacwg = SP4apg+ SoBe. 

(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 延长 LA 交 ME 于 Q, 延 长 KC 交 
MF 于 P. 

显然 四 边 形 ABMQ 和 BCPM 都 是 平行 四 

延长 MB, 取 BN = BM .于 是 四 边 形 BNKC 
和 BNLA 都 是 平行 四 边 形 . - 

从 而 有 和 全 ABCS2 和 LNK. 


这 样 SP-acrkr = Spapvt + SBCKN 








= SHABMQ + BCPM 
= Sp ABDE + SOBCEG.- 

8.50 ”在 全 ABC 的 边 AC 上 作 平 行 四 边 形 AKLC ,使 它 与 人 ABC 
位 于 AC 的 同 侧 ;再 以 AB 和 BC 为 底 分 别 作 平 行 四 边 形 AEFB 和 
BMANC ,使 它们 与 ABC 分 别 位 于 边 AB 和 BC 的 两 侧 , 使 EF 经 过 K， 
MN 经 过 上 .求证 :平行 四 边 形 AKLC 的 面积 等 于 平行 四 边 形 AEFB 
和 BMNC 的 面积 的 和 ( 帕 帕 . 阿 列 克 赛 特 里 斯 基 定 理 ). 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 

[证 ] 设 直线 EF 和 NM 交 于 S 点 .如 图 

人 KSLA ABC, 
AB= KS, BC= SL, 
则 SAKkSL = SAABc, 
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日 Sciakss 三 SCAEFB， 
及 SoBsLC = SO BMNC 9 
SFAKLC = SAKSLC ~ SAKSL 
= 94KSLC 一 SAABC 
= SDAKSB + SOBSLS 





= SIAEFB + SBMNC- 
8.51 以 直角 和 全 ABC 的 斜 边 和 两 直角 
” 边 为 边 向 外 各 作 一 个 正方 形 , 如 果 已 知 三 角形 的 斜 边 的 长 和 两 直角 边 
长 之 和 , 求 : 除 入 ABC 的 项 点 以 外 的 正方 形 顶 点 所 组 成 的 六 边 形 的 面 


4 C 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 作 FEP1CB 的 延长 线 于 PP， 
连 PN, 则 和 人 FEPB 空 AAABC， 
县 EP Z BN， 
EPNB 是 平行 四 边 形 . 


1 
X SABeN= 2 SEPEB 





1 
一 SA ABC = 7 


故 ”六 边 形 的 面积 S 为 
S=4- abtathte=(ath) te 
8.52 ” 凸 四 边 形 ABCD 的 边 AD 和 BC 延长 线 交 于 五 , 设 豆 和 G 
是 BD 和 AC 的 中 点 , 求 :全 EHG 的 面积 与 四 边 形 ABCD 的 面积 之 比 . 
(第 10 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 1] POE MR 


后 
、 FEA 
又 设 z= y= 则 | AN 
S 于， Sy 二 一 9 AB 
人 AF 入 4 了 本 D> 
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你 症 迪 让 








1 


— FA.FEB':sin AEB 
SaAFAB 2 
几 又 sr TT 
条 EDC 了 ED'EC'snZDEC 
郑 因为 是 BD 的 中 点 ,G 是 AC 的 中 点 , 则 


1 1 
SADEH = SABDE ™ pA 


2 

1 1 
Samy= 7 Sapp= 7 (1 »), 

1 


1 


SaApG™ 7 IAAECT 7 7) 


又 SAABD = SABDE — SAaApE = YY XY, 
1 
Saapn= 7 Y(1- 7). 


1 1 
及 SAAH™ 7 -T1323 


1 
同时 Sas 4 7 4 
SAAFH ~ SADBE ~ SABEH ~ SAADH ™ 7 23. 


4SApoH™ 4(Saapc + SAAGH ~ SAaEH) 
=27x+(1—-2xrx1+xy) 一 27y 


=]1~ xy= SApE — SAABE = SABCD- 


SApoyg = SapEG ~ SADGH ~ SADEH 


| H 


| 
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SArr 1 
即 BH_— 
Sapcp 4 
[ 解 3] 连结 AH、CH 、BG， 
五 , G 分 别 为 DB,AC 中 点 ， 
1 1 
SaHGB = 7 SAHCB 一 4 DABCD- 








取 AB 中 点 下 ,连结 EF ,HF、GF ,分别 记 AB 及 c 


与 EH、EG 的 交点 为 P.Q. 于 是 有 
HF/DE, GF/ CE. 
, 人 APEWAEPH, 人 BQEWA FQG. 
AP EP BQ EQ 
FP HP’ FQ GQ 
AP: HP = FP: EP, BQ:GQ = FQ: EQ. 
SAAPH ~ SAEPF, SABQG = SAEOF: 
SAAPH+ SABQG = SAEPQ: 
‘. SAEGH™ SAHGB: 
8.53 平面 上 有 一 个 凸 四 边 形 ABCD. (1) 如 果 平 面 上 存在 一 点 
忆 , 使 得 全 ABP、 和 BCP、ACDP.、 和 DA4P 的 面积 都 相等 , 问 四 边 形 
ABCD 应 满足 什么 条 件 ? (2) 满 足 (1) 的 点 已 ,平面 上 最 多 有 几 个 ? 证 
明 你 的 结论 . 
(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (1)@ 先 看 点 卫 在 形 内 的 情形 . 
若 A、P.C 和 B.P.D 都 三 点 共 线 , 则 四 边 


形 ABCD 为 平行 四 边 形 , P 为 两 条 对 角 线 的 交 

点 . 一 到 
若 4A.P、C 三 点 不 共 线 ,由 于 全 P4AB 与 ~ 

人 PAD 等 积 , 故 直线 AP 必 过 对 角 线 BD 的 中 ) 


同 理 知 直线 CP 也 过 BD 的 中 点 .因而 为 图 1 
BD 中 点 . 
显然 ,这 时 和 4ABD 与 人 ABCD 等 积 ( 见 图 1). 这 意味 着 者 四 边 形 内 
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面 
积 
的 
和 
区 
和 
求 
值 
问 
题 








nl 刘 己 


”有 满足 要 求 的 点 P, 则 四 边 形 ABCD 被 它 的 一 条 对 角 线 按 面积 平分 ， 


容易 看 出 ,这 个 条 件 还 是 充分 的 . 
人 再 看 点 P 在 形 外 的 情形 . 容易 看 出 ,延长 
四 边 形 的 两 条 邻 边 ,比如 延长 BA 、DA 所 形成 的 
D 角 域 1 见 图 2) 中 的 任何 点 都 不 满足 题 中 要 求 . 
因而 ,车 在 形 外 有 满足 要 求 的 点 P, 它 只 能 
在 图 2 所 示 的 区 域 左 中 . 
这 时 ,因为 人 PAB 与 全 PAD 等 积 ， 
图 2 故 有 APV BD. 
同 理 ACV PD. 
设 AC,BD 交 于 点 玉 , 则 四 边 形 AEDP 为 平行 四 边 形 ， 
因而 有 Saarp= Saapp= SapaB + Sapac + Sapcp — SAgcp. 


1 
故 有 SAAED = 7 SABD- 


可 见 , 各 有形 外 一 点 P 满足 题 中 要 求 , 则 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 
角 线 将 它 分 成 的 四 个 三 角形 中 , 必 有 一 个 的 面积 是 四 边 形 面 积 的 一 半 . 
下 面 我 们 来 证 明 ,这 个 条 件 也 是 充分 的 . 


设 Ssep= 广 Sagcp 并 简 记 它 的 面积 为 $. 过 A 作 BD 的 平行 线 ， 


过 DD 作 CA 的 平行 线 且 两 线 交 于 点 P, 于 是 四 边 形 AEDP 为 平行 四 边 
形 且 SApan = S( 参 看 图 2) ,这 时 ,PB 作为 梯形 BDPA 的 对 角 线 当然 在 
凸 五 边 形 ABCDP 内 部 . 
同 理 ，PC 也 在 凸 五 边 形 4BCDP 内 部 从 而 有 
SAPAB = $= SapcD, SapBgc = SApcpp — SapAB — SARCD 
.= Sapap + 94BCD -25 
=S+2S-2S=5. 
可 见 ,点 满足 题 中 要 求 . 
(3) 由 各 可 知 ,四 边 形 ABCD 的 形 外 和 形 内 都 是 最 多 只 有 一 
点 满足 要 求 .而 且 由 导出 的 充分 必要 条 件 看 出 , 形 内 和 形 外 不 能 同时 有 
满足 要 求 的 点 , 故 知 满足 要 求 的 点 已 ,最 多 有 一 点 . 
8:54 给 定 一 个 西 四 边 形 ,是 否 总 能 在 它 的 内 部 确定 一 点 ,使 得 该 
友 与 各 边 中 点 的 连 线 将 四 边 形 分 为 四 个 面积 相等 的 区 域 7? 如 果 这 样 的 
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点 存在 ,那么 是 否 是 惟一 的 ? 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 丁 四边形 为 ABCD,E、F、.G、H 分 别 p 
是 AB 、BC .CD .DA 的 中 点 , 则 
EH= FG=7 BD, 1 
且 EH.FG 平行 于 BD. 
过 AC 的 中 点 M 作 BD 的 平行 线 /. 
于 是 点 A 和 点 C 到 直线 i/ 的 距离 相等 ,不 妨 设 这 个 距离 为 4& . 注 





意 到 
SapD = SABaADp +t SABpw = 4dBD. 


由 于 对 : 上 的 任意 一 点 P 都 有 
SAFPH = SAAFH+ SApry =2dEH = dBD = 二 Sa 


一 流 


同 理 ”Sare= 十 Sum。 

设 点 Q 符合 题目 要 求 , 则 点 Q 必 在 直线 1 上 . 

同样 地 ,点 Q 也 必 在 过 BD 的 中 点 且 平 行 于 AcC 的 直线 上 ,由 于 该 
直线 不 与 ! 平行 , 则 必 与 ! 相交 . 

这 样 点 Q 就 是 惟一 的 交点 , 即 满足 题目 条 件 的 点 存在 而 且 惟 一 . 

8:55 面积 为 740 的 平行 四 边 形 ABCD , 边 4B 、BC .CD 、 DA 上 
5:2 的 内 分 点 分 别 为 P、.Q、R、S. 直线 AQ 与 BR 交 于 W, 直 线 BR 与 
CS 交 于 X ,直线 CS 与 DP 交 于 Y, 直线 DP 与 AQ 交 于 Z, 求 :四 边 形 
WXYZ 的 面积 . 


信和 
和 





(日 本 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 





Sasw = X740 < 
7 /A 
令 WQ= SY= 4a, 则 1 © D 
A _AD 7 _7 
SY SD 5 A 
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3 本 志 





x AZ 4hP_35 
Zw PB 2 
2 2 7 14 
三 一 一 一 -一 关 -一 Lv 二 一 一 
ZW 5 A 5 5 4 552 
| 7 14 74 
一 = 一 x+ 一 +a= 一 a. 
AQ= AZ+ZW+ WEQ 5 4 554 a 554 


14 
Swoz WZ 25” 14 
Saso AQ 74 74， 

25° 
Swaz= 节 SascQ= 厄 X 手 X740=40， 

8.56 锐角 全 ABC 的 项 角 A 的 平分 线 交 BC 边 于 上 ,又 交 三 角形 
的 外 接 圆 于 N ,过 工分 别 作 AB 和 AC 边 的 垂 线 LE 和 LM, 垂 足 是 开 
和 AM . 求 证: 四边形 AKNM 的 面积 等 于 全 ABC 的 面积 . 

(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 1] 设 ALBAN=a, 人 CAN=B. 
因为 AN 是 一 A 的 平分 线 , 有 a= 8. 
又 LK|AB,LMLAC, .. LK=LM. 
连 KM, 则 KM 4L. 





有 





Saxim = AL: KM= AK:KL, Q) 


1 
义 Saapc = AB AC*sin2a 


= AP AC':sina*cosa 





= AB: 一 一 一 
ACT A © 
连 BN, 则 从 ALCWA 人 ABN,， 

AB AN 

vit BB AB:AC= AL.AN. G3) 
把 四 各 代 人 名 得 

AL:KM _ 1, 
SAap=AL' AN TAT 7 一 > AN KM = SNy. 


[证 2] 过 点 N 作 NP]AB 于 P, 作 NQ1|AC 于 Q. 
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LK | AB, LM | AC, 
NP/LK, NQN LM. 
连结 BN .CN .PL .LQ, 于 是 有 


SAAKN = SAApL, SAAMN = SAAQL. 
可 见 , 为 证 本 题 的 结论 , 只 需 证 明 SA = As SA 
Sargsp ;而 为 此 又 只 需 证 明 BP = CQ. v 
AN 平分 人 BAC， 
BN= NC, NP= NEQ. 
人 NPBSESANQC, .. BP= CQ. 


[证 3] 连结 BN 并 记 圆 的 半径 为 >, 于 是 有 AK = ALeos 人 


为 证 本 题 的 结论 ,只 需 证 明 AB+ AC=- 2ANcos 


面 
A a a | 
SakNm = LSAarN = AR ANsn > = ALANcos 7 Sin , a ， 
式 
1 A 上 
SAABC = SAABL + SAALC = 7 AL(AB + AC )sin 了 
值 
问 
题 





在 合 ABN 中 应 用 正弦 定理 有 


A 总 A 
2ANcos 7 =4rsinZ ABN:cos 了 =4rsin( B 十 人 jeu 7 


=2r(sin(B+ A)+sinB)=2rsinC +2rsinB 
= AB+ AC. 
8.57 ”在 阅 中 内 接 一 个 梯形 ,其 底 边 为 直径 ,又 内 接 一 个 三 角形 ， 
其 边 平行 于 梯形 的 边 ,求证 :这 三 角形 与 这 梯形 面积 相等 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 如 图 ， 设 国内 接 梯形 ABCD 的 底 AB 是 
此 图 的 直径 ;全 LMN 为 此 圆 的 内 接 三 角形 , 且 
LN/ AD, MN/ BC, LM/ AB. 
CD/ AB, 
AD= BC, AD= BC. 
AD// LN, BC/MN, AB// LM. 
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ee 言 忆 


A ~ 


LN = AL+AD+DN= 2 AL + AD= 2 BM + BC 
= BM + BC + NC= MN. 
LN= MN= AC, 
作 CC LAB 于 OC, ACCI= LABC, 
有 和 人 MNINSACCIA， 


1 
今 梯形 4BCD 二 7 (AB + CD)CCI= ACy CC 


一 293AcCA 一 2DAMNN = SALMN- 
8.58 求 一 个 圆 内 接 凹 八 边 形 的 面积 , 它 有 四 个 接连 边 的 长 皆 为 
3 单位 ,而 其 余 四 边 长 皆 为 2 单位 ,答案 要 以 r+ s #4 之 形式 ,其 路 、;、 
t 皆 为 正 整 数 . 
(第 39 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 1] 设 圆 的 半径 为 r.a 和 8B 分别 是 长 为 3 和 2 的 弦 所 对 的 贺 
局 角 , 则 


8a+88=2xr，.… B= 二 -a. 


3 1 
inp = | -六 = 二 
又 sina 5， 则 sing a 
1 [ze )- coOSsa 一 Sina 
于 是 - = sinB = sin 二 TB 
2 2r 1 cosa—sinag ctga—l1 
而 一 = 一 :一 二 一 一 一 二 一 一 . 
3 3 V2sina V2 
3+2 2 
CS 3 


圆心 到 弦 长 为 3 的 弦 的 距离 h; 为 


_3 3+2V2 
hctga 5 


同 理 可 得 ,圆心 到 弦 长 为 2 的 蓄 的 距离 h, 为 


2+3 2+3y2 
2 2? 
所 求 八 边 形 的 面积 为 


1 1 
4 (3h3t 2h ) =(9+603) + (416V3)=13+12Y5, 
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[ 解 21 如果 一 个 圆 内 接 八 边 形 , 它 的 边 
分 别 为 3 单位 长 与 2 单位 长 相间 出 现 , 则 它 的 过 
面积 与 所 求 的 八 边 形 面积 相等 ， 





~yC 
pe 3 / 
这 个 新 八 边 形 的 每 个 内 角 为 闻 ， 4 4 
“、 

延长 所 有 边 长 为 3 的 边 AAA 、A4A。、 于 > 
A6A7、AsA1, 得 到 一 个 边 长 为 3+2 2 的 正方 4 
形 BCDE. 

又 全 A1A2B .个 A;3Ax4C. 全 A;AeD.、 公 AyAsgE 为 斜 边 为 2 的 等 腰 
三 角形 . 


于 是 ,所 求 八 边 形 的 面积 为 


(3+242)2-4xx2xl=13+125 


8'59 己 为 正方 形 ABCD 内 一 点 ,又 P 到 A、B.D 距离 分 别 为 1、 

3 WY7, 求 :SEE 方形 4BCD. 
(中 国 陕西 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 设 正 方形 ABCD 边 长 为 a, 自作 PAB = 
a, 由 余弦 定理 有 ” 

3:=]1?+a’—2acosa OQ) 

(Y7)*=1+a’—2acos(90°— a) 人) 

即 2acosa=a*~8 和 2asina=a2z 一 6， 所 

上 两 式 两 边 平方 后 相 加 有 4 " 

4a*=(a*—8):+(a?~6), 

即 a*-16a*+50=0, 得 a?=8+ Vi4( 已 舍 负 值 ). 

SEAWABD =8+ V14. 


(三 ) 五 边 形 、 六 边 形 …… 多边形 面积 
8.60 A,;(i 二 1,2,3,4,$) 为 正 五 边 形 五 个 顶点 (如 图 ), 其 中 每 两 
点 连 成 一 线段 , 记 该 10 条 线段 平方 和 为 Q; 其 中 每 三 点 连 成 一 个 三 角 


形 , 记 该 10 个 三 角形 面积 平方 和 为 P， 求 证: Q? = 80P. 
(中 国安 徽 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
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低下 也 六 遇 册 - 镍 下 治 式 








[证 ] 设 4 为 正 五 边 形 外 接 圆 直径 , 则 五 边 
形 边 长 a = dsin36 . 
4 4s 而 该 五 边 形 对 角 线 ! = dsin72° ,这 样 
Q=5(a’+ 1 ) ， 


51 三 SAA AD)A1 二 AAA 三 


9% 言 三 


43 4 La 
; ~ SAA,AA, 二 py a“sinl08 
1 
= 7 sin72 ， 
且 SS, = SAAA,A, =SAA,AAs=…= DAAS A A 
1 
一 本 /sin36 ， 


这 样 P=5(S?+ S3), 将 前 诸 式 代入 ， 
Q2 25(a?+1°)?_ 20(3+2cos72 ) 


已 5(S?+ S3) sin272 
因而 只 需 证 = 
sin’ 72 
2sin72 (cos72 + cos144°) sinl44’ + sin216 — sin72° 
2sin72 2sin72 
_ 一 sn72 1 
2sin72” 2 
2(cos72 + cos144 )= 一 1， 
则 3+2cos72°=2 一 2cos144° 二 2(1 一 cos144")= 4sin272 ， 


3 + 2c0s72" QQ 


一 4， 直 一 80 只 “一 80P. 
sin272” 放 P | Q 


8:61 设 4 是 正 五 角 星 形 的 一 个 尖 角 的 顶点 ,折线 
441BBICCIDDIEFEIA 是 五 角 星 的 外 围 周 界 . 直线 4B 与 DE 相交 于 
斑点 .求证 :多边形 ABB, CC DEDIA 与 四 边 形 ADIEF 的 面积 相等 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[证 ] 如 图 ,… FAE = 180° -108"=72"， 
又 LAED) = 人 AEEI+RFIEDN 
= 36° + 36° = 72°, 
LFAE=/AFD. 则 AB/ EC. 


3 


4， 
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同 理 ”AC/ EF. 

即 4FEC 是 平行 四 边 形 ， 

. SAACE = SAAFE: 

又 A 人 ABA/LADEDLAAEE,, 
日 AAABBISACIDDIGADIEEL 
4BB CC DED, A 


=(SAAaAcE 一 SDAAEE) 一 SAD,EE,) 十 SAABA, 





十 号 A4 有 | 十 9ACIDD + 9ADED， 
= SAacE + Sac pp) + OADED, 
= SAAFE + SAD,EE, + DAAEE, 
一 94D EF 
8.62 已 知 一 面 国旗 上 的 大 五 角 星 的 一 边 长 为 1, 求 :这 五 角 星 的 
面积 (已 知 snt8"= +] 
(中 国 陕 西 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,了 A= 人 LAB= AC= 人 LD= 人 E , 


=36"， 
AB’=BC=CD=DE=EA LN 


= V1l+1—2c0s36 =2sinl8 ， 


1 1 
Saapce =—sin36°=— V10-2Y5. CA NN 
C D 


2 8 
XX 五 角 星 二 39SAADC 十 ADrE， 而 


入 









] _， , ， 。 
中 人 DA《E = 了 了 D C*:DE-:sinl08 


1 (5+1) VI0+2Y5 
2 4 4 
_ B+Y5)v 10+2Y5 


16 
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3+V5 
Sahe= 羡 V10-25+ AS V072 
-VD 5- 工 V50+10 万 . 


4 4 
8.63 在 锐角 三 角形 中 ,由 每 边 的 中 点 向 其 他 两 边 引 垂 线 . 求 证 : 
这 些 垂 线 围 成 的 六 边 形 的 面积 等 于 三 角形 面积 的 一 半 . 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 人 和合 ABC 为 已 知 的 三 角形 ,P.Q.、R 
分 别 是 各 边 中 点 (如 图 ). 
易 证 和 AQR 写 人 BRP 心 人 CPQ 
和 ABC. 
这 些 三 角形 都 是 锐角 三 角形 .它们 的 垂 心 
B P “ 工 .MN 都 在 三 角形 内 ， 
题 设 的 六 边 形 为 LRMPNQ , 设 其 面积 为 S. 
则 S= Sapgr + SaorR + SARMP + Sap 
其 中 个 RMP 人 ALQ,， 个 PNQ 宇 人 RDA. 


三 





1 
SS 二 SaApor + SAARQ T= 7 SAABC: 


8.64 ” 设 凸 六 边 形 ABCDEF 的 对 边 AB/ DE, BC/ EF, CD// 
FA .求证 :入 ACE 和 公 BDF 的 面积 相等 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[证 ] 作对 角 线 AD 、BE 和 CF, 设 RR、 
PQ 是 它们 的 交点 (这 三 点 可 能 重合 ). 
SAACE = SaaAQ + SacEp + SAEAR + 
Sapog, 
SABDF 三 Saprg + 9AFBp + SABDR + 





Sapog. 
AF/CD, .. Saar= Sape. 
DAACF - SAAQF = SAAPF ~ SAAQF 
印 SAaco=SApro. 
同 理 Secrp= Serap， SAEAR= SABDR. 


SAACE = S ABDF. 
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8.65 ”一 个 给 定 的 本 五 边 形 ABCDE ,具有 如 下 性 质 : 五 个 三 角形 
AABC.ABEBCD、ACDE.A 人 APDE4、 和 人 AEAB 中 的 每 一 个 的 面积 都 等 于 1. 
求证 :每 个 具有 上 述 性 质 的 五 边 形 都 有 相同 的 面积 ,并 且 有 无 限 多 个 这 
样 的 不 全 等 的 五 边 形 . 

(第 1 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 1] 记 SAapgc 为 人 ABC 的 面积 , 余 类 


1 SABD = SApD=1, £ BB 
和 人 BCD 和 全 ECD 是 以 CD 为 底 且 等 De 


高 的 三 角形 ,于 是 有 BE/ CD. 一 一 人 人 、 








同 理 有 BD//AE, EC/ AB. 页 
记 P 为 BD 与 CE 的 交点 . 则 四 边 形 ABPE 为 平行 四 边 形 . 9 
于 是 Sagpp= SaEap=1. 式 . 
令 SarB= Sappe~y, SAppc=7, 有 
y= 
SAPP _PD_Same 则 之 - 工 是 
SapEs PB Seppc 1 y 
由 x+y=l 得 宝 = 一 >， 
1 y 
一 1 + 
即 六 +y-1=0， 得 ,= 二 (已 舍 负 值 ). 
H z=1-y=35 
所 以 五 边 形 ABCDE 的 面积 为 
5+V5 





SapcpE =1+1+2yt+x= 


为 了 证 明 有 无 限 多 个 这 样 的 不 全 等 的 五 边 形 。 可 以 先 构造 一 个 任 
意 的 人 PCD ,使 
3 一 VS 


2 
延长 CP 到 下 ,延长 DP 到 日 ,使 得 SAgpc=SaAsnpc=1， 
从 而 HEVCD, 再 作 EAABD,ABAWEC, 这 样 得 到 的 五 边 形 
ABCDE 就 具有 题目 的 性 质 . 
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SAmpD = 





[证 2] 用 解析 几何 证 法 . 
以 AB 所 在 直线 为 x 轴 ,A 为 坐标 原 


1 点 建立 直角 坐标 系 , 如 图 . 
设 AB=a， 则 A(0,0),B(a,0). 


由 Sanpce=1 可 得 顶点 C 的 纵 坐 标 为 
. 设 C 点 的 坐标 为 ( 5, 三 ) 
1{ 





2 
u 


又 由 SAapc 二 Sasape = 1. 可 得 CE/ AB. 
同 理 可 得 ”BC// DA,，CD/BE, DE/ AC, AE/ BD. 


因此 可 设 D(d,e)，E(c, 世 ), 于是 


l 1 
SABDE = SApEA + SApD+ Saapgp™ 1+1l+ 7 a 2+t 7 ae. 


2 
下 面 计算 ae 的 值 . 记 直 线 AC 的 斜率 为 kac, 余 类 推 . 
由 于 AC/ DDE, BC/ DA，AE/ BD， 则 
kac= kpe, kpc =~ kpa, kar = kpp. 
2 2 2 2 
二 -二 全 全 
Q a a a 








e 
pb d—c  b-a a Ca 
aewb +2(c—d~6b)=0, 
训 [2 D0 
aela—b)+2d=0. 
+ 得 ace+2(c 一 5)=0， 
@O+@ 得 a’e+aec +2a -aeb=0, 
BD ae+ec+2~eb=0, 
曲 xe- 电 x2 得 ao--2cae-4=0 . 
即 ae=1+y5 . 
由 ae>0 得 ae=1+ty5. 


于 是 Supe =2+ 4 a= 
所 以 具有 题 设 性 质 的 凸 五 边 形 的 面积 具有 相同 的 定 值 . 


面 证 明 人 存在 着 无 限 多 个 具有 题 设 性 质 的 不 全 等 的 凸 五 边 形 . 
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@ S086 














设 4(0.0)，B(a,0)，C( 2， 二 外 ， | 
[3 
E(B21,2). 
2 a 

此 时 Son = 本 4 二 =1 

通过 计算 CE 、AB .BC .DA .CD .EB 的 斜率 可 得 

CEAAB，BCADA，CDAWEB，EDAWAAC，EAVWBD. 

从 而 可 得 SAABC = SAgp = SaAmE = Sape4 = Sapap=1. 

而 ABCDE 的 凸 性 可 由 各 顶点 的 坐标 不 难 进 行 验证 . 

由 于 a ,5 取 值 的 任意 性 ,所 以 可 得 到 无 限 多 个 具有 题 设 性 质 的 不 
全 等 的 凸 五 边 形 . 

8.66 凸 五 边 形 ABCDE 中 ,BE 分 别 交 AC 、AD 于 S.,R, BD 分 别 
交 CA、CE 于 T、P,AD 交 CE 于 Q, 且 AASR、A 和 BTS、ACPT、 
全 DQP、 全 ERQ 的 面积 均 为 1. (1) 求 五 边 形 PQRST 的 面积 ;(2) 求 五 
边 形 ABCDE 的 面积 . 


信也 





(日 本 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 我 们 证 明 :所 有 这 样 的 凸 五 边 形 
ABCDE 均 可 由 一 个 正 五 边 形 经 适当 仿 射 变换 得 
到 . 记 线 段 SR 的 中 点 为 M. 连 AM 

首先 ,我 们 可 以 作 一 个 AS 方向 的 适当 伸缩 变 
换 使 人 AMS 为 直角 , 即 公 ASR 变 成 一 个 以 A 为 顶 
角 的 等 腰 三 角形 , 设 此 时 的 图 形 为 ABC;DIE， 
(图 2). 图 1 

作 上 .Qi .Ci 关于 直线 A; MI 的 对 称 点 巨人、 
Q'1.C'1, 厅 Qi 与 Ti 不 重合 ,我 们 不 妨 设 SQ'1< STi, 则 SB， 
< SIE 1( 这 是 因为 仿 射 变换 保持 面积 比 不 变 ) ,于 是 


1 
2 “SIBI:SiTisn/ BST 


4 





一 名 人 <“ 二 9 一 ， 
ASIBITI™ OARIEIQ 二 号 ASIET Qnr 
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高 已 


-SIQ SE'sin BSIT!, 


即 SiB.SITI=SIE SIQ 1， 
设 直线 Q'1C 1 与 PiQi 交 于 Pi, 则 PI 


位 于 PIG 之 间 ,C | 位 于 DIQ!I 之 间 . 
A A E 因而 SACIPT, < 5eCPiQn 一 5eCPQ， 


“Wy ”<SADIOIQ，， 
) A 与 S 人 CP 了 1 三 Sep Pa' 于 丑 . 
1 所 以 ”Qi 与 Ti 重合 ,整个 图 形 关于 直线 
图 2 AiM 对 称 .现在 我 们 可 以 考虑 在 AM 方 回 
上 上 作 伸缩 变换 ,注意 BiSi= RE 保持 不 变 ， 
而 BT = QE 则 连续 变化 ,因而 有 适当 变换 使 在 得 到 的 图 形 
A,B，C>D2E2 中 公 B,S;T 与 全,Q;R, 均 为 等 腰 三 角形 . 
考虑 关于 FE, 与 RQ; 的 中 点 连 线 的 对 称 性 
便 知 
RAsS2 = QER,= LPD;Q, 
=/AT,C P= SB,T, 


1 Ln | b 
一 一 - X = 
5 180 =36 ， 


即 ” ABC,D2E, 为 正 五 边 形 . 
图 3 于 是 在 正 五 边 形 中 可 以 得 到 





(2) Ssene = 7 (15+7Y5). 

8-67 设 A .BC .DE 、F 分别 为 六 边 形 ABCDEF 的 边 AB、 
BC .CD 、DE 、EF、FA 的 中 点 .试用 Saape 、 SApD 、SAcDE’、SADEF、 
SAEFA'、SAF4B 表 不 SABcpEF. 

(世界 城市 国际 数学 联赛 ,1996 年 ) 

[证 ] 由 设 4 是 AB 的 中 点 , 则 

293AEF4 = OAEFA + SAEFB: 

间 理 可 得 


29AF4B ~ SAFAB + SAFAC, 
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29Sw、aB = SAABc + SAABD, 
2Sapcp’ = SABCD + SABCE, 
2SwcepE' = SAmE + Sape, 2SADEF = SADEF + SADEF. 
又 Sapgper = SAEFA+ SADEA + SAABD + DAB 

= SAFAB + SAEFB + SABCE + SA DE 

~ SAABC + SAFAC + SACDF + OADEF. 


2 
SABCDEF = 3 (SAApc t+ SABCD 十 9ACDE' + SapDEF + SAEFA’ + 
SAFAB’). 
8.68 ”点 B;(i=1,2,…,6) 分 别 是 凸 六 边 形 A1A，…AsAhs 的 六 条 
对 角 线 AiA;, A;,As, A;3A;, AsAs, AsAl , A6A, 的 中 点 ， 并 且 六 边 形 
BiB, 机 BsBe 也 是 山 | 六 边 形 . 试 证 明 : 六 边 形 B1B,…BB。 一 
号 六 边 形 A Ay…As A 
(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 如 图 ,由 三 角形 中 位 线 定理 知 
BIBs LAzAs, BaBse LAA 
又 (B1B;,B4aBe) 夹 角 
一 (A,A4,A3A1) 夹 角 二 a， 


1 
— BB; " Ba Besina 


和 
二 





2 
1 /1 i | 
= (A1A4 AA )sine 
1] /1 
一 本 7 A2A4' AI1A3sina 
Sy -le 、 中 
四 边 形 B B4B。B6 4 四 边 形 4 A,A,A, 
同 理 Smain 币 -is 四 
四 边 形 B| B, B3 B3 4 四 边 形 A AAsA。 
1 
(D+ 有 沪 六 边 形 BB)…Bs Be 用 今 六 边 形 A1Ay…AsA6 ， 


8.69 ”QO 是 正六 边 形 ABCDEF 的 内 切 圆 ,P 为 @O 与 DE 边 的 
切 点 ,Q、R 分 别 是 PA 、PB 与 @O 的 交点 . 若 正 六 边 形 边 长 为 2, 求 ， 
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SApoR. 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 QO 切 AB 边 于 S$S, 连 PS, 易 证 
PS」 AB 且 PS1 QR, 故 QR/ AB. 
, 人 PQROAPAB. 
Sapag _ PQ? 
Sapap PA2 
* AS=]1, PS=20S=2y3, 
“. PA= VAS+PS’= V13. 
由 AS’= AQ:PA,， 


六 








4S2 1 
有 AQ = 一 -= 一 一 ， 
PA /13 
1 12 
故 PQ=P4-PQ= v13 -一 一 = 一 一 
V13 13 
so. _PeQ _ 288 Y3 
Ph 169 | 


8.70 考察 任意 多 边 形 (不 一 定 是 凸 的 ) , (1) 能 否 一 定 找 到 多 边 形 
的 一 条 弦 ( 两 个 端点 均 在 多 边 形 的 周 界 上 , 且 整 个 属于 多 边 形 的 线段 ) 
将 多 边 形 分 为 面积 相等 的 两 部 分 ? (2) 试 证 任何 多 边 形 都 可 被 自己 的 
某 条 弦 分 成 两 部 分 ,使 每 部 分 面积 皆 不 小 于 多 边 形 面 积 的 三 分 之 一 . 

(莫斯科 数学 竞赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] (1) 不 一 定 .如 图 (a) 所 示 的 多 边 形 就 不 能 被 它 的 任何 一 条 
弦 分 为 面积 相等 的 两 个 部 分 .图 (b) 和 图 (c) 给 出 了 这 个 多 边 形 的 构造 
过 程 .从 图 (b) 中 四 个 全 等 的 正三 角形 出 发 ,保留 正中 的 一 个 正三 角形 


A ws 


(a) (b) (ec) 
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不 动 ,而 将 周围 的 三 个 正三 角形 分 别 向 三 个 方向 作 镜 面 有 反射 ,由 此 得 到 
图 (c). 再 “打通 "四 个 三 角形 之 间 的 “通道 ” 即 得 图 (a) 中 的 多 边 形 . 

(2) 首先 通过 对 多 边 形 的 边 数 nz 作 归 纳 . 知 对 任何 多 边 形 都 可 用 
一 系列 不 在 形 内 相交 的 对 角 线 将 其 分 成 知 干 个 三 角形 .我 们 将 这 称 为 
对 多 边 形 的 三 角形 划分 . 

显然 这 些 对 角 线 都 是 多 边 形 的 弦 . 对 于 划分 出 的 每 个 三 角形 了 ， 
震 它 的 某 条 边 是 原 多 边 形 的 对 角 线 , 则 该 边 就 将 原 多 边 形 分 成 了 两 个 
部 分 ,其 中 一 部 分 包含 工 , 另 一 部 分 不 包含 工 .将 不 包含 工 的 那 一 部 分 
称 为 工 的 该 过 的 外 侧 部 分 (简称 外 部 ). 

现 设 已 对 多 边 形 作 了 三 角形 划分 ,如果 存 在 某 个 三 角形 ,在 它 的 某 


条 边 的 外 便 部 分 的 面积 不 小 于 三 ,不 大 于 全 (S 是 原 多 边 形 的 面积 )， 


则 以 该 边 为 界 所 作 的 划分 即 符合 要 求 . 
如 有 果 不 存 在 上 述 的 三 角形 ,那么 我 们 必 可 找 出 一 个 三 角形 了 ,在 


T 的 每 一 边 的 外 便 的 面积 都 小 于 与 (如 果 某 个 三 角形 的 某 边 的 外 全 


人 





部 分 面积 大 于 全 ,那么 ,我 们 就 到 该 外 侧 部 分 去 找 所 需 的 三 角形 T.) 


记 械 为 人 ABC. 
如 采 工 仅 有 一 条 边 AB 属于 原 多 边 形 的 对 角 线 ( 即 是 说 它 仅 有 一 


个 外 侧 部 分 属于 原 多 边 形 ) ,那么 工 的 面积 大 于 全 ,于 是 ,只 要 取 BC 


边 的 中 点 了 ( 它 位 于 多 边 形 的 周 界 上 ) ,以 AD 为 界 所 作 的 划分 即 符合 
要 求 

如 果 工 有 两 条 边 AB 和 AC 的 外 便 部 分 均 属于 原 多 边 形 ,由 于 它 
们 的 面积 均 小 于 说 ,从 而 ,只 要 在 边 BC 上 取 一 适当 的 点 刀 , 并 以 AD 
为 界 作 划 分 即 可 . 

不 难 知 ,在 以 上 两 种 情况 下 都 可 通过 适当 选取 ,使 得 以 AD 为 界 
的 划分 为 等 分 

最 后 ,如 果 工 的 3 条 边 的 外 侧 均 属于 原 多 边 形 ,我们 就 让 点 DD 在 
线段 BC 上 自 互 向 C 移动 ,并 观察 多 边 形 以 通过 A .DD 两 点 的 弦 为 界 所 
分 成 的 两 部 分 (将 点 B 所 在 的 部 分 称 为 B 部 ) 的 面积 
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如 果 在 移动 中 可 使 B 部 的 某 一 时 刻 刚 好 等 于 与 ,那么 就 停 住 ,此 


时 的 划分 即 为 所 求 . 
否则 , 必 存 在 BC 上 的 某 个 点 上, 当 D 未 越过 FE 时 ,B 部 的 面积 小 


于 与 ,而 一 旦 越过 , 则 大 于 全 ， 


这 时 ,就 让 DD 越过 点 的 并 尽量 接近 点 王 , 此 时 就 有 (以 下 以 Sr 表 


示 了 的 面积 ): 
SB 部 全 SAB 外 部 十 SBC 外 部 二 sanm< 写 + SAAED. 
由 于 可 使 点 万 非常 接近 点 五 ,所 以 ,SAaAEp 可 非常 小 ,以 致使 
Sow<2 
8*71 给 定 凹 半边 形 内 的 一 点 ,这 个 凸 n 边 形 的 边 两 两 不 平行 . 
证 明 : 过 这 一 点 不 可 能 作出 2 条 以 上 的 直线 ,使 其 中 的 每 一 条 都 平分 


nn 边 形 的 面积 . 


(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 设 每 条 直线 都 平分 多 边 形 M 的 面积 , 那 
么 多 边 形 落 在 由 这 些 直 线形 成 的 两 个 对 顶 角 中 每 一 
个 在 多 边 形 中 的 部 分 有 相等 的 面积 (在 图 中 S| = 
S,). 
我 们 同时 考虑 已 知 多 边 形 M 关于 OO 点 成 中 心 
对 称 的 伴随 多 边 形 M . 
如 打通 过 点 O 〇 引 & 条 直线 ,每 一 条 都 平分 M 的 面积 , 则 这 条 直 
线 平 分 所 得 的 2& 个 角 中 的 每 一 个 都 应 与 多 边 形 M 和 M 周 界 有 交点 . 
但 在 多 边 形 M 的 每 条 边 上 不 多 于 两 个 这 样 的 交点 .这 意味 着 ,如 
采 M 其 有 nn 条 边 , 则 这 些 交 点 不 小 于 2& 且 不 大 于 22. 所 以 有 妇 2 
8:72 四 n(n 信 5) 边 形 为 其 所 有 的 对 角 线 所 分 割 .求证 ;在 这 种 
情况 下 ,所 得 的 各 部 分 中 , 必 有 面积 不 相等 的 部 分 . 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 如 若 不 然 , 凸 ” 边 形 被 其 所 有 对 角 线 所 分 割 ,得 到 的 各 部 
分 面积 都 相等 . 如 图 . 
设 对 角 线 A1A;3, AlAs,A,A,,A,A,_1. 
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它们 除 相 交 于 A1、A; 外 的 交点 为 Bi 、B2、B;、 
Bi( 当 n=5 时 ,Bs 与 As 重合 ). 

考虑 人 A1B1B; 和 个 A1B2A;, 由 假设 ,它们 的 , 
面积 相等 ,也 就 是 说 B1B, = BA,. 

同 理 AiB,= B,B;. 

因此 ,四边形 AAA;B3Bi 是 平行 四 边 形 . 

所 以 直线 A1As/ A;A,_1, 这 与 它们 相交 了 矛盾. 


(四 ) 圆 和 其 他 图 形 的 面积 





1 
2 


8.73 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 , BC = CD, 求 证 : Sm 四 边 形 ABCD = 
AC*sinA. 
(国际 城市 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 连 AC、BD 交 于 五 ,注意 到 
/BAC= /BDC= /DBC= 一 DAaC， ~ 
又 /ABD=/ACD,/ADB= /ACB, 


AB AC 
和 人 ACDIA ABE, 则 守 = 全 <， 
ABE, 则 (EAD 


即 AB: AD= AC.AE. Ve 


BC_ AC 
入 4ACBwABCE ,有 元 = 全 <， 
且 BCE 有 二 AB 


人 了 





~ 


NN 


即 BC*= AC.: CE. 
AB.: AD+ BC’* = AC:AE + AC:CE= AC(AE + EC) 
= AC: AC= AC*. 
而 SmifgaBcp = SAaBD + Sap 
1 


= AB' ADsinA + BC: CDsin(180° ~ A) 


1 
= 了 (4B'4D + BC )sinA 


= 于 4C2sin4 ， 
8.74 方程 x+(e+20-2)x-2a+p+2=0 之 二 根 是 方程 x* 
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+ax+65=0 之 二 根 的 平方 . 试 求 a、5b 的 值 . 若 a、5 为 直角 三 角形 之 两 
边 , 求 :这 三 角形 内 切 圆 面积 与 外 接 圆 面积 之 比 . 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 x“+azr+5=0 的 二 根 为 zi 、xz2>， 则 
方程 x*+(a+265 一 2)x 一 2a+5+2=0 的 二 根 为 X19. 依 题 意 


sk 言 二 


~(a+26b—2)= XI+ X34= (x1+ xz) — 2r17;= a —26, 
即 ~2at+6b+2= xf'xf= (rx) = 62. 





a*+a—2=0 

bb+2a ~2=0. 
, a=-2 la=-2 la=1 la=]1 
解 得 b=3 b=-2 [65=0 lb=1 














若 a .6 为 直角 三 角形 的 边 , 则 只 能 取 最 后 一 组 解 ,和 且 a .6 仅 能 为 
直角 边 ,这 时 斜 边 c=v2. 











CC _YZ _a+b+e 2-yv2 2 
R= 一 = , 且 六 一 7 一 7 一 | 2 ， 
_Y21: 
妆 内 切 贺 产 
故 一 =| 一 一 | =3-22. 
Sy 拓 四 R? | v5 
2 


8.75 一 正三 角形 的 每 边 长 是 2a ,以 各 顶点 为 圆心 , V2a 为 半径 
作 三 圆 , 求 : 三 圆 公 共 部 分 的 面积 . 
(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 由 对 称 性 ,用 x,y,z 分 别 表示 图 中 曲 边 图 形 的 面积 ,可 得 


zz+3y+3z= Seapr=V3a2， OQ) 
z+2y+s= zx(V5a)2= na 2 
cse= M2 
~“ BN 2 
有 a=45°, 
TX 十 y 等 于 含 90" 弧 的 弓形 面积 . 
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即 xz+y= 亚 (Ja2- 林 (Ia 
2 


2 
联 立 @ .@ .加 解 得 r= (x+2y3-6). 
8.76 已 知 :三 圆 两 两 外 切 ,它们 的 半径 分 别 为 wec .5, 求 :这 三 
个 圆 所 围 成 的 面积 . 


(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 B.C、A 分 别 为 三 圆 的 圆心 , 则 








4 
Sse = 24 V (at+6)—a’ 面 
2 b 积 
— V 2ab + b*, 4 
， 2 2 六 
B=/AC=arccos———, 与 
at+vb ,8B C 求 
LA=x—2arccos— — 
关 区 arccos Tp 是 
三 个 贺 所 围 的 面积 
2 
S=a VI + BE ~ ararceos 0 ~ + (x ~ 2arccos < 
a+p 2 a+b 
2 | 
=4a VIad TB (a be)arceos 4 
a 


8:77 加 工 (i=0,1,2,…) 的 半径 为 x;, 内 切 于 大 小 为 2 的 角 ， 
并 且 工 与 攻 ; | 外 切 ,rx;; <r;， 证 明 : 圆 工 (i =0,1,2,…) 的 面积 之 和 
rn( vsimnot vy 人 
等 于 半径 为 = se “See 的 国 的 面积 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 由 题 设 易 知 


ri™ Fi+l 





一 Stna ， 
rit ri 


故 ri+1! 1 sina 
r; 1 + sing 
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1 
r; 二 70| 一 一 一 | . 
(ae ) 


几 因此 圆 工 (i =0,1,2,…) 面 积 之 和 为 
何 oo rrh nari(l + sina)” 
痊 A > 六 -一 一 一 一 一 = 一 一 一 一 
i=0 | _ ( 一 se ) 4sina 
1 + sina 
rrif Vv sina 十 V csca) 
= | 


ro( wsina + Vcsca ) 


为 半径 的 圆 


即 圆 I 的 面积 之 和 等 于 以 


的 面积 . 

8.78 ”在 边 长 为 a、.5、c 的 三 角形 ABC 内 作 内 切 圆 ,并 作 此 圆 的 
三 条 切线 ,它们 分 别 平 行 于 已 知 三 角形 的 三 边 , 这 三 条 切线 与 已 知 三 角 
形 相 截 ,得 三 个 三 角形 ,再 分 别 作 这 三 个 三 角形 的 内 切 圆 , 求 : 所 作出 的 
四 个 圆 的 面积 之 和 . 


(第 6 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 】 记 S.p、Si、p1、S;、pP2、S3、p3 分 别 
为 AAABC、 和 人 AAABICI、 AAA BC 、 AAA43B3C 的 面 
积 和 半 周 长 . 则 
pi=p~a, p=p-b, pa=p-e. 
又 记 人 ABC 的 内 切 圆 半径 为 7, 则 S= pr 
了 是 用 .S 表示 的 内 切 加 面积 为 x. 


同 理 ” 个 AB1CI .全 A,BC,、 全 A;3B3C 的 内 切 圆 面积 依次 为 











x 2) "TT , 2 
pi p2 p3 
由 于 43B3A AB, 则 全 A;B;3COA ABC, 
S 4 Sp3 
3 全， 则 Ss;= 2 
S pp p 
piSs: 
TS 的 户 TS 
于 是 人 4A3B3C 的 内 切 贺 面积 为 一 一 一 一 及. 
py pp 
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同 理 可 得 入 ABC 和 全 A;BC, 的 内 切 圆 面积 依次 为 
5 ©2 
pt, ep?. 
由 此 可 得 题 设 的 四 个 内 切 圆 面积 之 和 为 
2 2 
+ Sr (ptt p+ p) 
2 
=- (p+ p+ ps+p) 
p 
2 
-Lp tp a +(p-6) + (pe)] 


2 
= (a2+ 6+). 


再 由 海伦 公式 可 得 ,四 个 内 切 圆 面积 之 和 为 
pp—a)(p- bp- ca th te) 


4 


全 本 六 江 全 此- 汀 全 这 于 





_ A(p~a)(p-b)(p- ca +h +e’) 
- . 
8.79 在 一 边 长 为 /的 正人 ABC 内 放置 
十 个 等 圆 , 相 邻 两 圆 互相 外 切 , 且 与 边 相 邻 的 
圆 均 与 该 边 相 切 . 求 :这 十 个 等 圆 面积 之 和 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 十 个 等 圆 的 半径 都 是 ~, 切 BC 
边 的 四 个 等 圆 操 0 OO GO GO 分 别 
切 BC 于 已 .Q .RS 四 点 . 
而 BO CO4 分 别 是 作 B 与 一 C 的 平分 
线 . 连 OO4 及 O1P,0O,Q,O3R，、 OsS, 则 
O101= RS=6r. 


又 LPBO1= ASC01= 了 LB= 荆 ， 





是 BP=CS=OiPetg =/37, 


BC= /=2y3r+6r=2(Y3+3)r. 
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20343) 
帮 十 个 等 圆 面积 和 为 $= 10my2=3(2 ep 
8.80 一 个 房屋 的 地 基 星 三 角形 状 ,这 三 角形 的 周 长 为 p 米 , 面 
积 为 A 平方 米 ,花园 由 距离 地 基 的 边界 5 米 之 内 的 土地 形成 . 问 房屋 
连同 花园 共 占 地 多 少 ? 








综 言 己 


(第 20 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,花园 显然 是 由 以 和 ABC 的 边 
AB、BC .CA 为 长 , 宽 为 5 米 的 三 个 矩形 以 及 三 
个 半 笃 为 5 米 的 怖 形 组 成 . 

三 个 矩形 的 面积 之 和 为 

5(AB+ BC+ CA)=5p( 平 方 米 ). 

三 个 肩 形 的 半径 为 5 米 ,下 面 求 这 三 个 扇 





形 中 心 角 之 和 . z 
设 三 角形 的 三 个 内 角 为 A、B、C, 则 三 个 扇形 中 心 角 之 和 为 


让 


=(x- A)+(x-B)+(x-C) 
=3x~(A+B+C)=27. 
所 以 三 个 遍 形 的 面积 之 和 为 “- x 2x x 5?=257， 


于 是 ,花园 的 占 地 面积 为 (5p +25x) 平 方 米 . 
F 由 此 可 得 , 占 地 总 面积 为 (5p + 25x + A) 平 
4 了 


方 米 . 
: 8'81 如 图 ,ABCDEF 由 四 段 圆 弧 组 成 ， AB 
是 以 DD 为 中 心 ,半径 为 2 的 圆 弧 ， BCD 是 以 DB = 
pf EE: 2r 为 直径 的 半圆 ， DE 是 以 B 为 中 心 ,半径 为 2r 的 
圆 弧 , EFA 是 以 K 为 中 心 , AK 为 半 和 的 加 强 ,其 


中 天 为 线段 4D 和 EB 的 交点 ,是 人 ADB = /EBD 
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=45". 求 :以 ABCDEF 为 界 的 图 形 的 面积 . 
(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 容易 求 出 


S17 ， 2 二 Seakp= 了 V2rV2r= 广 ， 


1 1 
S3 二 人 启 形 40B 一 $2= 8 27) 广 = 本 — 7， 


又 KA=2r-V2r, 
S4= 廊 x(2- 5)272= 开 (3-2 V2)77. 


故 所 求 面 积 为 ”Si+ Sys+ S3+ Ss=(3-V2)xr?—r2. 

8.82 ”在 边 长 为 1 的 正 五 边 形 内 ,去 掉 所 有 与 五 边 形 各 项 点 距离 
都 小 于 1 的 点 , 求 :余下 部 分 的 面积 . 

(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 以 A 为 圆心 ,1 为 半径 的 遍 形 ABE 内 
的 点 到 点 4 的 距离 都 小 于 1, 分别 以 正 五 边 形 的 
各 顶点 为 圆心 ,1 为 半径 画 圆 弧 ,以 五 段 圆 弧 为 边 “ 
界 的 “ 曲 边 五 边 形 ”MNPQR 内 的 点 到 正 五 边 形 
ABCDE 各 顶点 的 距离 都 小 于 1. 五 边 形 内 余下 的 
部 分 是 五 个 等 积 的 “ 曲 边 三 角形 ”BMC、 CND、 
DPE .EQA ARB. 


考察 “ 曲 边 三 角形 "BMC 与 以 人 BAM 为 圆心 角 (等 于 艺 ) 的 扇形 
BAM 的 面积 之 和 ,人 恰 等 于 等 边 AABM 与 以 人 CBM 为 圆心 角 


D 


信和 





3x XA rN Ar 
(等 下 本 ) 的 扇形 CBM 的 面积 之 和 . 
故 所 求 的 圆 形 的 面积 为 


5S 曲 边 ABMC 二 3(SAABM 十 SS 扇形 CaM 一 SWBAM ) 
-=5( 六 +1 妆 - 式 ]- (<) 
4 15 6 4 56 
8.83 作 圆 的 内 接 正六 边 形 ABCDEF . 然后 分 别 以 AB、BD DE 、 
EA 为 直径 向 外 作 半 圆 , 求 :六 边 形 的 面积 与 这 些 半 圆 所 围 成 的 面积 之 比 . 


《基辅 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
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[ 解 ] 如 图 , 设 外 接 圆 半 答 为 , 则 


4 SE 六 边 形 4BCDEF 二 和 之 广 2 . 
设 这 些 半圆 所 围 成 的 面积 为 S, 则 


= (VY3+ x)r?. 
SABCDEF : S=/37 (V3+rA)r:=9 : (6+2V3r).. 
8.84 .图 的 面积 被 同心 圆 分 成 两 个 相等 的 部 分 .求证 : 圆 环 介 于 两 
条 平行 的 内 圆 切 线 之 间 的 部 分 与 接 于 小 圆 的 正方 形 面积 相等 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1951 年 ) 
[证 ] 设 外 加 半径 为 RR, 内 圆 半径 为 r. 设 OO 
是 圆心 ,AB 与 CD 是 Ol(r)( 即 半径 为 r 的 @O， 
下 同 ) 的 两 条 平行 的 切线 ,K 是 CD 与 QO(r) 的 切 
点 .如 图 . 
由 OK=+，0OC=R， 





1 
又 TR2=2rr2，. 一 = 一 
人 /2 
1 
在 全 OCK 中 sinAOCK = 二 = 一 ， 
R J 
即 LCOK=7 
因而 LC0D= 


设 S 为 贺 环 介 于 两 条 平行 OO(r) 切 线 之 间 的 部 分 的 面积 , 则 
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S= 2S 记 形 BCOC +2SAcop— Fr 


-mr2+R2- 一 


= + (Y2r)° — rr =2r7. 


它 也 是 O(r) 内 接 正 方形 的 面积 ， 

8.85 半径 为 r 的 硬币 在 平面 上 移动 , 它 的 中 心 沿 凸 多 边 形 的 边 
界 绕 行 .这 个 凸 多 边 形 外 切 于 半径 为 R(>>r) 的 图 , 求 :硬币 扫 过 平面 
的 痕迹 的 面积 . 

(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 设 硬 币 治 凸 多 边 形 AlA;,,… A， 
的 边界 移动 ,O 为 该 多 边 形 内 切 圆 圆心. 在 多 
边 形 外 ,硬币 扫 过 的 痕迹 部 分 是 由 总 面积 为 
pr(p 为 多 边 形 的 周 长 ) 的 矩形 及 (在 多 边 形 
各 顶点 处 ) 半 径 为 7 的 扇形 所 组 成 (如 图 ) ,以 
a; 表示 在 项 点 A; 处 的 扇形 角 ， 

则 w+~Ai=r( 其 中 一 A; 表示 多 边 形 在 顶点 A; 处 的 内 角 )， 

故 ali+az+……+a=r-(AAI+A t+/A,) 

= nx ~ (nn -2)x=2x, 

于 是 各 肩 形 面积 之 和 为 rr 

在 多 边 形 内 ,硬币 扫 过 的 痕迹 部 分 的 面积 等 于 多 边 形 AlA,,…A， 
己 多 边 形 B1B,,…B, 的 面积 之 差 , A1A,,…A, 与 BB;,…B, 是 以 O 
为 中 心 ,全 为 位 似 比 的 位 似 形 ,因此 ， 

_ 2 2 
DA AyeeA, DB BeB 一 ” 一 他 ， (~ ) 二 Pr 
所 以 硬币 拉 过 的 整个 痕迹 的 面积 是 
rr +2pr— pr’/2R. 

8*86 ”如 图 ,12 个 全 等 的 圆 盘 放 在 半径 为 1 的 圆周 C 上 ,使 得 它 
们 盖 住 C, 任 两 个 圆 盘 不 重 亚 , 且 相 邻 的 圆 盘 相 切 , 这 些 圆 盘面 积 之 和 
可 写成 x(a -pb 炎 ), 其 中 bc 为 正 整 数 ,c 不 能 被 任何 素数 的 平方 
整除 , 求 :e+zo+c 的 值 . 








(第 9 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
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人 








[ 解 】 由 已 知 可 得 ,圆周 C 一 定 经 过 各 圆 盘 
相 切 的 切 点 ,各 切线 过 C 的 圆心 O. 


几 设 P 为 一 圆 盘 的 圆心 ,B 为 该 圆 与 相 邻 圆 相 
x 切 的 切 点 , 则 
PB | OB, LPBO = 90"， APOB= 方 
又 PB=BoO':tgPOB=1x(2-v3) 
=2~y3. 
所 以 每 个 圆 盘 的 面积 为 
x(2—V3)*= x(7-4v3). 
则 全 部 12 个 圆 盘 的 面积 之 和 为 


12x(7—4Vv3)= (84— 48V3)x. 
从 而 a+p+c=84+48+3=135. 
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第 九 草 ” 定 但 问题 


9.1 一 直线 从 左 到 右 排列 着 1990 个 点 : Pi,P;,…, Po .已 知 点 
PP 是 线段 Pi1P,; 1 的 上 等 分 点 中 最 靠近 Pi; 的 那个 分 点 (2 二 上 夺 
1989) ,如 Ps 是 PP。 上 的 5 等 分 点 中 最 靠近 P6 的 那个 点 ,者 线段 
PiPs 的 长 度 是 1, 线段 Piosgs Pio% 的 长 度 为 4, 试 证 :二 = 1988.1987… 
"3.2. 

(中 国 浙江 省 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 题 意 ,P; 应 为 PP; 之 二 等 分 点 ， 
PP;,= P,P;= 1. 
P; 应 为 PaPs 之 三 等 分 点 中 最 靠近 P, 的 点 ， 


P,P,= 上 P,P, = 二 


2 2 
一 般 地 ,PP 是 P Pri 的 天 等 分 点 中 最 靠近 已 ,的 那个 分 点 , 则 
1 1 1 
二 
kl 1 
go Federi= pe Pr-ihe, 
1 
即 At 
在 上 式 中 今 有 =4,3,6,…,1988,1989 ,得 
1 1 1 1 
P 一 一 一 二 -一 X -一 二 -一 一 
35304323 
PjPe= 二 PiP;= 一 二 一 
0 4 1445 4x3x2 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 497 


你 卫队 汐 


吉 导 和 洲 





So 


1 
Oe 
1988.1987.:1986.… .3.2 


织 高 己 


1 
‘= Pleo Pio% = Togs Pi9sg P19g9 =~ 


BP = 1988.1987.、…..3.2. 


92 设 A1,A;,A3,… 是 直线 上 的 

一 列 点 ,AjA; 之 长 是 1, 又 A,+; 是 线段 
A441 上 的 一 点 ,和 RA :A 

= A,+2A, 41:AyriA ,其 中 7 二 1,2,3,…, 求 证 :A142,A1A3, AiA,， 


“之 长 所 成 的 数列 有 极限 , 且 此 极限 是 号 一， 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] 由 设 AlA; = 1, 又 AiAi: AsAz = A : AA; A; 把 
人 A241 分 成 黄金 分 割 ， 
而 4243 是 443 与 A,A， 的 比例 中 项 . 
(1~ A3A2):AyA;= AsAz:1. 


i 
页) A, 454484 A 4 


杂 十 了 


由 A 好 + A3A; -1=0， 来 得 看 = 


同 理 可 得 
AA -1 51 
A;3A, = 7 SR (1), 

3 
a4s- (1!) 


Me 
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AiA;= AlAs— A AsAs=1- 





a + 





2 2 2 
y5-1Y 
[二 
个 公 -5 v5~1 1 
这 是 一 个 公 比 为 的 等 比 级 数 ， 四 | -5 < 故 当 项 


站 无 限 增加 时 . 它 必 趋向 于 一 个 党 才 ， 亦 即 数列 AlA， 元 AAAIA 、… 
有 极限 .上 且 此 极限 为 








1 1  v5-1 
一 一 人 人 一 一 — 定 
上 (1 J5+1 2 全 这 
2 7 问 
是 


9.3 有 自然数 之 3. 平 面 上 给 定 一 条 直线 /1, 在 /上 依次 有 个 互 
不 相同 的 点 Pi,P;,…,P;. 记 点 P; 到 其 余 n 一 1 个 点 的 距离 的 乘积 为 
d;(i 二 1,2,… ,nn). 平 面 上 还 有 一 点 Q 不 在 1 上 ,点 Q 到 点 己 的 距离 


5 
记 为 o(i=1,2,…,n). 求 :以 下 和 式 的 值 S, = > (~ DD)" i 


z (中 国 国家 集训 队 选 技 考试 ， 1998 和 

[ 解 ] 不 妨 设 这 7 个 点 在 实 轴 上 ,有 坐标 P,(z;,0)(i1=1,2,.: 
nzI<z2< <2zhQ 点 有 坐标 Q(a,8B). 于 是 ， 

(—1), ad;=(x;— T(x x (x) (x, )), 


=(a- x) +P=a + Pp —2ar;+ xz, 


7 a + 8 -2ar,+x? 
GS - A 
" 之 0 © 
x 
令 T= 
M RR 3 — x1) (x; — TU 一 
其 中 k=0,1,2. 

机 2 和 A, 
设 部 分 分 式 一 一 一 一 VS\_ i (3) 


(rx x) (rn) rr 


这 里 kk 2, 且 Al, A;,…, A, 为 常数 . 
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用 zz- 乘 式 @ 两 端 ,再 令 z= zi ,可 得 











i =A. 
(zi ~ X(T TT Xt Xi Xn) 
g (=1,2,,n). 
代入 @, 得 T= > 由 
用 > 乘 式 @ 两 端 ， 得 
+1 四 “ A.r 
EE TE TP 二 元 
令 zx 一 +oco, 则 
， 1，&+1I=7 时 ， 
上 去 堪 闯 站 R+1<7 时 ， 
上 式 右 端 ~ 》) Ai 
i=1 
， 2 10， &R<7 一 1 时 ， 
所 以 2 4 和 &=7 一 1 时 . 
1，72=3 时 ， 
和 下 一 二 0， 二 
代入 @ 得 = f=0, 1 0， nn 这 3 时. 
Z 担 1， 3 时 ， 
代入 人 得 S,=(a?+P)To -2aTi+ T= T,= 0 ”3 


9.4 某 点 在 等 腰 三 角形 的 底 边 上 运动 .证 明 : 该 点 到 两 腰 的 距离 

之 和 是 常量 (与 点 的 位 置 无 关 ). 
: (基辅 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 ] 在 ABC 中 AB= AC, 设 PP 是 BC 上任 


作 CD1|AB 于 D, PE| AB 于 E, PF | AC 于 
FF，PG |_CD 于 G. 如 图 . 

易 证 ACFDS2APGC，… PF= GC, 

又 “PE= DG, 

故 PE+PFE=GC+DG=CD 为 常量 . 

9'5 在 等 边 A4BC 的 内 部 取 一 点 DO, 从 O 点 作 边 BC .CA 、4B 
的 垂 线 OM .ON .OP ,求证 :线段 AP 、.BM .CN 之 和 与 点 O 的 位 置 无 
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关 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

[证 ] 过 等 边 三 角形 ABC 的 顶点 A、B.C 分 
别 作 边 AB .BC CA 的 垂 线 得 到 三 角形 A3BC , 容 
易 证 明 人 A‘B'C' 是 等 边 三 角形 . 

过 O 作 OM BC 于 M ON 4C 于 N， 
OP | A 呈 于 已 ,于 是 

OM = AP, ON’ = BM, OP’= CN. 

连 O04 ’、0B' .OC , 则 

9AoaB + SAOAC + SAOBC = SAABT. 

设 人 AB'C 的 边 长 为 a ,高 为 hh" , 则 

(OM + ON + OP’')a =ah,, 

有 OM +ON +OP=h,， 

即 AP+ BM + CN=h= Be 

又 设 入 ABC 的 边 长 为 a ,容易 求 出 a =Y3a. 

于 是 AP+ BM+ CN= 广 4 为 定 值 , 且 与 O 的 位 置 无 关 . 


9.:6 给 定 人 ABC ,其 中 AB = AC ,直线 
EF .MN 均 垂 直 于 BC .求证 不 论 MN 、EF 怎 
样 平行 移动 ,只 要 它们 之 间距 离 保持 不 变 , 则 M 
五 边 形 AMNFE 的 周 长 为 一 定 值 . B 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 1] 作 ADJ BC 于 DD, 则 
人 ABDDPABMN, 人 人 ACDWA CEF. 
BM BN CE CF 
AB BD’ AC CD， 
AM DN AE DF 
AB BD’ AC CD 
AB= AC, 且 BD= CD, 
AM+AE DN+DF NF 
AB BD BD’ 


4 


则 
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低 瑟 抽 矢 


语 计生 


se 说 己 





_45. 
故 AM+ 4FE= NF 为 定 值 . 


又 MN_BN EF_CF 
AD BD’ AD CD 
MN+EF_BN+CF_BC-NF 


AD BD BD 
故 MN + EP = 人 (BC - NF) 亦 为 定 值 


于 是 五 边 形 AMNFE 的 周 长 为 定 值 . 

[证 2] 设 4B=AC=b,BC=a CE= 

rx,NF=d. 

则 AE=65-x, CF= zcosb. 

且 EF= rsin0, BN=a~ 4d— reosb, 

MN= (a—-d- xceos0)tgd, 

及 AM= (a—d— reos0)/cos0, 

于 是 AE+ EF+NF+MN+AM 
=(b6—x)+zxsin0+dt+(a—-d— zxcos0)tg0+[b-(a—-d-— 
XC080 ) /cosO | 
=2b+d+(a—d)(tg0 -sec0), 

它 是 定 值 . 





9.7 点 OO 是 等 边 人 ABC 内 部 一 点 ,G 是 
和 ABC 的 重心 ,直线 OG 与 人 ABC 的 三 边 ( 或 


其 延长 线 ) 分 别 相交 于 点 A BC 求证: 4 





8 [证 ] 由 点 O 和 点 G 向 入 ABC 的 各 边 分 
别 引 垂 线 OK, 和 GH.(i=1,2,3)( 如 图 ). 

AO BO CO 
po 
AG BG CG 
O K 

人 

1 2 3 了 工 2 

37 3” 了 
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= 二 (OKI+ OK2T OKS) = =3 

9.8 设 和 ABC 是 等 边 三 角形 .已 是 人 ABC 内 任意 一 点 , 作 三 角 
形 三 边 的 垂 线 PD .PE .PF、D、E、F 是 垂 足 , 试 证 :不 管 PP 在 哪里 ,总 
PD+PE+PF 1 
NABTHCTCA 2 

” (第 1 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 连结 PA 、PB 、PC , 设 等 边 和 ABC 的 边 

长 为 a, 则 它 的 面积 为 








saree- Bar 
又 SAAapc= SapaB + SAppgc + SApcA. 第 
V3a? _ 1 定 大 
妈 4 = 7 a(PD+ PE + PF). 章 
3 


PD+PE+PF 2a_ 1 
AB+BC+CA 3a 7 


9:9 设 M AN 是 ABC 内 部 的 两 个 点 , 且 满 足 人 MAB = 


、 、 AM:AN BM:BN  CM CN 
二 一 打 站 PE 一 一 一 一 一 一 一 一 


(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[证 1] 设 K 是 射线 BN 上 的 点 ,县 满足 
人 BCK = 人 人 BMA .因为 BMA > ~ACB , 则 天 在 
和 ABC 的 外 部 .又 因 MBA = LCBK, 所 以 
全 ABMc 人 KBC 





_ AB_ BM 


: 可 得 ”从 ABKD 人 MBC. 
于是 AB _BK_ AK 


Oe 


BM BC CM: 
因为 人 CKN = 了 MAB = 人 NAC, 所 以 A、N.C.K 四 点 共 圆 .由 
托 勒 密 定理 ,有 


AC*:NK = AN:CK + CN:AK, 
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或 AC(BK -BN)= AN:CK+CN:AK. 
AM': BC AB.: CM AB': BC 。 
将 CK = ,AK = Ey ,BK = BR 代入 ,得 
(B20 - )= AM:BC CN Ai CN 
BM BM 
妈 AM:AN , BM:BN , CM:CN _ 
AB-AC HA BC CA.CB 
[证 2] 由 塞 瓦 定理 有 
sin BAM sin CBM sin ACM 


sin MAC l sin MBA l sin MOCB |， 


sn 一 NAC sin NCB sin ABN 
sin/ BAN ‘sin ACN sin NBC 
BAM= ANAC, A MBA= /NBC. 
MAC= /BAN, /CBM= /ABN. 
从 而 sn ACM sin NCB 
sin MCB sin/ ACN” 
有 了 ACM= 人 NCB( 已 知 中 的 MN 称 为 等 第 共 亏 点 》 


设 M 关于 AB、BC .CA 的 对 称 点 分 别 为 Mi 、AM2 AM3 , 则 


AM BM, CM, 一 9AAMIB 十 SABM,C 十 9ACM AT SAABC 











xk 高 己 





和 











=1. 





= SAAMB + SABMC + SACMA + SAABC 
=2SA AaBc. 
XxX ANAM=/ABAN+/AMIAB= AMACT+/ BAM= /BAC, 
2SAAMN = AMI*: ANsin NAM', = AM': AN sin/ BAC. 
同 理 可 得 其 他 类 似 的 等 式 . 
» ZSAABC = SAM,BM,CM, 
= SAAMIN + SAANM, + SABM,N + DABNM + SACM,N 
+ SA cm, 
=2SAAMIN + ZSABWN + SACM,N 
= AM. ANsin /BAC + BM : BNsin LA CBA + CM ， 
CNsin ACB, 
两 边 同 时 除 以 2SAapc (= AB: ACsin 人 BAC = BA BCsin/ CBA 
= CA CBsin 人 ACB) 即 得 命题 结果 . 
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9.10 动 点 PP 到 定 合 ABC 三 边 BC、CA 、4B 的 垂 线 足 依次 为 万 、 
EF, 记 Sp= Sappp+ Sap + SapaF; 这 里 公 PBD, 公 PCE ,全 PAF 可 
以 是 退化 的 三 角形 , 即 有 两 个 顶点 互相 重合 或 三 个 顶点 互相 重合 的 三 
角形 ,规定 退化 的 三 角形 面积 为 零 . 试 证 : 

(1) 若 人 ABC 为 正三 角形 ,P 在 AB 边 上 且 P 在 A、B 之 间 , 则 Sp 
为 定 值 . 

(2) 奉 全 ABC 为 正三 角形 ,P 在 全 ABC 内 , 则 Sp 为 定 值 . 

(3) 奋 了 不 在 全 ABC 外 ,Sp 为 定 值 , 则 公 ABC 为 正三 角形 . 

(中 国 广州 .洛阳 ,福州 武汉、 重庆 数学 联赛 ,1991 年 ) 

[证 ] 记 SAABC = S. . 

(1) 如 图 ,作坊 PC1CC;, 显 然 有 SI = S;，S;= 
Ss:，Ss 二 S6， 公 PAF 退化 . 

故 Sp = SAappp t+ SapE = SI+ SA4+ Ss 

-二 5= 定 值 

(2) 如 图 , 作 忆 P4,44， 和 恤 PB,BB,， 则 
个 A1BIiC 与 全 PA,B, 为 正三 角形 . 

显然 有 SI=S’,, S';=S’,， S's=S’. 

又 由 (1), 在 人 A1BIJC 中 ,P 在 A,B! 上 , 故 有 





1 
SAPBID+ FARE = 3 OABIAIC 
内 此 Sp = Sapgp + SaApcE + SApaF 
= S 1 十 SAPBD + SApcE + S'se 十 S 3 





1 - ” 1 £ ” 1 
430+32)+ 证 (433+3S4)+ 
, , 1 
(S s+ S01 SSAABc 


1 
= 了 S$= 定 值 . 


(3) 如 图 , 设 O 为 全 ABC 的 重心, 依次 取 己 为 F E 
A、B.、C, 得 
SP= SAABD = SABCE = SacaF, 


可 知人 ABC 为 锐角 三 角形 . 
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故 S— Sp= SAAD = SABAE = SACBF. 


昌 BD_CE_AT 
两 式 相 比 ,得 DD AE- BE 


OD 
又 AAAFEOABDO， 有 BD_ OD 


AB OE 
CE_OE AF_OF 
同 理 BF OF’ CD OD 
从 而 ( 邢 ) = 四 .让 .人 竺 = 志 .党 . 洲 
CD CD AE BF AE BF CD 


人 记 


故 ”BD= CD. 

于 是 ”AD 为 BC 的 垂直 平分 线 ， 即 AB= AC， 

同 理 BC= BA. 

故人 ABC 为 正三 角形 . z 

9.11 车 PQ 为 一 线段 ,长 度 固定 , 令 它 在 合 ABC 的 边 BC 上 滑动 
(次 序 是 BPQC). 过 PQ 作 AB.、AC 的 平行 线 ,分 别 交 AC 于 Pi、Qi， 
交 AB 于 P;、Q; .证 明 : 梯 形 PQQIPI 与 梯形 PQQ，,P， 的 面积 之 和 与 
PQ 在 BC 上 的 位 置 无 关 . 
(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[证 ] 设 PQ 的 中 点 为 M. 

过 M 引 AB、AC 的 平行 线 分 别 交 AC、AB 于 
Mi.M,. 

设 梯形 PQQI1Pi 与 梯形 PQQ2Pi 的 面积 之 
和 为 S. 则 

S= PQ: (MM sinB + NMM2sinC ) 
由 正弦 定理 得 MMi= 2， 
AC:sinA 
一 

MMisinB = ene, 
BM*: AB .sinB 

BC 





又 sinB= 


同 理 ” ”MMsinC = 
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设 和 全 ABC 中 BC 边 上 的 高 为 h, 则 
h=AC'*sinC= AB.sinB. 
因此 有 AMM :sinB + MMsinC 
_ CM: AC:sinC + BM-: AB .sinB 
BC 
_ (CM+ BMD)h 网 
BC 
于 是 S= PQ'A .从 而 S 与 PQ 在 BC 上 的 位 置 无 关 . 
9.12 平面 上 有 两 个 边 长 相等 的 正方 形 ABCD .A'B'CD', 且 正方 
形 ABCD' 的 项 点 A“ 在 正方 形 ABCD 的 中 心 . 当 正 方形 A'B'C'D' 绕 
A 转动 时 ,两 个 正方 形 的 重合 部 分 的 面积 必然 是 一 个 定 值 .这 个 结论 对 
吗 ? 证 明 你 的 判断 . 
(希望 杯 数 学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 结论 正确 ,证 明 如 下 : 
如 图 , 当 A'B'C'D’ 的 边 与 ABCD 的 边 对 应 平 《 


行 时 , 易 知 重合 部 分 面积 为 正方 形 面 积 的 二 
当 转动 到 实 线 正方 形 A'B'C'D“ 位 置 时 , 易 证 5 1 FY! 
人 人 AFHQAA'EG. 


所 以 两 个 正方 形 重合 部 分 面积 仍 为 正方 形 面积 的 二 ,是 个 定 值 


9.13 作 平 面 上 任意 一 点 M 关于 一 给 定 四 边 形 各 边 中 点 的 对 称 
点 .求证 :以 这 些 对 称 点 为 顶点 构成 的 四 边 形 的 面积 为 M 的 位 置 无 关 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 设 A、B、C.D 为 已 知 四 边 形 的 各 边 中 点 ,M 为 平面 上 的 任 
意 一 点 . 
4 .B.C .D' 为 M 关于 A、B、C.D 的 对 称 点 . 
MA MB MC MD _ 
MA MB MC MD 一 
四 边 形 ABCD 是 以 M 为 位 似 中 心 , 相 似 系 数 为 2 的 四 边 
形 ABCD 的 位 似 图 形 . 


1 
Sacp =4Saw-4( 8)=25, 
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您 囊 辽 汐 


所 于 





其 中 S 是 原 四 边 形 的 面积 . 
故 SapcD' 与 M 的 位 置 无 关 . 
9.14 设 ABCD 为 长 方形 , AB = a, BC = 65, 一 族 平行 线 , 每 两 条 
相 邻 的 距离 为 & ,与 AB 成 固定 角 %,0° < op<<90". 这 族 平行 线 被 长 方形 
截 得 的 线段 长 之 和 为 工 , 求 出 (1)L 的 变化 情况 (如 果 直 线 向 右 平移 ). 
(2) 为 常数 的 充分 必要 条 件 .(3) 上 述 常 数 的 值 . 
(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 


SN 刘 已 


[ 解 ] 
如 果 这 族 平行 线 中 有 一 条 过 DD, 有 一 条 过 C, 那 么 由 面积 公式 有 
C 
J2 
A’ 4 B’'B A B 


Ld = SryaBcp = SBABCD = ab. 
从 而 工 = 本 QD 
同样 ,如 果 这 族 平行 线 中 有 一 条 过 刀 , 有 一 条 过 A, 则 外 也 成 立 . 
在 以 上 两 种 情况 下 ,L 为 定 值 S. 
设 这 族 平行 线 中 与 AD 有 公共 点 为 由 条 ,与 BC 有 公共 点 的 为 
条 ,每 两 条 在 AD 上 截 得 的 线段 长 为 4， 


6 信 ]<ws[ 少 和 [ses[ 罗 和 
则 121 -27| 委 1. 
如 果 mi = 2 1 
设 AD 上 各 截 点 距 和 4 为 yl， yit+d ,*, y+(ni-1)a. 
BD 上 各 截 点 距 B 为 yp， ys;+d,，…，yy+ (np 一 1)d’, 则 


[yt (ytd)t+ (yt (nz 1)ad)]- [y+t+(y td )+. 
t(yt+(n—1)d)l=,, 

在 平行 线 向 右 平移 时 增加 (这 时 y,、yi 都 减少 人 ,所 以 1 -1= 
Cn2y 2 ny ttd)-(ny -nyt+d)=(n~-n)A=A) 而 / 增 
加 . 
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如 有 果 好 ] 一 2 不 变 . 
如 果 n1= 二 n> 一 1， 了 减少 . 
因此 n1= ns 是 1/ 和 时 总 可 经 平移 化 为 


开始 的 两 种 情况 , 即 此 常数 为 < 了 


4 
9.15 设 ABCDEF 是 唔 六 边 形 ,人 B+ 人 D+ 人 F=360', 且 < 


CD EF_ 证 明 ， BC AE FD_ 
DE FA ‘CA EF DB 
(第 39 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 

[证 1] 设 点 PP 满足 人 FEA = 人 DEP,， z 


EFA = EDP, 则 全 FEAWDA 人 人 DEP. 于 是 


FA DP 
EF DE 出 
EF EA 
ED EP. 


由 已 知 条 件 , 有 一 ABC = 了 PDC. 又 由 人 @ 


AB_ DE:FA _DP 
BC CD:EF CD- 





和信 ABCOA 人 APDC. 故 BC4= 一 DPCP， 且 一 
因为 FED= AEP， 由 多 知 分 FEDWAa AEP. 
类 似 地 由 BCD= 了 ACP 及 @ 得 和 BCDoAACP. 


于 是 

FD PA BC CA 

EF AF’DB PA 

两 式 相 乘 , 即 得 所 求 . 

[证 2 以 C 为 旋转 中 心 ,将 人 CBA 旋 
转 ,使 射线 CB 与 CD 重合 .然后 以 C 为 位 似 中 
心 进行 放 缩 ,使 B 点 与 D 重合 . 设 这 时 A 的 位 
置 为 A”， : 

则 ”会 CDA’w 人 CBA, 从 而 
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铀 言 志 
SO 
> 
(ee, 

© 


再 由 题 设 得 ”一 -= 

又 LAB+/AD+AE=360, .. /AADE=/F. 

结合 中 得 和 FD4 cpAFFA. 

从 而 以 为 旋转 中 心 , 绕 旋转 全 EFA ,再 以 EE 为 位 似 中 心 进行 
放 缩 便 可 使 人 EFA 与 人 EDA “重合 . 


FD FE 
AA” AF © 

可 再 上 

同 理 AA” CA > 


由 名 . 合 即 得 结论 . 

9.16 已 知 :一 凸 多 边 形 的 任意 两 边 都 不 平行 ,对 每 条 边 都 取 上 距 它 
所 在 直线 最 远 的 一 个 顶点 .求证 :所 有 顶点 对 相应 边 的 张 角 和 均 为 
180°. 


(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 把 距 a 边 所 在 直线 最 远 的 多 
边 形 项 点 记 为 .在 平面 上 任 取 一 点 O， 
D ”过 OO 且 平行 于 直线 P,Q( 点 Q 在 边 a 上 ) 
的 所 有 直线 构成 了 两 个 对 顶 角 区 域 ,我 们 
把 这 两 个 对 顶 角 称 为 a 的 对 应 角 ( 见 图 
1). 
图 1 首先 证 明 : 不 同 边 的 对 应 角 不 重 番 . 
设 以 O 为 端点 的 某 射 线 2: 位 于 
边 a 的 某 对 应 角 内 , 则 经 过 点 P, 且 
平行 于 该 射线 的 直线 必 交 边 a 于 它 
的 某 内 点 A. 经 过 点 P, 引 边 a 所 在 
直线 c 的 平行 线 5( 见 图 2). 
由 多 边 形 是 凸 多 边 形 和 P, 所 
图 2 满足 的 条 件 知 , 多 边 形 位 于 以 5、e 
为 边界 的 条 形 区 域内 . 
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特别 地 由 于 多 边 形 无 平行 边 , 所 以 点 P, 是 该 多 边 形 位 于 直线 b 上 
的 惟一 点 . 

于 是 ,线段 P,A 是 所 有 ;7 的 平行 线 截 多 边 形 所 得 到 的 线段 中 的 最 
长 的 线段 ,而 且 其 他 的 线段 的 长 都 严格 小 于 PA 的 长 . 

如 果 射 线 ! 同时 还 位 于 另 一 条 边 的 对 应 角 内 ,那么 重复 上 面 的 
讨论 ,我 们 就 会 得 到 某 线段 P,B(BE5), 它 是 所 有 i 的 平行 线 截 多 边 
形 所 得 到 的 线段 中 的 最 长 的 线段 . 

由 最 长 线段 的 惟一 性 知 ,点 A 与 点 B 重合 .这 与 a,b 是 不 同 的 边 
逆 盾 .所 以 ,不同 边 的 对 应 角 不 重 芋 . 

现在 证 明 我 们 构造 的 角 履 盖 整 个 平面 . 

若非 如 此 , 则 存在 以 O 为 顶点 的 某 个 角 不 被 我 们 所 构造 的 任何 一 
个 角 复 次. 在 这 个 角 内 , 取 以 O 为 端点 的 射线 产 , 使 它 不 平行 于 多 边 形 
的 任意 一 条 边 和 对 角 线 . 

取 所 有 的 m 的 平行 线 截 多 边 形 所 得 的 线段 中 的 最 长 的 线段 , 显 
然 , 它 的 一 个 端点 P 是 多 边 形 的 一 个 顶点 ,而 它 男 一 个 端点 A 位 于 多 
边 形 的 某 条 边 a 上 . 

过 书 作 a 边 所 在 直线 的 平行 线 c .假设 过 顶 
点 卫 的 多 边 形 的 一 条 边 不 在 以 平行 线 5 .ec 为 边界 
的 条 形 区 域内 , 则 必 可 找到 一 条 直线 , 它 与 x 平 
行 且 与 多 边 形 交 出 比 PA 长 的 线段 ( 见 图 3), 矛 
盾 . 户 

于 是 推出 ,多边形 位 于 以 平行 线 b、c 为 边界 
的 条 形 区 域内 . 

由 此 得 出 ,点 P 是 距 边 a 所 在 直线 5 最 远 的 
多 边 形 的 顶点 ， 

这 说 明 ,射线 mn 位 于 边 a 的 一 个 对 应 角 内 ， 与 我 们 所 取 的 射线 六 
的 条 件 矛 盾 . 

这 样 一 来 ,我们 所 构造 的 角 既 不 互相 重 赤 又 纤 盖 了 整个 平面 , 故 它 
们 的 和 等 于 360”. 

现在 只 需 指 出 ,问题 中 所 说 的 角度 之 和 恰 为 我 们 所 构造 的 角度 之 
和 的 一 半 . 

9.17 品 为 人 ABC 边 BC 上 一 点 . 作 公 ABD 和 和 4ACD 的 内 切 圆 ， 
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起 


定 
什 
问 
是 








且 作 它们 的 外 公 切 线 ( 异 于 BC 的 外 公 切 线 ), 交 AD 于 点 天 .求证 : 线 
段 AK 的 长 度 与 点 DD 在 BC 上 的 位 置 无 关 . . 


和 ( 英 斯 科 数 学 竞赛 , 1994 年 ) 
[证 ] 如 图 ,将 AD 与 两 圆 的 切 点 分 别 记 


作 P.Q, 将 所作 之 两 圆 的 又 一 条 公 切 线 记 作 

MN ,并 将 BC 与 两 圆 的 切 点 分 别 记 作 瓦 .下 ,有 
AK=AP-KP, AK~=AQ-KQ. OQ 
利用 切线 的 性 质 不 难 算得 


AP= (AB+ AD- BD), 





4Q= 末 (AD+AC- DO， 


KP+KQ=KMT+KN= MN= EF. 
将 上 述 三 式 代 入 @@ 式 ,可 得 
4AK =2(AP+ AQ) -2(KP+ KQ) 
= AB+ AC- BC+2(AD- EF). (四 
另 一 方面 ,容易 算得 
2EF =(DE+DP)+(DF+DQ) 
=(AD+ BD~ AB)+(AD+ DC- AC) 
=2AD- (AB+ AC- BC). 3) 
将 力 代 和 加 ,有 2AK = AB+ AC BC. 
可 见 AK 之 长 只 与 三 角形 的 三 边 之 长 有 关 , 而 与 DD 在 BC 上 的 位 
置 无 关 . 
9.18 ” 试 证 :次 形 ABCD 两 邻 边 AB 和 BC 被 内 切 圆 的 切线 所 截 
取 的 线段 AM 和 CN 的 乘积 一 定 . 
(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 .FF.G 各 为 直线 AB.、 
BC MN 与 圆 O 的 切 点 . 则 
A AOE QA COF, 
且 人 MOESQA MOG, 
及 人 NOGSA NOF, 
LAOE= /FOC, 
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LEOM= AMOG, AGON= ANOF. 


于 是 AOE + /EOM t+ /GON= 了 了 x 180° = 90°. 


从 而 一 AOM=90'-GON=90 -NOF = /CNO. 
又 ”OAM= ~OCN，.…， 入 AOMcpA CNO， 


人 = 人 , 妈 AM: CN = AO'CO= AO?( 定 值 ). 

9.19 ”在 边 长 为 a 的 萎 形 ABCD 外 取 一 点 O, 使 得 它 和 顶点 A 和 
顶点 C 的 距离 都 等 于 5(65>> a), 试 证 :乘积 OB: OD 的 大 小 与 人 BAD 
的 大 小 无 关 . 

(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 由 OA = OC， 则 0O 点 在 AC 的 
垂直 平分 线 上 ， 

又 因为 BD 垂直 平分 4AC, 则 O、B.D 三 
点 共 线 . 

过 OO 作 以 4 为 圆心 ,以 AD=4a 为 半径 的 
圆 的 切线 OF , 连 AE. 则 AE | OE， 

于 是 OF?*= 0A’- AF’= 4b- a’. 

又 由 切割 线 定 理 有 

DE*= OB.:OD= 6b- a?. 

于 是 ”OBOD= 6* 一 a? 为 定 值 ,因而 与 人 BAD 大 小 无 关 . 

9.20 ”QO 与 直线 7 相 离 ,OF | 7 于 点 EE,M 为 1 上 异 于 FE 的 一 
点 ,过 M 作 @GO 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 A 和 B, EC | MA 于 点 C， 
ED | MB 于 点 DD, 直 线 CD 交 OEF 于 点 下 ,求证 :点 下 的 位 置 与 点 MM 的 
位 置 无 关 . 

(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[证 ] 取 以 FE 为 原点 ,直线 /为 x 轴 ,OFE 
为 y 轴 的 直角 坐标 系 . 设 点 O 的 坐标 为 (0， 
a) ,点 M 的 坐标 为 (5,0).O 的 半径 为 R,R 
<lal. 

连结 OM ,于 是 直线 OM 的 斜率 为 ko = 


-如 .因而 直线 OM 与 x 轴 的 正 向 的 夹 角 为 
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pT 
二 











arctg( 一 六 ) ， 


R 
1 i = /OMB= 06, 0<0< 工 ，sing= 一 全 一. 
人 记 AMOD= 一 O 和， 于 是 > ， Sin i 
天 加 R Re 
因此 有 BO 一 7 0 = arctg i 
从 而 切线 MA 和 MB 的 方程 分 别 为 
y=tg(arctg( -2 )-0)(z-8). d) 
y=tg(arctg( -2 )+0)(x—6) (GD) 
” 按 三 角 公 式 计算 有 : 
‘g(arctg( - 2) -0)=sR+ta Ye +o RR va’ +6°-R’ 加 
aR-b Vaith -RR 


‘g(arctg(- 4)+0)= BR-e Ve te =R 
6 aR+b Va:+b:-R’ 
将 @ 和 @ 分 别 代 人 和 加 ,得 到 MA 和 MB 的 方程 分 别 为 


aR-b Va*+b*— R? 
y=R-e Va’+b*-—R’ (x -5) © 
aR+b Va +6b—R’ 
因为 ED | MB， 所 以 ”直线 ED 的 方程 为 
y=2R+2 Va to -RR 
a Va +b’- RbR 
将 @ 和 外 联 立 , 解 得 点 DD 的 坐标 为 
[28-s Va +b*— RY 
(a + 56) ， 
bl(aR+b Va’+b’— R’)(a 
(a? + 52)? z “ 
同 理 可 得 点 C 的 坐标 为 
(2 bR+a Val+6— RY) 
(a + 6b*)* ? 
b(bR+a Va’+b’-R’)(b te ER eR) | 


(a? 十 bp*)? 
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由 此 可 得 hp-20(e -6 )R vato -Rb -a 
: -4ab’R Val+ 6 —R? ab 
设 点 下 的 坐标 为 (0, yr), 于 是 有 z 
bp —ar _ YF ~yc . 
2ab DP re -xc 


(arp yr b(bR+ta Va to- Rb Vath RiaR) 
-b(bR+a Var+b— R’) 





由 此 解 得 
eb (BR+ta Vit BRi) 


_ 2a 
SF (a? + 62)? 
,Lb(bR+a Va +6°— R*)(b Var+6— R’*~aR) 


(a* 十 bp2)* 





a ~ R* 
2a : 
这 表明 yr 与 5 无 关 , 即 点 下 的 位 置 与 点 M 的 位 置 无 关 . 
9.21 在 全 ABC 中 ,人 C 的 内 角 平 分 线 和 外 和 角 平 分 线 分 别 交 直 线 
AB 于 点 L 和 M. 求 证 :如 果 CL = CM, 则 AC?*+ BC2=4R2. 其 中 民 是 
外 接 贺 半 答 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 因为 CL 和 CM 是 一 C 的 内 角 平 分 
线 和 外 角 平 分 线 , 则 一 LCM= 90". 
又 因为 ”CL= CM， C 
则 ZCLM= AM=45.. | 一夫 八 
2LBAC + BA =2(ALAC+ 4~ £78 
LLCA)=2LCLM = 90°. 
又 LBAC+LBCA=180'- /ABC. 
ABC = 90"+ BAC>90"， 因而 AABC 为 钝 角 三 角 





形 . 
所 以 全 ABC 外 接 圆 直径 AD 在 全 4BC 的 外 部 . 
因为 A、.B、C.D 四 点 共 圆 , 则 
LDAC=(180° -4DC) -4CGD= 一 ABC-90'=BAC. 
于 是 ”DC = BC. 
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候 可 凡人 


训导 和 





又 因为 ”全 ACD 为 直角 三 角形 , 则 AC*+ DC“= AD*=4R?， 

即 4C2+ BC?=4k?. 

9.22 已 知 :ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,下 、F 分 别 为 AB CD 上 的 
点 ,是 满足 AE: EB = CF:FD. 设 PP 是 线段 EF 上 满足 PE:PF= AB: 
CD 的 点 .证 明 : 和 4PD 和 全 BPC 的 面积 之 比 不 依赖 于 玉 、F 的 选 


(第 39 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[证 1] 车 直线 AD .BC 不 平行 (如 左 
图 ) , 设 其 交点 为 S. 因 为 ABCD 为 圆 内 接 








ND 
Ga 四 边 形 , 则 人 ASB 以 ACSD. 从 而 
NN AB_ CD 
6 
AE _ CF AE _ CF 
X EB FD 印 AB CD ， 
AE _CF 
AS CS | 
故 从 ASEWACSF. ASE= 一 CSF， 


日 守 -33-_-4A4B_IE 

SF SC CD PF 
从 而 人 人 ESP= 人 FSP. 于 是 ASP= /BSP. 
所 以 PP 到 AD、BC 的 距离 相等 . 
故 SA4p:Seppr=4D:BC 为 常数 ， 

当 AD 平行 于 BC 时 (如 左 图 ), ABCD 为 
等 腰 梯 形 , 旦 4B= CD, 从 而 BE = DF. 

设 MN 分 别 为 4B .CD 的 中 点 , 则 ME = 
NF, 且 FF 到 MN 的 距离 相等 . 

于 是 ,EF 的 中 点 P 在 MN 上 . 

从 而 ,P 到 AD 和 BC 的 距离 相等 . 

故 SAa4ppioeppr= AD: BC. 

[证 2]」 我 们 证 明 P 到 AD 与 BC 的 距离 
相等 ,从 而 SA app: Sappc = AD: BC. 

设 AE:EB=X, PE:PF=j, 又 .FF 到 
AD 的 距离 分 别 为 dp, dF, 则 由 分 点 公式 ， 


de 人 
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已 到 4D 的 距离 = dg + pyar = AE sinA + pj:DF sinD 


AB sinA + 1° CD:—tsinD 


二 1 十 》 


_ A_. 1 . 
= APB (二 sin 人 十 本 十 sinD ). 


同 理 ”P 到 BC 的 距离 = EB sinD+A' FC sinA 


-1 Ap。 .CD A 
= TAB snD + CD 14 SinA 


= AB (二 sinA + Ti sinD ) . 
由 上 知 SAapp :Sasec 个 依赖 于 点 EE 下 的 选择 . 

_9"23 ”OO 半径 为 R,AB、CD 是 @O 的 两 条 直径 , 目 AC = 60”， 
在 CB 上 任 取 一 点 P, 设 PA .PD 交 CD .AB 于 EF. 记 m= AE:APt+ 
DF DP ,学 生 甲 说 :“m 是 一 个 变量 ;学生 乙 说 :“m 是 一 个 定 值 ”, 你 
究竟 赞成 哪 种 意见 呢 ?” 并 证 明 你 的 结论 . : 

(中 国安 徽 洛 安庆 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] zx 为 定 值 .证 明 如 下 : 


连接 DB， 易 知 个 DBF 名 人 AOE， 外 
得 ” BF= OF. : 人 > 了 
从 而 _OE + OF= BF+ OF= OB=R. c | 
~» AC=60°, .. AD=120°, AN 


P 


EPE 
二 六 浅 


从 而 人 P=60", 则 人 P= 人 AOE. 
O.E .PF 四 点 共 圆 . 
得 ” AE: AP= AO: AF, DF: DP= DO':DE. 
m = AE:AP+ DF:DP= AO:AF+ DO:DE 
= AO: + AO: OF + DO’? + DO.:OE 
= AO* + DO’ + AO': (OF + OFE) 
= R*+ R’*+ R=3R’. z 
9'24 由 定 圆 O 外 一 定点 呈 引 任意 割 线 PAB( 不 过 圆心 0). 


求证 :tg LAOP-tg BOP 为 定 值 . 


(中 国 广东 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 人 人 AOP=a, 人 BOP= 8f， 
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则 LAA4OM= 二 (8-a)， 


了 POM= 广 = 三 (B+a)， 





立言 二 


1 1 
tg LAOP'tg 7 BOP 


1 1 
2 (BT 9) es 2 Bte) oAOM- cosPOM 








eos (Ba) + Tos(B+a) cos AOM + cos POM 
OM OM 
~ 04 .OP OP-O4 
OM ,OM OP+OA’ 
OA OP 
因为 OP .OA 由 假设 是 定 值 ,所 以 “所 -二 Ce 也 是 定 值 ， 
OP+ OA 


即 tg 专人 AOPtg 方 人 BOP 是 定 值 . | 
9.25 ” 定 长 的 弦 ST 在 一 个 以 AB 为 直径 的 半圆 周 上 滑动 , M 是 
ST 的 中 点 ,P 是 S 对 AB 所作 垂 线 的 垂 足 .求证 :不 管弦 ST 滑 到 什么 


位 置 ,了 SMP 是 一 定 角 . 
(第 18 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 】 设 O 〇 是 半圆 的 中 心 . 


5 “~” 由 于 ST 为 定 长 , 则 SI 为 定 值 , 二 SOT 为 定 角 . 
[AAA ”和 连 OVM, 则 由 M 是 中 点 得 OM_ ST. 


4 O B 又 SPLAB, 则 S、.P.O、M 共 圆 . 
于 是 LSPM= LSOM= 3 SOT, 
一 SPM 为 定 角 . 


9.26 求证 :所 有 用 长 为 a, 内 接 于 定 圆 的 梯形 ,其 高 与 中 位 线 之 
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比 为 定 值 . 
(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 如 图 ,梯形 ABCD 内 接 于 和 定 圆 O ,由 AB 
ACD , 易 知 AD=BC=a, 设 DH 是 梯形 的 高 , EF 
是 中 位 线 ,过 O 引 CD 的 垂 线 , 交 EF 于 M, 则 直线 
OM 平分 弦 DC , 易 知 EFCD 是 等 腰 梯 形 , 因 而 M 4 
也 是 EF 的 中 点 , 且 OM | EF 

由 FE 是 AD 的 中 点 ,得 OE | AD, 又 ME 
DH, 





. /ADH= /OEM, 
故 ”Rt 个 ADHODRtA OFM . 


即 一 一 2 一 = 他，(R 为 图 0 的 半径 ) 


其 中 a .R 是 与 4BCD 位 置 无 关 的 定 值 ,因此 命题 得 证 . 

9.27 加 内 接 四 边 形 被 它 的 一 条 对 角 线 分 成 两 个 三 角形 .求证 :这 
两 个 三 角形 的 内 切 圆 半径 之 和 与 对 角 线 的 选取 无 关 . 

(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1982 年 ) 

[证 ] 设 四 边 形 A1A;A3As 内 接 于 以 O 为 加 
心 ,以 R 为 半径 的 圆 . 点 O 在 弦 A1A4;、AlA,， 
AzA3、A3A4、AsA1 上 的 射影 依次 为 Hy、Hi.、H),、 

Hs .Ha. 

记 有 ;= OH, i=0,1,2,3,4. 且 设 和 AlA,A， 
和 公 A3A4Al 的 面积 为 S1、S;,, 半 周 长 为 pl 和 p,， 
内 切 圆 半径 为 mr 和 六 

考虑 含 点 O 的 三 角形 , 设 O 在 人 A1A,A; 中 . 

对 内 接 四 边 形 A;HoOH,、A1HiOHo、A;H2OH, 应 用 托 勒 密 定 
理 , 并 注意 到 HoH;,、HoHj、HiH; 是 全 A1A2A; 的 中 位 线 , 可 以 得 到 
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(R+r)P) =R.:HoH;+ R*HoH/+ RHiH;+ SI 


= (ho HA3t+h,* HoA3)+ (ho HiA1+hi* HoAl) 


前 忆 


十 (hh, * HiA, 十 hi ” H, A,) 十 二 (hn “AiA> 十 h2* 
AzA3+ ho' A3A1) 
=(h1+h>+ ho)pi. 
从 而 R+r=hi+hs+ ho. 
如 果 外 接 圆 圆心 O 在 三 角形 的 外 部 ,在 这 种 情形 下 , 恰 有 一 个 项 
点 与 点 O 分 别 在 由 其 对 边 分 成 的 不 同 的 半 平 面 上 ,为 确定 起 见 , 设 这 
硕 点 是 和 全 4A3A444A 中 的 顶点 A4:, 则 四 边 形 A1H4H0oO、A3H;3HoO 
4 有 OF 都 是 圆 内 接 四 边 形 ,由 此 得 
(R 十 r»)P; = R.HoHit+ R:HoH3+ R: HyHat+ D> 
= (ha*HoA!— ho HisAi1)+ (hs; HoA;— ho H;A;) 
+ (hi " H;As h; " HAs) + 
AAA — hoAiA;). 


= (hs3+ ha — ho)P;. 
从 而 Ri+r;=hy3+ha—h. 


1 
3 th3° AsAat ha: 


r+ 三 有 | 十 有 十 hh; 二 hh 一 2R.( 如 图 的 情况 ) 

对 一 般 情况 ,所 求 的 内 切 圆 半径 之 和 等 于 hh 、 有 hs、h3、h4,2R 并 赋 
以 一 定 符 号 之 和 ,这 些 符 号 只 与 点 O 相对 于 四 边 形 AlA,A;3As 的 位 置 
有 关 , 因 此 ,这 个 和 与 对 角 线 的 选择 无 关 . 

9.28 如 图 , 圆 O 外 接 于 正方 形 ABCD,P 为 AD 上 的 任意 点 求 


PA + PC 
证 : pp 一 一 一 为 定 值 . 


(中 国 吉 林 省 数学 竞赛 ,1992 年 ) 


[证 ] 因为 ABCD 是 正方 形 , 则 一 APB = 
yA LBPC= 45°. 
LN 在 全 APB 中 ,由 余弦 定理 ,有 
AB? = PA? + PB? ~ 2PA: PB'cos/ APB 
KS = PA?+ PB’ — VY2PA.:PB. 中 


同 理 ,在 入 BPC 中 ,有 
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BC2 = PB2+ PC* ~ Y2PB:PC. © 
人 四-@, 得 PA?- PC?-YiPB(PA- PC)=0. 
即 (PA- PC)(PA+ PC-Y2PB)=0. 

P 在 AD 上 , 故 PA - PC 天 0， 

PA+PC-y2PB=0. 

PA + PC 


故 一 (常数 )， 


9.29 已 知 : 正 72 边 形 外 接 圆 的 半径 为 R ,其 所 在 平面 内 任意 点 PP 
到 图 心 的 距离 为 a ,求证 :P 到 这 个 正 n 边 形 各 顶点 距离 平方 的 和 等 于 
n(R’*+a’). 
(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 如 了 重合 于 圆心 0, 则 结论 显然 成 立 . 
否则 , 令 人 POA。= a ,Ao,A!l; AAA 1 是 正 n 边 形 的 顶点 . 


党 玉 职 重 
二 于 


1] 太一 
> PA? = 2)(OA? + OP? -2. OA * OP cosL POA,) 
£0 k=0 
并 一 | pp 
一 SR? + a? ~ 2Racos( a 十 大 到) 


0 n 
nn—1| 
-- 2F 
= n(R’* + a’)—2Ra Soos( a + 2 ]. 
n 


mn-l n—1 
2 ~ 
其 中 Deo (a + SE )= —— ) sin Eoos(a + SE)] 
k=0 n i n 














.x nl 7 
2Sin 一 
天 
] 加 27 一 1 
二 一 Sn 一 J+smnlat Tx 
.zz 7 7 
2sin 一 
11 
1 . x . 
二 一 SI CQ 一 一 +Sma 一 一 
, n 11 
2sin — 
天 
= 0， 
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9'30 设 S 为 单位 圆 圆周 上 任意 一 点 ; A1,A2,……A, 为 圆 的 内 
接 正 nm 边 形 的 顶点 ,求证 : SAf + SAS5 十 …… + SA* 是 常数 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 


[证 ] 设 A,O0S=a， LAOAI= 所 = 有 


纤 言 总 


则 SOA1=B8-a, LSOA,=hB-a. 
由 余弦 定理 有 


SA4A1 = R*+ R*~2R*c0s(B~a) 





=2k*[1— cos(B—a)]. 
SA5=2R[1 -cos(28— a)]. 


SA =2R’[1— cos(nB ~ a)]. 


T= DSA? 
i=1 


= 27R — 2R’[cos(B— a)+ cos(28 ~ a) + + cos(nB — a)!| 


! 8 sin (8 - a )- sin( 六 一 a ) 


2sin 7 





= 2nR’ 一 2&2 . 


十 sn( 6- a )- sin( 8 - a )+ 人 


+ ] 一 
十 sin( -2 有 一 a )- sin( 2 lo = 
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任 要 硬 稚 


如 时 





x 高 二 





第 十 章 ”轨迹 问题 


10.1 求 顶点 在 一 个 已 知 三 角形 的 周 界 上 的 矩形 的 中 心 的 轨迹 . 
z (波兰 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 

[ 解 ] 设 矩 形 EFGH 的 两 个 顶点 FE 和 下 在 全 ABC 的 AB 边 上 ,项 
已 G 在 BC 边 上 ,顶点 瑟 在 AC 边 上 . z 

设 窍 形 EFGH 的 中 心 为 工 , 则 革 是 边 EH 和 
FG 的 中 点 连 线 DQ 的 中 点 ，， 

作 公 ABC 的 高 CD. 因 为 人 AEH 和 人 和 人 ADC 
关于 点 A 位 似 , 全 BFG 和 全 BDC 关于 点 B 位 
似 , 所 以 直线 AD 和 BQ 经 过 线段 CD 的 中 点 工 . 

又 因为 全 PQT 和 全 ABT 关于 点 工 位 似 , 所 
以 直线 TL 经 过 线段 AB 的 中 点 S. 

因此 ,L 在 线段 TS 的 内 部 . 

有 反 过 来 ,线段 ST 内 部 的 每 个 点 上 ,都 是 矩形 EFGH(E、F 在 AB 
上 ,G 在 BC 上, 昌 在 AC 上 ) 的 中 心 . 

事实 上 ,过 工作 与 线段 AB 关于 点 代位 似 的 线段 PQ ,然后 过 已 和 
Q 分 别 作 与 CD 关于 A 和 8B 位 似 的 线段 EH 和 FG ,这 样 就 得 到 四 边 形 
EFGH . 

由 位 似 的 性 质 可 知 ,点 P 和 点 QQ 分别 与 线段 EH 和 FG 的 中 点 相 
重合 ,而 点 工 与 线段 PQ 的 中 点 相 重合 ,因此 EFGH 是 矩形 ,L 是 它 的 
中 心 . 

因此 ,两 个 顶点 落 在 人 4BC 的 边 AB 上 , 另 两 顶点 分 别 落 在 边 AC 
和 BC 上 的 矩形 ,其 中 心志 的 轨迹 是 连接 BA 中 点 S 与 BA 上 的 高 CD 
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中 点 工 的 线段 的 内 部 . 
如 果 已 知 三 角形 是 锐角 三 角形 ,那么 当 和 矩形 的 两 个 顶点 落 在 三 角 
形 的 任 一 边 上 , 则 上 述 结论 都 成 立 , 因 而 所 求 的 轨迹 是 由 三 条 线段 的 内 
点 组 成 ,这 三 条 线段 分 别 是 三 角形 各 边 中 点 与 该 边 上 的 高 的 中 点 的 连 
线 . 
下 面 证 明 这 三 条 线段 交 于 一 点 . z 
设 AD、BE CF 是 人 ABC 的 高 ,Q、R、S 是 
三 条 高 的 中 点 ,P.M.N 是 AB.、BC 和 CA 的 中 


PE 


对 全 ABC 的 三 条 高 相交 于 一 点 应 用 塞 瓦 定 





AF BD CE 
FB DC EA 
因为 人 MNP 的 三 边 分 别 与 全 ABC 的 三 边 平行 ， 
NS -A PQR_BD ME_COE 
SM FB’QN DC’ RP EA. 
NS PQ AR _ 
于 是 有 人 A 2 
再 由 寨 瓦 定理 的 逆 定 理 , 则 直线 MQ 、NR .PS 交 于 一 点 . 
如 果 公 ABC 是 直角 三 角形 , 则 所 论 的 轨迹 的 三 条 线段 中 有 两 条 互 
相 重 合 . 
如 果 入 ABC 是 钝 角 三 角形 , 则 所 论 的 轨迹 只 有 一 条 线段 的 内 点 . 
10.2 求 一 已 知 锐角 三 角形 的 外 接 和 矩形 的 中 心 的 集合 (所 谓 外 接 
矩形 ,是 指 这 矩形 的 每 一 条 边 都 含有 三 角形 的 一 个 顶点 ). 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 所 求 中 心 集 合 为 以 该 三 角形 三 条 中 
位 线 为 直径 的 三 个 半圆 周 . 
下 面 来 证 明 ( 必 要 性 ). 设 和 全 4ABC 为 已 知 的 
三 角形 ,由 外 接 和 矩形 的 定义 知 , 和 全 ABC 有 一 顶点 
必 同 时 落 在 外 接 和 矩形 的 两 邻 边 上 , 即 外 接 和 矩形 
的 一 个 顶点 与 人 ABC 的 某 一 顶点 重合 . 
设 重合 点 为 A , 设 和 矩形 中 与 A 相对 的 顶点 
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nd 


为 D,O 为 矩形 的 中 心 , 作 入 ABC 的 中 位 线 KL, 则 KL 《BC 如 


图 . 

故 ”全 OKLODA DBC， 相 似 比 为 ”1:2. 

且 一 KOL=BDC=90. 

O 落 在 以 KL 为 直径 且 位 于 KL 与 BC 之 间 的 半圆 周 上 

考虑 BB 点 .C 点 ,共有 3 个 这 样 的 半圆 周 . 

(充分 性 ) 设 O 是 半圆 周 上 任 一 点 . 

过 A 和 B 分 别 引 两 条 平行 KO 的 直线 ， 

过 A 和 CC 分 别 引 两 条 平行 LO 的 直线 . 

则 此 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 于 O 点 . 

LBDC= /KOL = 90". 
此 平行 四 边 形 为 已 知 三 角形 的 外 接 矩 形 . 

10.3 在 AO4B 中 ,已 知人 AOB = w(e<90"), 从 和 全 AOB 的 任 一 
点 M( 不 与 O 点 重合 ) , 作 MP | OA,MQ | OB , 垂 足 分 别 为 PP.Q , 互 
是 入 OPQ 的 考 心 ,分 别 求 下 列 两 种 情况 下 互 点 的 轨迹 .(1) 当 动 点 M 
在 线段 4B 上 运动 时 . (2) 当 动 点 M 在 全 OA4B 的 内 部 运动 时 . 

(第 7 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 ] 我 们 先 就 公 O4B 是 锐角 三 角形 的 情 
形 进行 讨论 . 

(1) 当 动 点 M 在 线段 AB 上 运动 时 . 

设 AH | OB, BH; | OA , 垂 足 为 Hj、H， 
则 线段 玉 ,H; 就 是 所 求 的 轨迹 . 

下 面 证 明 这 个 结论 . 

设 M 是 AB 上 的 任 一 点 ,MP OA ,MQ 
OB ,QQiLO4 ,PP LOB , 垂 足 依次 为 P.Q Qi 、P). 

则 PP 和 QQi 的 交点 瑟 就 是 入 OPQ 的 垂 心 . 

设 QQ 与 HiH 交 于 天 点 . 

要 证 明 五 点 在 HiH, 上 ,只 要 证 明 互 点 与 天 点 重合 就 可 以 了 . 

记 人 OAB=B, 又 由 已 知 人 人 AOB=a, 目 a,8<90". 

人 BH,A= 人 人 AH1B=90"，.， 有,、.A .BHi 四 点 共 圆 . 
于 是 HIH,O= 人 0BA=8. 
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设 BM=xz， 则 BQ= zxcosB8，QM = xsinp. 

作 QL/ OA 交 BH, 于 点 工 , 则 四 边 形 QQ1H2L 是 矩形, 人 LQB 
= /AOB=a. 

因为 点 K 是 QQ 和 日; Hi 的 交 点 ,所 以 在 合 KQIH, 中 ,有 

Q1H;= QL = BQ cosa = x* cosh'cosa, 

QIK = QH,:tgL HIH,O= x*cosBcosa'tgB 

= Xr"cosa'sing. 

作 MN// AO, 交 QiQ 于 点 NN, 则 MNQIP 是 矩形 ， 

且 人 ANQM= /AOB= a. 

因为 点 日 是 PIP 与 QIQ 的 交点 ,所 以 在 全 HQI1P 中 ,有 

QIP= NM= QM :sina = x sing'sina, 

又 因为 人 QIHP= AOB=a, 得 

QIH = QiP'ctg/ QIHP = xsin sina'ctga 

= x'cosa'sing. 

因此 有 Qi 五 = QI1K. 

又 因为 QI1F 与 QI1K 均 在 线段 Qi1Q 上 ,所 以 点 日 与 K 重合 ， 
此 符合 条 件 的 点 理 在 线段 Hi1H, 上 . 

当 动 点 M 在 BA 上 从 B 连续 运动 到 A 时 ,x = BM 的 值 从 0 连续 
增 大 到 BA， 

从 而 ”QIH= QiK = x*cosa'sinB 从 0 连续 增 大 到 BA .sina sin8 
= AHi*cosa = HI1S( 其 中 HS.] OA 于 S). 

于 是 ,对 于 线段 HH, 上 的 任 一 点 HH , 作 HTQ LOA 于 Q'1， 有 

0< Q 1 五 < |S. 











- Q- H # 更 可 
对 应 的 x = : 一 ,使 QH=x “cosa ' sing. 
cosa *sing 
HiS 
由 于 0<x < 一 一 一 = BA， 
cosa sing 


所 以 在 线段 BA 上 存在 一 点 M ,使 AM = 
Xx ,五 就 是 对 应 于 AM 点 符合 条 件 的 垂 心 ,因此 线 
段 HiH, 上 任 一 点 都 符合 条 件 . 

(2) 当 M 在 全 O4B 内 部 运动 时 . 4 

我 们 先 考察 动 点 M 在 人 OA4B 内 与 AB 平行 
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举 言 过 


的 某 一 条 线段 AB 上 运动 时 ,对 应 的 重心 五 的 轨迹 . 
如 图 , 作 A OB、B'H ,| O04, 垂 足 分别 为 Hi1、H';y. 
对 全 OA 了 呈 ,利用 ( 工 ) 的 结论 , 垂 心 日 的 轨迹 为 线段 五 五， 
显然 ,由 A'B /AB、A'H'|// AHI\、BH’;/ BE 可 知 ,四 边 形 
HH ,A'B 与 四 边 形 HiH;AB 位 似 , 所 以 有 
Oo Oo4 | 
OH, OA 
没 O4A'=y, 则 有 OH = 
当 点 A 在 OA 上 从 O 点 连续 移动 到 A 点 时 ,对 应 的 一 系列 平行 于 
AB 的 线段 A'B' 就 连续 充满 整个 人 OAB. z 
这 时 ,> 从 0 连续 增 大 到 OA， 


OH,* 
从 而 OB ,= 7 = 的 值 从 O 连续 增 大 到 OF; , 即 对 应 的 日, 点 


从 点 O 连续 移动 到 万 ; 点 . 

这 一 系列 的 平行 于 HiH 的 线段 H'1H'; 便 连 续 地 移 遍 整个 
个 OH1H;, 并 且 由 于 当 点 M 在 线段 AB 上 运动 时 ,对 应 的 互 点 的 轨迹 
是 线段 HiH;, 当 点 M 在 线段 OA 上 运动 时 ,点 日 的 轨迹 是 线段 OH ， 
当 点 M 在 线段 OB 上 运动 时 ,点 日 的 轨迹 是 线段 OH;. 

所 以 当 点 M 在 全 OAB 的 内 部 运动 时 , 所 求 点 互 的 轨迹 是 
全 OHiH; 的 内 部 区 域 (不 包括 全 OHIH, 的 边界 ). 

如 果 公 OAB 是 钝 角 三 角形 或 直角 三 角形 ,也 有 同样 的 结论 .证 明 
方法 类 似 . 

10.4 设 给 定 的 全 ABC 不 是 等 边 三 角形 ,顶点 依 道 时 针 顺 序 排 
列 ,正三 角形 A'B'C'( 顶 点 依 逆 时 针 顺 序 排列 ) 的 顶点 B.C 与 A 共 
线 ;A“、C' 与 B 共 线 ,A’、B' 与 C 共 线 . 求 :人 ABC 的 重心 轨迹 . 

(第 28 届 国 际 数学 呐 林 匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[ 解 】 设 公 AB'C’ 的 重心 为 G. 

由 全 A'B'C' 为 正三 角形 , 则 A “在 以 BC 为 底 , 所 含 圆 周 角 为 60" 的 
弓形 统 上 ,将 此 弓形 弧 补 成 圆 , 则 A'G 与 该 圆 的 交点 是 所 含 圆周 角 为 
120 的 BC 的 中 点 也,D 是 定点 . 

同样 ,B'G 与 所 含 圆周 角 为 120" 的 CA 的 交点 EE,C'G 与 所 含 圆周 


HIH',/HiH2, 故 
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角 为 120* 的 4B 的 交点 正 均 是 相应 弧 的 中 点 ,D 下 、F 均 为 定点 . 
如 果 以 全 ABC 的 边 为 边 向 内 侧 作 正三 角形 , 则 D、E、F 分 别 是 所 
作 的 三 个 正三 角形 的 中 心 ,容易 证 明 , 公 DEF 是 正三 角形 . 
”车 G 在 全 ABC 内 , 则 ~A4GB 、 ~CGB .一 CCA 不 能 全 等 于 120”， 
否则 一 BG4 = 一 CGB = 一 AGC 
. 人 BGA’ LACGB LAAGC. : 
由 此 可 得 出 和 ABC 为 正三 角形 ,与 已 知 矛 盾 . 
因此 一 AGB .CCGB .一 CGA 中 必 有 一 个 大 于 120", 一 个 小 于 
120", 从 而 DE、F 中 有 一 点 在 线段 A'G、B'G、C'G 的 延长 线 上 ,又 有 
一 点 在 相应 的 线段 上 , 即 了 DGE 、 人 BGF、FGD 恰 有 一 个 为 120" ,所 
以 G 在 全 DEF 的 外 接 贺 上 . 
右 G 不 在 A4BC 内 , 设 G 与 4 在 BC 同 侧 , 则 了 D 在 A‘'G 的 延长 
线 上 ,这 时 
BGA+ 一 AGC<180"<240"， 
因而 BGA 、 人 AGC 中 至 少 有 一 个 小 于 120" ,下 下 中 至 少 有 一 个 在 相 
应 的 线段 B'G 或 CG 上 ,从 而 G 也 在 入 DEF 的 外 接 圆 上 . 
所 以 人 ABC 的 重心 G 的 轨迹 是 入 DEF 的 外 接 圆 (除去 和 全 ABC 
的 费 马 点 尸 ). 
105 在 等 边 人 ABC 的 边 AB 和 BC 上 各 有 一 个 动 点 DD 和 五 ,使 
AFE = CD. 求 :线段 AE 和 CD 的 交点 的 轨迹 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 当 AE 和 CD 不 是 入 ABC 的 高 线 时 ， 
还 可 以 对 称 地 画 出 ARE 和 CD“. 这 时 显然 有 
全 CDD 综 人 AEE . 记 AE、AEF 与 CD、CD' 的 交 
点 分 别 为 P、P1、P;、P (如 图 ). 由 对 称 性 知 , 点 P 
和 PP 在 全 ABC 的 高 BH 上. 
LBD'PI=/P,EE,, 
BD’ .Pj\E 四 点 共 阅 . 
LAPIC= LD'PIE=180°~ AD’'BE=120°. 
同 理 AP,C= 120*. 
综 上 可 知 ,所 求 的 轨迹 为 人 ABC 的 边 AC 上 的 高 BH 和 以 AC 为 
弦 过 全 ABC 的 中 心 的 120' 圆 弧 . 
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10:6 互 为 入 ABC 的 生 心 ,p 为 过 日 的 任 一 直线 ,直线 g、r、s 分 
别 为 直线 p 关于 BC .CA 、AB 的 对 称 直线 .直线 g、r、s 交 于 一 点 , 当 直 
线 pp 绕 日 旋转 时 , 求 : 这 个 点 的 轨迹 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 设 AH、BH、CH 分 别 与 人 ABC 的 外 
接 圆 & 相交 于 Q 、R 、S， 

设 HQ 交 BC 于 Qi ,容易 证 明 

全 BQRS 和 BaQiQ. 

所 以 BC 垂直 平分 BQ , 即 Q 与 媚 关 于 BC 对 
称 . 因 此 直线 g 应 当 过 点 QQ. 

同 理 ,直线 ys 分 别 过 点 R、S. 

设 ;与 r 相交 于 六 , 义 设 人 XSH=a, 人 XRB= BB8， 人 HBA=7Y, 则 


ee 言 志 





ARXS = /ARHS-a~B=2/RHS-x 
=2( ZR - 王 j=27 

因此 X 在 圆 & 上 , 即 * 过 > 与 外 接 圆 & 的 交点 . 

同样 ,gq 过 与 外 接 圆 & 的 交点 和， 

所 以 ,gr、 交 于 X,X 在 外 接 圆 上 上 ， 

当 直 线 问 绕 点 瓦 ,从 HQ 开始 作 逆 时 针 旋 转 时 ,直线 9 与 圆 & 的 
交点 自 点 4 沿 圆周 & 作 顺 时 针 旋 转 , 因 此 圆 & 就 是 所 求 的 轨迹 . 

10'7 设 DD 是 已 知 公 ABC 的 边 AB 上 的 任意 一 点 ,点 下 在 该 三 
角形 内 部 , 且 是 公 ACD 和 入 BCD 的 内 切 圆 的 外 公 切 线 与 CD 的 交点 . 
证 明 : 点 五 的 轨迹 是 一 段 圆 孤 . z 
(第 20 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 如 图 , 设 AB 分 别 切 两 圆 于 H、1,CD 
分 别 切 两 圆 于 下 .G, 两 圆 的 另 一 条 外 公 切 线 为 
PQ ,其 中 已.Q 为 切 点 . 

由 切线 长 定理 有 

PQ= PE+ EQ= EF+ EG=2EF+ FG, 

同 理 ”HI=2DG + FG. 
又 因为 ”PQ、HI 为 两 圆 的 外 公 切 线 ， 所 以 PQ = HI. 
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即 2EF+FG=2DG+FG, .. EF= DG. 
又 由 已 知 两 圆 分 别 是 人 ACD 和 全 BCD 的 内 切 贺 , 则 
Cr=AC+ EP- AD, poe- P+- 
从 而 CE = CF- EF= CF~ DG 
AC+CD-AD CD+ BD- BC 
人 
= 人 二 人 一 人 ( 定 值 
于 是 点 己 的 轨迹 是 以 C 为 圆心 ,全 全 一 人 
内 部 的 一 段 圆 绝 . 
10:8 设 和 全 ABC 是 一 个 任意 的 锐角 三 角形 . 圆 卫 满足 下 列 条 件 : 
(1) 圆 卫 与 全 ABC 的 三 边 ( 线 段 ) 都 有 公共 点 ;(2) 以 上 述 六 个 公共 点 为 
顶点 构成 的 凸 六 边 形 ,三 组 对 边 平 行 (六 边 形 可 能 是 退化 的 , 即 有 两 个 
或 更 多 的 顶点 重合 ,这 时 “对 边 平 行 " 按 通常 的 极限 观点 来 定义 ). 试 求 
加 了 的 中 心 的 轨迹 ,并 说 明 如 何 作 出 这 一 轨迹 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明 ,轨迹 是 一 条 线段 . 
不 失 一 般 性 ,假定 a 宇 B 宇 7Y, 这 里 a、B.Y 分 ， 
别 是 入 ABC 的 顶 角 A .BC 的 度数 . ]N] SN 
分 别 记 图 下 与 AB、BC、CA 的 交点 为 C、，， \ 
C 4 4 、B .B” .并且 4 在 4 与 C 之 间 ,B 在 2 
B 与 A 之 间 ,C 在 C 与 B 之 间 , 易 知 
~ LBAC’= /BCA’=a. 
所 以 在 知道 点 A 后 ,可 作 4AC ,使 人 BA“C =a,AC' 交 AB 于 C', 作 
CB /BC 交 AC 于 B” ,这样 由 三 点 A”“.C 、B” 即 可 作出 贺 工 . 
我 们 研究 当 A 具备 什么 条 件 时 ,这 样 作出 的 
圆 适 合 条 件 (1)、(2). 
设 A”E€ 线 段 XYC BC. 我 们 来 确定 临界 点 Co 。 
X 和 工 . 
由 于 a >>7, 我 们 可 以 在 人 BAC 内 作 人 BAX ， 
=7,4X 交 BC 于 X, 易 知 AXB = a. 
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为 半径 在 全 ABC 


4 









用 





3 二 


我 们 可 以 在 BC .CA .AB 上 作出 点 y、Bo、Co, 使 BoCo/ BC， 且 
/YBoCo= A YCo0Bo=a. 

X 和 YY 就 是 所 求 的 临界 点 . 

事实 上 , 若 A 在 线段 XC 上 , 则 一 AAAT3< 一 AXB=a. 

这 时 前 面 作出 的 C' 不 在 线段 AB 内 ,所 以 A“ 必 须 在 线段 BX 上 ， 
注意 到 

LABC=/LBAC= B= /YBoC, 

即 AB’/ YB,o, 

若 A 在 线段 BY 上 , 虽 可 定 出 C”、B"“ ,但 好 在 线段 CB, 上 ,从 而 
4 在 CY 上 ,与 4 与 A 和 与 C 之 间 矛 盾 . 

现在 设 4 在 线段 XY 上 ,作出 C’、B(A’C’/ AX,C'B’/ CoBo) 
后 ,再 作 BA /BoY,AB' /AB，AC /AC. 这 里 C 、B A’ 分 别 在 
线段 ACo、ABo .BY 上 ,B.C 分别 在 AC、AB 上 . 

由 于 BA'C =y< 人 BYGCo=a, 所 以 C 在 
线段 BCo 上 . 

由 于 了 BA'C=B< 了 了 BoYC=a, 所 以 B' 在 
线段 CBo 上 . 
> 4 .A 、B'、B”、C’、C 这 六 个 点 配置 合乎 要 

求 ,而 且 由 ABC=a= 人 人 A’C'B 可 知 , A”、B'、 

BC’ 四 点 共 圆 .由 人 BAC=pB= 人 人 A’B'B 可 知 ,A ’、B 、.B 、A' 共 贺 . 

所 以 ,A 、 4 BBC .C 六 点 共 圆 . 

设 此 圆 卫 , 它 的 圆心 O 也 是 所 求 轨 迹 上 的 点 .所 有 符合 要 求 的 圆 
卫 的 圆心 都 可 以 通过 47( 圆 卫 与 BC 的 接近 顶点 C 的 那个 公共 点 ?用 
上 法 得 出 . 当 4“ 在 线段 XY 上 变化 时 ,圆心 O 作为 线段 AC 与 CB 的 
垂直 平分 线 的 交点 的 位 置 随 A"* 作 线性 变换 ,因而 O 的 轨迹 是 一 条 线 
段 OxOy. 

其 中 Ox .Ory 分 别 为 A 与 临界 点 XX、Y 重合 时 ,相应 的 圆心 ,由 于 
X、Y 均 已 作出 , 则 Ox、Oy 也 可 作出 ,从 而 OyOy 完全 确定 . 

10'9 给 定 一 个 边 长 是 1 的 正方 形 . 试 求 :到 该 正方 形 的 各 边 或 边 
的 延长 线 的 距离 之 和 等 于 4 的 所 有 点 的 集合 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[ 解 ] ABCD 是 边 长 为 1 的 正方 形 .把 各 边 向 两 边 都 延长 ,使 





有 47 4 
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44j= DDI = BB! = CC = AA, = BB, = 
DD;, = CC,=1. 
连结 A1Bi、 BB;、 BC;、 CC1、 CiDi、 
DiD,、D>A，;、 A2Al， 所 得 八 边 形 
AiB1B，C;C1D1D;A; 周 界 上 任意 一 点 ,到 正方 
形 ABCD 四 边 或 其 延长 线 的 距离 之 和 均 为 4. 
故 满足 条 件 的 所 有 点 的 集合 为 正八 边 形 
414:D2zDICIC2B2Bi 的 周 界 . 
10:10 以 点 O 为 中 心 的 正 7 边 形 (2 之 $) 的 两 个 相 邻 顶点 记 为 
4A.B.AXYZ 与 人 O4B 全 等 ,最 初 令 入 XYZ 与 AOAB 重合 ,然后 在 
平面 上 移动 人 AXYZ ,使 点 Y 和 2 都 沿 着 多 边 形 周 界 移 动 一 周 , 而 点 X 
保持 在 多 边 形 内 移动 , 求 : 动 点 X 的 轨迹 . 
(第 27 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 正 ” 边 形 4ABCD…G 的 外 接 圆 的 半 
径 为 1. 
公 XYZ 的 位 置 如 图 所 示 . 
由 题 设 XY= XZ=1. 
LYXZ= /AOB, 


YXKZTAYBZ= 红 + 人 -25 
Ea 天 


从 而 Y、X.Z.B 四 点 共 圆 .…，XBY=XZY= 人 OBA， 
于 是 O.B.X 三 点 共 线 . 
记 一 BZY=P, 则 在 人 BZX 中 ,由 正弦 定理 可 得 








一 了 ) (= ) 
Sin | 一 一 二 ;| 一 一 
Bx _ BX_ sn Bax _ "| 2n Tc 
XZ 1 sin XBZ 2 | : 
Si 





因此 , 当 Z 从 B 变 到 BC 上 一 点 K 时 (使 B= 荆 ) ,Xx 在 直线 BD 
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给 总 己 


上 ,由 O 移 到 0O,, 其 中 BO?=sec 一， OO?=sec 一 一 1 并 且 当 ZMK 


移 到 C 上 时 ,X 在 直线 BO 上 从 O; 回 到 O. 

于 是 点 X 的 轨迹 是 分 别 在 直线 AO、BO、…、GO 上 的 nn 条 线段 
OO0 (7 =1,2,…,2), 且 在 每 条 线段 上 通过 两 次 . 

10.11 设 己 为 圆 外 一 点 ,过 点 己 引 所 有 与 圆 相 交 的 直线 , 试 求 
这 些 直线 与 圆 相 裁 所 得 的 弦 的 中 点 的 集合 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,过 点 己任 意 引 @O 的 一 条 制 
线 所 截 得 的 弦 为 AB, M 是 AB 的 中 点 ,连结 
OM . z 

则 OM Jj|_AB. 

以 OP 为 直径 的 @S 与 9O 交 于 C.D. 

故 动 点 M 的 轨迹 为 @S 的 劣 弧 CD 

10.12 设 A.B 为 已 知 两 点 , 求 点 A 关于 任 一 过 点 B 的 直线 的 对 
称 点 的 集合 . 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 设 AB=r, 作 BCr), 则 BCr) 即 为 
所 求 的 轨迹 . 

(1) 过 B 任 作 一 直线 1, 设 A 是 A 关于 /1 的 对 
称 点 , 则 AB=AB=r. 

A 在 @B(r) 上 . 
, (2) 设 A 在 ®@B(r) 上 , 则 A'B=AB=y. 
~ 故 A'.,A 关于 AA 的 垂直 平分 线 / 对 称 ,有 / 
是 过 点 B 的 直线 . 

10'13 设 AB 是 ©O 的 直径 ,P 是 圆 内 一 点 , 弦 AQ 与 BR 相交 
于 点 P. 设 X 为 半径 OQ 与 弦 BR 的 交点 , Y 为 半径 OR 与 弦 "AQ 的 交 
所 . 求 : 所 有 使 得 四 边 形 OXPY 有 外 接 圆 的 点 P( 即 使 得 Q.X、P.Y 共 
圆 的 点 P 的 轨迹 ). 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 


[ 解 】 … ZXPY® 3(180°+ PQ). 
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XPY = 了 (180 + / ROQ) 


= 90°+ 7 LROQ 





=90° + (180" — AXPY) 
= 180" ~ AXPY, 


LXPY= 180 ,AXPY = 120° 


故 点 P 的 轨迹 是 以 AB 为 公共 弦 所 含 视角 一 APB = 120" 的 两 段 圆 
弧 . 

10.:14 A.、B 为 一 已 知 加 上 的 两 定点 ,IM 为 这 圆 上 的 动 点 ,过 MB 
的 中 点 作 MA 的 垂 线 , 交 MA 于 P, 求 :点 了 的 轨迹 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 设 K 是 MB 的 中 点 , 作 直 径 AC ,直线 

KP 与 线段 CB 相交 于 HH. 
MC/PK, MK = KB. 

`， 五 是 BC 的 中 点 . 

故 点 PP 的 轨迹 是 以 AH 为 直径 的 圆 . 

10:15 求证 :到 两 个 已 知 点 的 距离 之 比 为 定 
值 的 点 的 轨迹 是 圆 (阿波 罗 尼 斯 贺 ). 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
{证 ] 设 A 和 8B 是 已 知 点 ,P 是 
所 求 轨迹 上 任意 一 点 , 即 
SS = 为 常数 . 
假定 PC 是 4PB 的 平分 线 , PD 
是 二 APB 的 邻 补 角 的 平分 线 (如 图 ). 
则 PC 1 PD, 以 CD 为 直径 作 
OO(R). 


作 B 关 于 PD 和 PC 的 对 称 点 Bi1、B;, 则 Bj、B, 在 AP 上 . 
CP/ BB', 
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高 记 


AC _ AP AP 
BC ~ PB, “pp = a. 
BB;// PD, 
AD_AP AF 
BD BP BP 
为 一 方面 ,假设 点 PP 在 QO(R) 上 
过 点 B 作 EF/ PA ,分 别 交 PC 、PD 于 E、F, 则 


PA_AC PA AD_ 
FB CB FB BD " 
PA_PA 本 
Fy- FB- oe. 且 EB=FB=PB. 
PA 

故 pp -= ， 因 此 ,所 求 轨迹 为 @O(CR). 


10.16 设 AB 是 圆 的 直径 , C 是 这 个 直径 上 在 A 和 B 之 间 的 任 
一 固定 点 . Ee, 设 .P 是 由 Q 和 C 的 确定 的 直线 上 的 


点 , 且 4c - 一 Ge ,描述 并 证 明 ， 点 忆 的 轨迹 . 


CB CP 
(第 8 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,在 AC 上 取 点 品 , 使 


[TAN 长 
4 B 此 时 相当 于 当 Q 与 B 重合 时 ,P 与 D 重合 . 


AC _QC BC 
CB CP CDP: 
于 是 有 AAA4ACQcABCEP，AQCBcA 和 PCD. 


好 一 =2，~3=4. 从 而 了 BPD 是 直角 . 
所 以 的 轨迹 是 以 BD 为 直径 的 贺 . 


10*:17 设 P 是 以 O04、OB 为 半径 的 一 圆周 上 的 一 个 动 点 


( 降 AOB=90"), 昌 是 P 在 QA 上 的 射影 . 
求 :直角 三 角形 HPO 的 内 心 的 轨迹 . z 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 设 AA’.BB' 为 OO 的 直径 , P'、P" 分 
别 是 点 P 关 于 OA 及 圆心 O 的 对 称 扣 ， 

显然 , P'、P 在 OO 上, 并且 B 是 PP 的 中 
点 .( 弧 PP" 指 劣 弧 ). 从 而 直线 PI 过 点 B .由 于 

/OIB’=/LBPP+/APOI 





= 二 ABOP"+ LPOA' 
1 ,A , 
= LB OA = LOND 


所 以 内心 [的 轨迹 是 人 OAB 的 外 接 贺 上 的 一 段 劣 弧 OA. 

10.18 CC 是 一 个 半圆 AB 的 中 点 ,对 AB 上 任 一 点 P, 在 线段 CP 上 
取 一 点 局 ,使 pa- 22; wp 沿 半圆 从 A 变 至 B 时 , 求 :点 Q 
的 轨迹 . z 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[ 解 1] 设 半圆 的 半径 为 R. 

在 CA 上 取 点 A',CB 上 取 点 B ,使 

AA’ =BB=R. 
设 人 PBA=a， 





则 二 PAC = 

















"(| 
S 本 ; 
inla 4 


日 |PA-PB|=2R|sina ~ cosa|=2Y2R 














一 _ 开 
又 CP=2FRK sin( a 4 ) |. 
; TT 
PO 2 V2R sin( a — 4 ) /5 
所 以 有 一 = 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 . 
CP . A 2 
4R sn (a 于)| 
AA” _2 
x CA 2 
PQ_AA 
于 生 CP CA 
从 而 A‘Q/ AP. 
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因此 一 4QB = 一 APB=90". 
即 Q 在 以 AB' 为 直径 的 含 C 点 的 半圆 上 . 
于 是 以 A'B' 为 直径 的 合 C 点 的 半圆 就 是 所 求 的 轨迹 . 
[ 解 2] 连结 AC、BC, 在 AP 上 取 点 MM, 使 
AM = BP, 于 是 个 ACM 写 人 BCP. 从 而 知 
P 公 CMP 为 等 腰 直 角 三 角形 . 


4 Bb 显然 有 PM = PA - PB， PQ=3PM, 


因此 有 cQ:cp=1-2 


由 对 称 人 性 知 当 已 在 4C 上 时 亦 有 同样 的 结果 ， 
由 位 似 的 性 质 即 知 , 所 求 的 轨迹 是 以 C 为 位 似 中 心 ,以 &= 1 -2 


为 位 似 比 与 半圆 4ACB 位 似 的 半圆 4CB (如 图 所 示 )， 
10'19 AC 是 马 O 的 一 条 定 弦 ,但 不 是 直径 , BD 是 一 条 动 弦 且 重 
直 于 OC,D 在 劣 弧 4AC 上 ,如 果 BD 交 4C 于 E. 求 ;人 ABE 的 外 心 的 轨 






(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[ 解 】 设 公 ABE 的 外 心 为 O). 
连结 00 .OA OjFE .OA .OD .4D. 
则 AAOD=2LB= /AOIE. 
于 是 入 4AODc 和 AAAOIE. 

4D AO 
有 AE AO 
/DAE= /0AO,, 
则 人 4ADEcpAAOO). 


因此 人 AO10= 人 AED= 广 ADC 的 度数 为 定 值 


匈 知 ”OOi; 一 定 在 CO 的 右 侧 . 作 AM |」AC, 则 AF 过 直径 FC 的 
端点 下 . 
因此 ,全 ABE 的 外 心 的 轨迹 是 以 AO 为 弦 , 所 含 圆周 角 的 度数 等 


于 AC 的 度数 , 且 夹 在 0 与 AM 之 间 的 一 段 弧 . 


， 有 上 县 一 DP4O= 一 E4O) 
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10.20 45 是 一 个 圆心 为 O 的 定 圆 的 直径 , 男 一 个 动 圆 的 圆心 在 
直线 AB 上 , 它 过 点 O 〇 且 交 定 圆 于 两 点 ,两 癌 的 公 切 线 在 动 贺 上 的 切 
点 为 P. 求 :点 局 的 轨迹 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 动 圆 的 圆心 为 DO .GO 与 @O 的 
公 切 线 切 人 O 于 点 C. 

OC LCP, OP CP. 
OCHOP, 且 LCOP= /OPO.. 

又 ZOPO’= /OOP, 

LCOP= OOP. 

再 由 OC= 0O0B, OP=0OP, .. 作 PCOWA 人 PBO. 

于 是 PBO = 90". 

因此 ,所 求 的 点 忆 的 轨迹 是 过 4、B 两 点 且 与 4B 垂直 的 两 条 直 
线 ,但 应 去 掉 A、B 两 点 . 

10.21 如 果 A 与 B 是 给 定 圆周 上 的 两 个 定点 ,又 设 AB 不 为 直 
径 , XY 为 同 圆 内 的 一 条 变动 的 直径 , 试 判定 (并 证 明 ) AX 与 BY 交点 
的 轨迹 . 





(第 5 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 设 P 和 PP 分别 表示 AX 和 BY 在 圆 外 或 圆 内 的 交点 (如 
图 ). 
由 于 XY 是 圆 的 直径 , 则 ”PAY = 90”. 
又 AYP= 人 AXB 玉 AB 的 度数 ， 
PP=90 ~ 人 AXB 是 一 个 定 值 . 

xX. /AAPY+/AYB=90°, 
而 由 AP'Y =90 -AY'B, 
有 AP'B =180- /AP'Y 

=90+AAYB 

=90°+ /AXB 
于 是 APB+ 人 AP’'B= 180". 
从 而 A .BP 和 P’ 在 同一 个 圆周 上 . 
设 A、B.P 和 P' 所 在 辣 的 半径 为 R， 则 
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AB AB ”AB 








中 ”2sinP 一 2sin(90° ~ LAXB) 2cosAAXB- 
A AB 
9 即 AX 和 和 BY 的 交点 在 以 AB ns 
友之 ,在 以 AB 为 弦 , 半 径 为 二 一 -一 一 的 圆 上 任 取 一 点 QQ@, 连 


2c a 
QA 、QB ,分 别 交 图 O 于 CD. 
则 AQD=APB, HBH 4ADQ=~AYP=90 -APB， 
ADQ+/AAQD=00°, 即 一 D4C=90-. 
因此 CD 为 圆 O 的 直径 . 
由 以 上 上, AX 与 BY 交点 的 轨迹 是 通过 A、B 两 点 ,有 日 以 R= 


7 一 为 半径 的 加 


10.22 考虑 在 同一 平面 上 半径 为 R 与 r(R>>/) 的 两 个 同心 辐 
设 P 是 小 圆周 上 的 一 个 定点 , 忆 是 大 圆周 上 的 一 个 动 点 ,直线 BP 与 
大 圆 千 相交 于 男 外 一 点 C, 过 点 P 利 与 BP 垂直 的 直线 ! 与 小 圆周 相交 
于 男 一 点 A( 如 果 ! 与 小 圆 相 切 于 P, 则 A = P).(1) 求 :表达 式 BC?+ 
CA“+ AB” 所 取 值 的 集合 .(2) 求 :线段 AB 中 点 的 轨迹 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 】 (1) 设 两 个 圆 的 圆心 为 D, 过 O 作 OM | BC 于 M. 
设 AP=21, 则 OM=L 
且 BC=2BM=2V R 六 ， 
及 PM=V 盖 一 六 . 
BP“+CP =(BM-PM) +(BM+ PM) 
=2(CBM + PM2) =2( 民 一 三 )+2( 关 一刀) 
=2(R*+r’)-47. 
BC + CA’+ AB? 
= BC* + (PC’ + PA’)+ (PB’?+ PA’) 
= BC* + (BP’+ CP’)+2PA? 
=4(R’—1°)+2(R +r)- 41 +87? 
=6R +272. 
这 是 一 个 常数 ,与 B 的 位 置 无 关 . (即使 在 
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A =P 的 特殊 情况 下 ,表达 式 BC*+ CA*+ AB? 也 取 此 值 . ) 

所 以 BC2 + CA* + AB? 的 取 值 集合 为 {6R*+2r*}. 

(2) 下 面 求 AB 中 点 的 轨迹 . 

过 4 作 直 线 平行 于 CB, 交 大 圆周 于 C’、B“. 

这 时 易 见 , PBB’A 为 一 矩形 ,所 以 线段 AB 的 中 点 也 是 线段 PB 的 
中 点 . 当 B 在 大 圆周 上 变动 一 周 时 , B' 也 在 大 同 周 上 变动 一 周 . 

连 OB OP 、PB , 设 4B 与 PB 的 中 点 为 Q,OP 的 中 点 为 T, 则 工 

1 


为 定点 ,TQ= 了 OB' = 民 ， 


所 以 ”线段 AB 的 中 点 Q 的 轨迹 是 以 线段 OP 的 中 点 工 为 圆心 ， 
了 R 为 半径 的 一 个 圆周 ， 


10.23 ”在 一 个 平面 中 ,C 为 一 个 圆周 ,直线 工 是 圆周 的 一 条 切 
线 ,M 为 L 上 一 点 , 试 求 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 点 P 的 集合 :在 直线 
上 上 存在 两 个 点 Q 和 R, 使 得 M 是 线段 QR 的 中 点 ,有 昌 C 是 人 PQR 
的 内 搜 阅 . : 

(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 设 C 切 直线 于 点 工 . 

TS 为 直径 .过 S 作 直 线 平行 于 RQ 分 别 交 PR 于 R', 交 PQ 于 
Q', 则 RR'Q' 切 圆 C 于 S. 

显然 ,和 全 PQR 与 APQR 位 似 ,P 为 位 似 中 点 . 

由 于 @C 为 人 PQ'R 的 旁 切 圆 ,所 以 在 上 述 位 似 变 换 下 ,OC 变 为 
全 PQR 的 旁 切 圆 , PS 与 直线 上 的 交点 N 为 旁 切 圆 与 QR 的 切 点 . 

设 PQ=c,， PR = 6， QR=a, s= 
at+pb+i+e 

.2 

所 以 QN= RT=s-¢e. NM= MT 

于 是 在 直线 上 取 点 N, 使 NM = MT, 过 N， 
S 作 直 线 , 则 已 在 直线 NS 上 ,从 而 点 已 的 轨迹 
为 直线 NS 的 一 部 分 : 

以 S 为 端点 不 含 点 NN 的 射线 (点 S 除外 ). 

有 反之, 设 P 在 上 述 射线 上 ,过 P 作 QC 的 切 
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给 训 声 


线 交 直线 L 于 R, 在 LL 上 取 Q, 使 QM = MR, 过 QQ@ 作 QC 的 切线 交 
PR 于 P, 则 可 以 证 明 点 P' 与 点 P 重合 . 
所 以 点 忆 满足 条 件 . 
10.24 圆心 O01 .O; 相距 为 / 的 两 圆 交 于 M.N 两 点 .A 为 中 OI 
上 ( 异 于 MN) 的 一 点 , 引 直 线 AM 、AN 分 别 交 OO, 于 B、C. (1) 求 
证 入 ABC 的 外 接 圆 半径 为 !. (2) 如 果 A 遍历 @O 的 周 界 (M 、N 除 
外 ), 求 :入 ABC 外 心 的 轨迹 . 
(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] (1) 设 O 为 全 ABC 的 外 心 ,AO 为 
其 半径 ,过 A 引 @O 的 切线 AT, 则 
LTAC= /ABC= /ANM, 
AT/ MN. 
而 ATJ| AO, MN | 010;,. 
AO/H O10;( 含 40 与 O10, 所 在 直 





线 重合 之 情况 ) 
分 别 过 O、O1、O, 引 AB 的 重 线 ， 垂 足 依次 为 工 、.P 、Q， 


于 是 AL = 本 4B， PQ = PM+ MQ= 了 (AM+ MB) = 六 > AB. 


设 AO 与 AB 的 夹 角 为 a, 则 
AL 2AB_ PQ 





40= 一 一 = = O10;=L. 
cosa cosa cosa 


(2) 由 上 述 证 明 得 O,O= AO1 = OI 的 半径 ( 定 值 ). 所 以 对 圆周 
O1 上 除 MN 之 外 的 任意 点 A, 点 O 在 以 O, 为 圆心 ,OO 的 半径 长 


> 
为 半径 的 圆 上 , 设 点 MN 分 别 沿 OO; 方 向 平移 | OO, | 个 单位 到 M 、 
N. 那 么 全 ABC 的 外 心 的 轨迹 为 以 O, 为 圆心 、@O 的 半径 长 为 半径 
的 圆周 除去 M,N 两 个 点 . 
10*25 在 直线 4 上 顺 次 取 定 A、B.C 三 点 , 4B=4BC, 动 点 M 
在 d 的 过 点 C 的 垂 线 上 . MT 、MT, 为 以 A 为 中 心 ,AB 为 半径 的 圆 的 
切线 , 试 求 : MTT 的 垂 心 的 轨迹 . 
(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 】 由 MT MT 为 @A 的 切线 , MC | 直线 4, 则 Tj、T、C 
在 以 AM 为 直径 的 圆 上 . 
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设 TIT 交 AC 于 K, 则 由 
ATIT,= AAT,Ti= LACT,, 
可 得 ”个 ATI1KDAa ACT,， 
ATT AB* _4 
~ AC AC 5 
所 以 KK 为 4 上 与 M 的 位 置 无 关 的 定点 . 
如 果 五 是 人 MT 三 的 垂 心 , 则 四 边 形 AT1HT, 是 萎 形 , 它 的 中 
心 上 是 了 TAT, 的 平分 线 AM 与 TT 的 交点 . 荆 在 以 4K 为 直径 的 


贺 上 ,因此 二 在 一 个 以 A 为 位 似 中 心 , 相 似 比 为 二 的 加 上 , 即 在 以 kK 


为 圆心 ,以 KA 为 半径 的 圆 下 上 . 

反之 ,对 I 上 每 一 点 HH 关 A,AH 与 4 的 过 点 C 的 垂 线 交 于 点 
M ,由 此 确定 的 全 MTIT; 必 以 日 为 重心. 

10.26 给 定 锐角 96 和 相 内 切 的 两 个 圆 , 过 切 点 A 作 定 直 线 1 (不 
过 圆心 ) 交 外 圆 于 另 一 点 B. 设 点 M 在 外 圆 优 弧 上 运动 , MA 与 内 圆 的 
另 一 交点 为 N,P 是 射线 MB 上 的 点 ,使 得 人 MPN = 9. 试 求 :点 PP 的 
轨迹 . 





(中 国 国 家 集训 队 选 拨 考 试 ,1995 年 ) 
[ 解 1] 当 动 点 M 在 大 圆 优 弧 的 不 同 部 位 时 ,相应 的 图 形 略 有 差 
异 , 但 可 统一 进行 论证 . 
将 直线 ! 与 内 图 的 男 一 个 交点 记 为 C, 连 结 NC. 过 A 和 8B 分别 作 
外 图 的 切线 交 于 点 DD. 
LDAB= ALAMB= /AANC, .. MB/ NC. 
LCNP= /A MPN= 60. 
设 直 线 PN 与 内 圆 的 男 一 交点 是 QQ, 则 A、C、N.Q 四 点 共 圆 . 连 
结 AQ. z : 
LCAQ= /ACNP= /AMPN=0. 
A、B、Q.P 四 点 共 圆 . 
可 见 ,点 Q 是 内 圆 上 的 定点 ,使 得 人 CAQ= 9 ,并且 点 己 在 A4BQ 
的 外 接 圆 上 .因此 ,可 以 按 如 下 方式 作出 点 P 的 轨迹 ;在 内 圆 被 直线 / 
截 得 的 优 弧 上 取 点 Q ,使 得 二 BAQ = 0. 然 后 作 人 和合 ABQ 的 外 接 圆 , 则 此 
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脏 计 总 





圆 在 人 ABD 之 外 的 部 分 圆 弧 (不 包括 端点 ) 即 为 所 求 的 轨迹 . 

[ 解 2] 过 A 和 B 分 别 作 外 圆 的 切线 交 于 点 
六, 设 直线 / 与 内 图 的 男 一 交点 是 C, 连 结 NC ,在 
切线 BD 上 取 点 世 ,使 得 BEC = 9. 连结 CE 、AFE、 
AP( 如 图 ). 

NMP = 一 CBE， 

A MPN= /BEC= 0, 





人 MNPWA BCE. 
MN _BC 
MP BE. 
AM=/BAD=,/ANC, 
NC/ MB. 
AM _ AB 
MN -BC © 
将 四 和 @ 两 端 分 别 相 乘 ,得 到 
AM _AB 
MP BE 
又 /AAMP=/ABE, .. 人 AMPWAABE. 


全 ABE 是 一 个 完全 确定 的 三 角形 .因此 ,全 AMP 的 各 角 及 各 边 之 
比 也 是 完全 确定 的 .因而 点 P 可 由 点 M 经 过 绕 点 A 的 旋转 相似 变换 
而 得 到 , 即 
了 PAM = EAB( 定 角 )， 
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AP _ 4D 
AM ”AB( 定 值 ). 


可 见 , 将 所 给 的 外 圆 的 优 扳 作 相 应 的 旋转 相似 变换 即 得 点 P 的 轨迹 . 
综 上 所 述 , 点 了 的 轨迹 是 以 AE 为 弦 , 张 角 等 于 一 ABD( 定 角 ) 的 
一 段 圆 弧 ( 不 包括 端点 ). 
10:27 给 定 4>1, 设 P 是 个 ABC 的 外 接 圆 的 BAC 上 的 一 个 动 
点 .在 射线 BP 和 CP 上 分 别 取 点 U 和 VV ,使 得 BU = XBA ,CV = ACA， 
在 射线 UV 上 取 点 Q ,使 得 UQ =ADUV, 求 :点 Q 的 轨迹 . 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1997 年 ) 
[ 解 1] 在 BC 延长 线 上 取 点 D, 使 BD = 
BC. 连结 AD、AU AV AQ. 
“ BU=XBA, CV= CA, 
AACV= /ABU, 
人 AVCWAAUB. 
AU AB 
AV AC VAC= /UAB. 
UAV= /BAC. 
人 AUVOA ABC. 
UQ=AUV, BD= BC. 
和 AUQw2AABD， 和 4AVQwAACD. 








QD AD 
信 DA 人 
AQD AVC ve AC 
VC AD 
QD= AC = AAD 


成 和 位 于 以 万 为 心 ,44D 为 半径 的 圆 上 . 
当 点 也 运动 到 点 B 时 ,BP 化 为 过 点 B 的 切线 ,CP 化 为 CB. 与 此 
对 应 地 可 得 到 点 Q .类 似 地 , 当 点 忆 运 动 到 点 C 时 又 可 得 到 点 Q". 易 
知 , 点 Q 的 轨迹 即 为 上 述 圆 的 以 Q 和 QQ 为 端点 的 图 弧 . 
[ 解 2] 将 图 形 所 在 的 平面 视 为 复 平 面 , 仍 用 表示 点 的 字母 来 表 
示 相 应 的 复数 . 
LACV= /ABU, 
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U=(A-B)W+B, V=(A~-C)W+C. 
Q-U=A(V-U), z 
Q=A(V- U)+U=AV+(1—-A)U 
=A[(A-C)W+C]+(1-A)[(A-B)})W+B] 
=AC+(1-A)B+ WIA(A—-C)+(1-A)(A-~B)]. 
Q-[aC+(1-4)B]= WIA(A—C)+(1-4)(A-—B)]. 
IQ-{aC+(1-X)B]|=X|A~B+A(B-C)|.. 
易 见 ,这 是 一 个 圆 的 方程 ,圆心 为 + {1 一 4)B, 即 为 BC 延长 线 
圭 的 点 刀 , 使 得 BD = XBC ,半径 为 
A|A-B+A(B-C)|=X|A-[B+X(C-B)lI=A|A-D|, 
即 为 44D. 这 表明 点 Q 的 轨迹 是 以 点 DD 为 心 , AAD 为 半径 的 圆 上 
的 一 段 弧 ,端点 的 确定 同 解 1. 


鲍 言 己 
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第 十 一 章 “” 作 图 问题 


(一 ) 求 作品 


11'1 已 知 :平面 上 一 条 直线 m 及 这 直线 两 侧 的 两 个 点 A、B. 在 

直线 mx 上 求 一 点 M ,使 它 到 点 A 、B 的 距离 之 差 最 大 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 

[ 解 ] 设 点 B 与 点 B 关于 直线 对 称 . 

如 果 PP 是 直线 mm 上 的 任意 一 点 ,那么 

1AP— BP|=|1AP- BP'|<AB. 

由 点 A 和 点 B 相对 于 直线 mx 的 不 同位 置 ,有 
下 列 三 种 可 能 情形 : 

(1) 点 A 和 点 B 与 直线 mx 的 距离 不 相等 , 那 ， 
么 点 B 与 点 A 互 异 , 设 直线 AB 与 直线 相交 于 
点 i. 

从 而 AM-B3MI=AB- ， 

故 IAM- BM|= AB.. 

而 对 于 直线 mx 上 任何 异 于 M 的 点 P, 则 有 
| AP-BPI<AB.. 

所 以 点 M 是 本 题 的 惟一 解 . 

(2) 点 A 和 点 B 与 直线 mx 等 距离 ,但 它们 不 
关于 直线 m 对 称 . 

这 时 ,点 B' 与 点 A 互 异 ,直线 AB 平行 于 直线 
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信 囊 到 访 


1 十 潍 





1 ,这 时 对 直线 ni 上 任何 一 点 P 都 有 
|AP-BPI=|AP- BP|<AB. 


于 是 ”此 时 无 解 . 
(3) 点 A 和 点 B 关 于 直线 mm 对 称 , 则 点 B' 和 点 A 重合 . 


这 时 ,直线 mx 上 任 一 点 P 都 适合 等 式 AP - BP=0. 
因此 ,直线 mx 上 任何 一 点 都 是 问题 的 解 . 
11'2 已 知 :锐角 和 全 ABC,(1) 若 AD 是 BC 上 的 高 , 试 在 AD 上 求 
一 点 了 ,使 得 全 APB 全 BPC .全 CPA 都 是 钝 角 三 角形 ;(2) 试 在 和 全 ABC 
的 内 部 求 出 所 有 的 点 Z ,使 得 和 AZB .和 人 BZC .和 全 CZA 都 是 钝 角 三 角形 . 
(中 国 广州 .福州 .重庆 武汉 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] (1) 不 妨 设 BD 宇 CD, 在 AD 上 取 DP< CD ,连结 BP 、CP， 
在 全 PDC 中 ， 
由 于 一 PPC=90, 而 人 DPC> 人 LDCP, 可 知 二 DPC > 
45°. z . 
同 理 BPD>45. 故 人 BPC>90.. 
即 全 BPC 是 钝 角 三 角形 . 
又 LAPC=180°- DPC >90"， 
全 APC 是 钝 角 三 角形 . 
同 理 可 证 全 APB 是 锐角 三 角形 . 
(2) 以 AC 为 直径 作 圆 与 BC 、AB 交 于 DD 
和 下 , 易 知 下 是 AB 边 上 的 高 的 垂 足 . 
同 理 ,分 别 以 AB、 3 .BC > 为 直径 作 半 圆 分 别 与 其 他 两 边 交 于 垂 足 万 、 
E 及 EF, 则 三 劣 弧 DE ,EF .FD 所 围 成 的 封闭 图 形 的 点 (不 包括 边界 ) 
即 为 所 求 . 
“证明 如 下 : 因 Z 是 半圆 BFC 内 的 点 . 连 BZ 交 半 圆周 BFC 于 一 点 
本 , 连 CT, 则 人 BTC = 90". 
而 BZC> 了 BTC.，..，， 人 BZC 是 钝 角 三 角形 . 
同 理 可 证 全 CZA .全 A2ZB 也 是 钝 角 三 角形 . 
反之 ,者 点 Z 满足 条 件 , 则 公 AZC 是 钝 角 三 角形 ,从 而 Z 在 半圆 
AC 内 部 . 
同 理 可 证 点 Z 也 在 半圆 AB、BC 内 ， 因此 点 ZC— 一 定 在 上 述 封闭 图 
形 内 . 
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11.3 求 等 边 和 ABC 内 满足 MAB + MBC+ 一 MCA =90" 的 
点 M 的 几何 位 置 . 

(罗马 尼 亚 数 学 奥 林 还 克 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 等 边 全 ABC 的 高 上 的 每 个 点 都 满足 
题目 的 条 件 . 

设 Mi 是 高 AD 上 的 一 个 点 , 则 

MIAB+AMIBC+AMICA 
=AMIAB+/AMIBC+/MIBA 
=/AMIAB+ /ABC 

= 90°. 

因此 ,等 边 三 角形 ABC 上 的 每 边 上 的 高 上 的 每 一 点 都 符合 题目 要 求 . 

于 面 证 明 ,其 他 的 点 不 合 条 件 . 

否则 , 设 点 M 满足 题目 的 条 件 , 但 不 在 任意 一 条 高 上 , 则 直线 BM 
分 别 与 高 AD 和 CF 交 于 Mi 和 MM. 

如 果 三 个 点 M 、M1 、M 都 满足 条 件 , 则 应 有 

MAMI= /AMCM1, /MAM,= /MCM,. 

但 这 时 ,点 C 关于 直线 BM 的 对 称 点 C 将 在 人 AMM | 的 外 接 圆 
周 上 ,同时 也 在 全 AMM 的 外 接 贺 周 上 .因此 这 两 个 圆周 同时 过 三 个 
不 同 的 点 A、M、C'(C' 关 A ,因为 直线 BM 不 与 边 AC 垂直 ) ,从 而 两 圆 
重合 ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 同一 直线 上 的 三 点 M、M1、M 不 可 能 在 
一 个 圆 上 . 

11.4 已 知 :一 锐角 三 角形 , 试 在 这 三 角形 中 求 一 点 ,使 这 点 到 三 
个 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 . 

(第 30 属国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 在 锐角 和 ABC 中 , 取 一 点 M ,使 

LAMB = /BMC = /CMA = 120°. 
(该 点 叫 费 尔 马 点 ) ,我们 证 明 AM 点 到 三 项 
点 A、B、C 的 距离 最 小 . 

作 正 三 角形 CPF 和 正三 角形 CMD，8 
日 使 FF 与 B 在 直线 PC 的 异 侧 , 与 B 在 
直线 MC 的 异 侧 . 
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由 于 BMC=120"， 所 以 D 在 直线 BM 上 . 
延长 BD 到 五 ,使 DE= MA. 
又 MC= CD, AAMC= LCDE=120"， 则 
人 人 AMCSQA EDC. 
于 是 CE=CA, ACM= LECD, /LACE= /MCD=60°, 
连 FE, 则 由 于 到 ACP= 人 ECF=60° -一 ACEF， 
目 CA= CE，CP= CF， 
AAA4CPS2AECF，P4= FE. 因而 有 
MB+MC+MA=BE<PB+PF+FE=PA+PB+PC. 
因此 M 到 三 个 顶点 的 距离 最 小 . 
11.5 已 知 :一 个 直角 三 角形 ,在 它 的 斜 边 上 求 一 点 ,使 得 这 个 点 
在 两 条 直角 边 上 的 射影 之 间 的 距离 最 短 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 】 在 全 ABC 中 ,人 C= 90", CD 
LAB 于 DD. 
M M。 设 M 在 AB 上 ,NMMIAC 于 Mi， 
MM, | BC 于 AM2 ,如 图 . 
B 四 边 形 MM CM 是 抢 形 ， 
今 欲 MiMz = MC 最 短 ,由 于 MC 


4 p ™M 


委 CD, 所 以 可 取 M 点 为 了 D 点 . 
11.6 已 知 : 直 线 AB 和 和 人 DEF , 试 在 直线 AB 上 找 一 点 M, 使 
全 MDE 的 面积 为 全 DEF 面积 的 四 分 之 一 (要 求 写 出 作法 及 证 明 , 并 保 
留 作 图 痕迹 ). 
( 绍 云 杯 数 学 洲 请 赛 ,1992 年 ) 


[作法 ] 如 图 ， 


(1) 四 等 分 线段 EF, 设 和 下 相 邻 的 四 分 
点 为 NN. / 
(2) 过 点 N 作 直 线 平行 于 ED 与 AB 交 于 
点 M. z 
(3) 点 M 其 为 所 求 . 
h [证 ] 连 DN、ME 、MD, 因 为 MNV DE， 
所 以 SA wp = SA ppv. 


B 
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1 
又 EN= Et, 故 SADEN = DADEF- 


1 
所 以 SAMPE = fF SADEF, M 符合 要 求 . 


11.7 已 知 ;:P 是 人 ABC 内 部 的 一 点 ,在 全 ABC 的 边 上 求 一 点 

Q ,使 折线 APQ 平分 全 ABC 的 面积 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 

[ 解 】 我 们 来 研究 全 APB 和 和 公 APC. 

(1) 全 APB 和 和 APC 的 面积 都 小 于 
人生 ABC 的 面积 的 一 半 . 

取 BC、AC 和 AB 的 中 点 D、E 和 下 ,这 时 
PP 点 在 平行 四 边 形 AFDE 内 部 . z , 

如 果 点 P 在 平行 四 边 形 AFDE 的 对 角 线 
AD 上 ,因为 AD 是 入 ABC 的 中 线 , 则 AD 平分 人 ABC 的 面积 ,于 是 所 
求 的 点 Q 即 为 点 DD. 

现在 设 点 PP 位 于 全 AFD 或 全 AED 的 内 部 ,例如 PP 在 全 AFD 的 
内 部 . 

如 果 折 线 APQ 符合 题 意 ,那么 点 Q 在 线段 CD 的 内 部 , 设 线段 
PQ 与 AD 交 于 点 S ,那么 四 边 形 ABQP 的 面积 等 于 人 ABD 的 面积 ,所 
以 SAAsP 一 SAQSD. 

于 是 SAAPQ = SAADQ, AQ/ PD. 

因此 可 以 取 过 顶点 A 与 直线 PD 平行 的 直线 与 CD 的 交点 Q@, 则 
Q 为 所 求 . 

(2) 全 APB 和 公 APC 中 的 一 个 的 面积 等 于 个 ABC 面积 的 一 半 , 设 


Snpn = 这 Saag, 则 折线 APB 为 所 求 


(3) 全 APB 和 和 APC 中 的 一 个 ,例如 
全 APB 的 面积 大 于 公 ABC 面积 的 一 半 . 

这 是 点 位 于 人 CDE 的 内 部 . 

如 果 折 线 APQ 适合 题 意 ,那么 点 Q 落 在 
AB 边 上 , 且 不 与 顶点 A、B 重合 . 

设 线段 PQ 与 线段 AD 交 于 S. 
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这 时 ”SAaop 二 SaaBp: 因而 SAasp = SsoBp. 

过 顶点 B 作 直 线 与 四 边 形 SQBD 的 对 角 线 QD 平行 ,这 直线 与 直 
线 AD 交 于 G, 连 PG， 

则 Soopc 二 Sawps， 于 是 Ssopgp 二 SAsQ6 ,SAap6 = SaopG, 

因此 PG/ AB. 

于 是 我 们 得 到 折线 APQ 的 作法 如 下 : 

过 PP 点 作 直 线 与 AB 平行 ,与 AD 延长 线 交 于 G, 连 BG, 过 DD 作 
直线 DQ/ BG 交 AB 于 Q. 这 时 
SAAPQO™ SAASQ + SAAPS = SAASQ + SASQG = SAASQ + SsoBp 


= SAABD = 本 San 
11.8 给 定 了 A、B、C.D 四 个 点 , 斌 求 一 点 DO, 使 它 到 四 个 点 的 
距离 之 和 最 小 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
第 1 种 情况 : 若 A、.B.C、PD 形 成 凸 四 边 
| 形 , 则 两 对 角 线 的 交点 O 即 为 所 求 . 
第 2 种 情况 ; 蔡 某 一 点 在 其 他 三 点 所 形 
/NN 成 的 三 角形 内 (上 ). 不 失 一 般 性 , 设 DD 点 在 
8- 一 一 "SC AABC 内 , 则 口 点 即 为 所 求 的 O 点 .如 图 
设 M 是 人 ABC 内 任 一 点 , 则 D 必 在 
全 AMB .个 BMC 人 AMC 中 之 一 , 设 DD 在 全 BMC 内 ,延长 BD 与 MC 
相交 于 五 . 
MB+MC =MB+ME+EC. >BE+EC= BD+DE+ EC 
> BD + CD, 
又 MA+MD>AD, 
MA+MB+MC+ MD> AD+ BD+ CD. 
第 3 种 情况 :如 果 A、B、C、D 四 点 共 线 ,不 失 一 般 性 ,假定 C.D 
在 A、B 之 间 , 则 线段 CD 上 任何 一 点 O 均 为 所 求 . 
11.9 ”给 定 一 个 直角 公 ABC, 在 这 个 三 角形 内 求 一 点 N, 使 
了 NBC 、 人 NCA .NAB 相等. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1895 年 ) 
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[ 解 ] 若 直角 三 角形 ABC 内 的 一 点 NN 符合 题目 要 求 , 则 
LNBC= /NCA= /NAB, 
设 了 ACB 为 直角 , 则 


B 
LBNC =180 ~ ANBC- ANCB 1 
=180 一 一 NCA -人 NCB NS 


= 90°. 
因此 ,N 一 定 在 BC 为 直径 的 圆 A SR /人 
上 ,延长 AN 交 贺 上 于 M, 则 有 NA 人 , 
LM= /NBC= /NAB, C : 
于 是 MC/ AB. 


[作法 ] 以 BC 为 直径 作 圆 k, 过 C 作 CM/ 4B 交 圆 k 于 M, 连 
AM 交 圆 & 于 NN ,不 难 证 明 , NN 即 为 所 求 . 

11.10 已 知 :一 等 腰 梯 形 , 它 的 两 底 和 高 分 别 为 a、5 和 hh.(1) 在 
梯形 的 对 称 轴 上 求 作 一 点 P, 使 这 三 点 对 梯形 的 腰 所 张 的 视角 为 直角 . 
(2) 求 已 点 到 梯形 两 底 边 的 距离 .(3) 在 什么 条 件 下 ,点 P 能 够 作出 ? 

(第 2 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[ 解 ] (1) 以 腰 BC 为 直径 作 圆 与 等 腰 梯 形 
4BCD 的 对 称 轴 EF 交 于 P 点 . 

则 由 直径 上 的 圆周 角 是 直角 可 得 人 BPC = 
90,P 点 即 为 所 求 . 

(2) 设 已 点 到 上 底 CD 的 距离 PE = zi ,到 下 
底 AB 的 距离 PF, = x;, 则 

XI+ .x2= EF=h, 
又 因为 ”人 PCE = 人 BPF .全 PCE 和 公 BPF 都 是 直角 三 角形 ， 





PE CE zl 2 
人 CD 人 二 一 一 -二 过 ~ 一 
PCE BPF， 有 BE- pF? 即 a x 
2 
或 iD 二 人 
由 促 .@@ 可 知 ，xl 和 x; 是 方程 


1 
Zr+ 本 =0， 
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深 写 二 


的 两 个 根 . 
当 hh? 一 ab 实 0 时 ,方程 的 根 为 


mi 二 + h*—ab, 坟 = 记 一方 h* ~ ab. 


于 是 ,P 到 梯形 上 、 下 底 的 虐 离 分 别 为 


PE= 了 + 二 -ab , PP= 了 -VR 


或 pe hl VI-ab, PE= + Vb. 

当日 仅 当 有 一 a65=0 时 ,PE = PF, 即 PP 是 EF 的 中 点 . 

(3) 由 C2) 可知, 当月 宇 ab 时 ,P 点 可 以 作出 ,并 且 当 及 >ab 时 ,有 
两 点 Pl .Py; 当 hh = ab 时 ,有 一 点 . 

当 h*<<ab 时 ,P 点 不 能 作出 . 

11.11 在 已 知 凸 四 边 形 的 内 部 求 一 点 ,使 该 点 与 四 边 形 各 边 中 点 
连 线 将 四 边 形 面积 四 等 分 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[ 解 ] 设 已 知 凸 四 边 形 ABCD,M 和 六 

是 边 AB 和 BC 的 中 点 . 
1 


于 是 MN//AC, MN = 7 AC. 


设 O 是 满足 题目 要 求 的 点 ,O 在 四 边 
形 ABCD 的 内 部 ， 
过 点 B.O.D 作 直 线 6、p .d 平行 于 直 





线 AC. 
设 直线 b 和 4 之 间 的 距离 为 h .b 和 pp 之 间 的 距离 为 hi， 则 


1 1 
SOMBN = SABMN + Sao = > MN'h = Ch. 


1 
SABD = SAABC + SAaApc = 7 ACh. 


SOMBN = fF SABp: 
1 1 1 
有 AC'hi= BACh, 则 hh = 二 有 h. 
于 是 直线 p 与 直线 6 和 4 等 距 , 因 此 直线 p 经 过 线段 BD 的 中 点 . 


554 世界 数学 奥林匹克 解 题 太 辞典 





即 点 O 应 应 当 位 于 经 过 对 角 线 BD 的 中 点 而 生平 行 于 对 角 线 AC 的 
直线 p 上 . 

同 理 可 证 ,点 O 也 应 当 位 于 经 过 对 角 
线 AC 的 中 点 , 且 平 行 于 对 角 线 BD 的 直线 
9 上 . 

因此 ,作出 直线 p、g ,其 交点 就 是 所 求 
的 点 O. 

设 ABCD 各 边 中 点 为 MN、P、Q. 

因为 直线 p、g 总 是 相交 的 ,所 以 作 图 
永远 可 行 . 

因为 四 边 形 ABCD 是 凸 的 ,所 以 平行 四 边 形 MNPQ 宛 全 在 四 边 
形 4BCD 的 内 部 . 

因为 平行 四 边 形 MNPQ 的 边 长 等 于 AC 和 BD 的 一 半 , 所 以 对 角 
线 AC 和 BD 的 中 点 在 这 个 平行 四 边 形 内 部 ， 

于 是 ,直线 pg 的 交点 O 不仅 在 四 边 形 ABCD 的 内 部 ,而 且 在 平 
行 四 边 形 MNPQ 的 内 部 . 

线段 OM .ON .OP .OQ 将 四 边 形 ABCD 分 划 为 四 个 四 边 形 , 由 于 
So = 了 MN-h1= 让 ACh， 

并 同 理 可 证 ”Sowsv 、Sovcp、Soppa、Sooam 都 等 于 四 边 形 ABCD 面 
积 的 一， 
因此 ,点 O 满足 题目 的 一 切 要 求 ,这 样 的 点 仅 有 一 

11.12 给 定 信 ABC , 试 求 一 点 ,使 它 关 于 三 角形 三 边 所 在 直线 的 
对 称 点 都 在 三 角形 的 外 接 圆 上 . 





侣 各 加 入 
十 浴 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 设 AD、 BE .CF 是 人 ABC 的 三 条 高 线 , 囊 是 垂 心 , 则 垂 心 
HH 即 为 所 求 的 点 . 
[证 ] 设 本 .Ba 、Hs 分 别 为 日 关于 三 边 的 对 称 点 .如 图 ， 
HH.D .CE 四 点 共 贺 ， 
LACB= /BHH,= BHA 
A、B、HI\C 四 点 共 圆 . 
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间 理 可 证 “五 . 互 ; 均 在 和 4BC 的 外 接 
圆 上 . 





H， 


L 11.13 ”给 定 三 点 A .B.C 在 直线 AC 上 
求 一 点 M, 使 得 人 ABM 的 外 接 贺 半径 与 


个 CBM 的 外 接 圆 半径 之 和 为 最 小 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 设 @O,(R;),@0O;,(R;) 分 别 是 
和信 ABM 与 人 BMC 的 外 接 圆 ,由 正 纺 定 理 知 


T AB= Risin/ AMBZR,, 


2 。 
1 . 
有 -个 7 BC= Rasin BMCSR,. 
— 符号 当 且 仅 当 AMB = 人 BMC = 90" 时 成 立 . 即 
当 BM 1 AC, M 为 垂 足 时 ， 两 圆 的 半径 和 最 小 . 此 时 





RI + R= (AB+ BC). 


11.14 在 国 心 为 O 的 国内 央 全 出 一 点 A, 在 圆周 
上 求 作 点 M ,使 得 人 AMO 达到 最 大 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
和 [分 析 ] 设 M 是 所 OUCr) 中 的 动 点 , MA = x， 
OA =a， 了 人 OMA = ce, 由 余弦 定理 有 
\> a =r + rx -2rrcosa, 
1 1 天 一 Ci 
故 cosa = (e+). 
cosa 在 0 委 c 委 zx 上 是 减 函 数 ,所 以 当 cosa 
取 最 小 值 时 ,a 达到 最 大 值 . 


1 r*—a? i 
cosa 之 3-"2 "二 


等 导 当 是 仅 当 志 二 对 = 工 即 在 己 +a2= 壮 时 成 立 ,cosa 达到 最 小 
值 . 

即 ”OAM =90" 时 ，a 达到 最 大 . 

[作法 ] 连 04, 作 AM OA 交 @O(r 于 M. 
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则 AM 点 即 为 所 求 (本 题 总 有 两 解 ). 
[证 明 ] 咯 ( 下 辣 ). 
11.15 设 A 为 圆 O 外面 的 一 点 , 试 叙 述 如 何在 OA 直线 上 求 一 
点 卫 , 使 得 在 通过 PP 点 的 切线 上 在 切 点 与 PP 之 间 的 线段 之 长 等 于 PA 
的 上 倍 ( 为 正 整 数 ). z : 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] (1) 过 A 点 作 O4 的 垂 线 , 并 在 垂 线 上 截取 4B= 到 (r 为 
网 加 的 半径 ); 
(2) 过 8B 作 赂 O 的 切线 BT(T 为 切 点 ), 交 O4 于 PP 点 . 
我 们 证 明 P 就 是 所 求 的 点 . 
根据 作 图 ,可 得 
个 TOcoA P4， 
PT:PA = TO:AB 


| 
= 六 一. 


P 是 所 求 的 点 . z 
《> 1 时 ,此 题 有 两 解 ,一 解 在 线段 OA 上 , 另 一 解 在 线段 O4 的 延 
长 线 上 ;k= 1 时 ,此 题 有 一 解 .因为 这 时 图 中 TB// OA4 ,点 P' 不 存在 . 
11.16 给 定 一 锐角 以 及 它 内 部 的 一 个 圆 , 在 圆 上 求 一 点 ,使 它 到 
角 的 两 边 的 距离 之 和 最 大 . 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[ 解 】 设 中 O 为 已 知 角 一 ABC 内 的 
一 个 已 知 圆 . 

分 别 在 BA .BC 上 截取 ”BD= BE. 

作 OQ LDE 与 @O 交 于 M 点 ( 离 点 
B 较 远 的 那 一 点 ) ,如 图 . 

则 M 点 即 为 所 求 . 

11.17 给 定 一 锐角 和 和 角 的 内 部 的 一 个 圆 ,在 圆 上 求 一 点 ,使 该 点 
到 锐角 的 两 边 的 距离 之 和 为 最 小 . 








(基辅 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 设 所 O 为 已 知 角 一 ABC 内 的 一 个 已 知 圆 . 
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分 别 在 BA .BC 上 截取 BD = BE， 
作 OQ_LDE 与 OO 交 于 PP 点, 则 PP 点 
即 为 所 求 . 如 图 
下 面 给 予 证 明 : 
过 PP 点 作 GHJ OQ 分别 交 AB、BC 于 
Cc GH, 则 P 点 到 BA 、BC 的 距离 之 和 为 等 
腰 公 BGH 腰 上 的 高 . 
而 信 O 上 为 一 点 P' 到 BA .BC 的 距离 之 和 为 等 腰 和 人 BG 五 " 腰 上 的 
高 ,显然 要 大 些 . 
11.18 给 定 一 圆 , 圆 上 一 点 A 和 圆 内 一 点 也, 在 圆 上 求 这 样 的 点 
B 和 点 C, 使 得 己 是 入 ABC 的 内 切 圆 的 圆心 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 假定 入 ABC 已 作出 ,AD 、BF 是 一 A、 
芝 B 的 平分 线 分 别 交 给 定 圆 于 站 ,如 图 . 
则 BD= DC, AF= FC. 


2 言 己 





且 ZFBD2 7 (FC+ 0D), 





又 ZBPDE (AF+ AD), 

LFBD= /BPD, BD= PD= DC. 

为 此 , 连 AP 与 已 知 圆 交 于 万 点 ,以 了 为 圆心 , DP 为 半径 , 作 @D 
交 已 知 图 于 B.、C. 

则 全 ABC 即 为 所 求 . 

11.19 给 定 一 圆 ,及 该 圆 上 的 点 A 和 圆 内 的 点 M. 求 圆 上 这 样 的 
点 B 和 点 CC, 使 得 点 M 是 三 角形 ABC 的 重心 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[ 解 ] 已 知 A 是 ©O 上 一 点 ,M 是 @O 内 


延长 AM 到 万 使 MD= AM. 

连 OD, 过 吕 作 7 OD, 设 wv 与 @O 交 于 B、 
C, 连 AB、AC. 

则 全 ABC 即 为 所 求 , 如 图 . 
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11.20 给 定 一 圆 , 圆 上 的 一 点 A 和 圆 内 一 点 五 ,在 圆 上 求 点 召 和 
点 C ,使 得 点 百 是 入 ABC 的 垂 心 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 连 AH 与 给 定 圆 人 @O 交 于 点 下 ， 
作 HF 的 垂直 平分 线 交 加 O 于 BC. 
则 全 ABC 即 为 所 求 (如 图 ). 
下 面 给 予 证 明 : 
BH = BF ， 
LLBC=/KRBF=90°- ALF=90°-/C. 
LLBC+ /C=90°. 
故 人 BLC=90", 即 旷 是 人 ABC 的 垂 心 ， 
11.21 已 知 :C 为 圆 的 直径 AB 上 一 点 ,在 贺 上 求 两 个 关于 AB 
对 称 的 点 XX 和 YY ,使 得 YC | XA. 
(第 4 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 过 CB 中 点 M 作 CB 的 垂 线 交 圆 于 
点 X. 了 , 则 X、 了 两 点 即 为 所 求 作 的 点 . 
事实 上 ,XX、Y 两 点 显然 关于 直线 AB 是 对 
J 
连 BX、YC, 易 知 和信 BMX 必 和 CMY. 
LBXM= /ACYX, .: YC/ BX. 
又 LAXB=90°, .. YC | AX. 
11.22 设 A、B.C 为 圆周 & 上 的 三 个 已 知 点 ,在 圆周 有 上 求 第 四 
点 了 (只 用 圆规 直 尺 ) ,使 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 . 
(第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 假设 忆 点 已 作出 ,由 于 有 内 切 圆 的 四 边 形 ABCD 的 对 边 之 
和 相等 , 即 
AD+ BC= AB+ CD. 中 
不 失 一 般 性 , 设 BC 之 AB. 
下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 : 
(1) 若 BC=4B, 则 由 个 式 可 得 4D = CD. 
于 是 B.D 都 在 弦 AC 的 垂直 平分 线 上 ,四 边 形 
ABCD 是 等 形 , 从 而 有 内 切 圆 . 
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高 已 


) 于 是 只 要 在 A、B、C 的 外 接 贺 上 ,过 B 作 
p44 直径 BD, 则 DD 为 所 求 . : 
4 NGN (2) 若 BC>AB , 则 由 人 得 
CS CD-A4D=BC-AB 为 一 定 值 . 
以 C 为 圆心 ,以 (BC ~ 4B) 为 半径 的 圆 交 
CD 于 五 ， 


由 于 BC-AB=CD-AD， 
所 以 人 ADE 为 等 腰 三 角形 ， 即 AD= DE. 


LAEC=r- LAED= +LADE=r- LABC. 


所 以 巨 点 在 以 AC 为 弦 , 所 含 贺 周 角 为 + -LABC 的 弓形 弧 
上 . 
因此 ,只 要 作出 以 AC 为 弦 , 所 含 圆周 角 为 x -本 一 ABC, 目 在 B 


点 另 一 侧 的 弓形 弧 及 以 C 为 圆心 ,以 (BC - AB) 为 半径 的 圆 , 则 它们 的 
交点 即 为 玉 , 连 CE 交 圆 周 & 于 DD, 则 D 即 为 所 求 . 
下 面 证 明 这 样 得 到 的 D 点 ,使 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 . 


了 ADC+ /ABC=n， 及 LAEC=# -LABC. 


/AED=#- /AEC= 7 LABC. 


又 在 全 ADE 中 ， 
LDAE =x- /ADC- /AED 


=~x (x- LABC) -LABC 
1 
= 3 LABC. 


于 是 AD= DE. 

又 由 作法 CE= BC- AB, CE= CD- AD. 
CD- AD= BC- AB, AB+ CD= BC + AD. 

所 以 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 . 


[讨论 】 由 于 x LABC> x - ABC, 所 以 所 作 马 形 弧 AC 在 
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圆 & 内 . 
又 BC-AB<AC, .. CE<AC. 
于 是 圆 C 与 弓形 弧 AC 有 上 且 仅 有 一 个 交点 巨 ,因此 本 题 恒 有 一 解 . 
11.23 以 锐角 人 ABC 的 三 边 AB、BC、CA 为 直径 向 外 作 三 个 半 
圆 ,在 这 三 个 半圆 上 上 求 点 C1 .A1.B1, 使 AB1= 4ACi, BA = BC,CAI= 
CPBi. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1939 年 ) 
[ 解 ] 假设 点 Ai、B Ci 满足 本 题 要 求 . 
从 4 .Bi .CI 向 全 ABC 的 三 边 作 垂 线 , 设 垂 足 为 A,、B,、C,. 
因为 AB 、AC .BC 是 半圆 的 直径 ， 
所 以 A4CIB.、AABIC、 人 BAIC 是 直角 
三 角形 . 
由 直角 三 角形 的 射影 定理 有 
AB1= 4B 4AC， AC?= AC,:AB, 
于 是 有 AB,: AC= AC,': AB. 
由 割 线 定理 的 逆 定 理 可 知 B; .C>、B 、C 四 
点 共 圆 , 同 理 A,、B,、A、B 四 点 以 及 A,、C,、 
A.C 四 点 共 圆 . 
连 AA;、BB,、CC,, 则 有 
LBBC= ALACCIB=a, LCC,A=AAAC=B, 
AA,B= /A BBA=Y, 
a+B=180°, B+7Y=180°, y+a= 180°. 
则 a= B= y=90". 
即 AA,、BB,、CC; 是 人 ABC 的 高 , 且 A、A;、A| 三 点 共 线 , B、B,、 
Bi 三 点 共 线 ,C .C2 .Ci 三 点 共 线 . 
于 是 ,所 要 求 的 点 只 能 是 三 角形 的 高 所 在 的 直线 和 以 它 的 边 为 直 
径 问 外 作 半 圆 的 交点 . 


(二 ) 求 作 线段 或 直线 


11.24 给 定 线段 a、b、c .4d , 作 线 段 = Yabcd . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
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[ 解 ] 以 a+5 为 直径 作 半 圆 , 再 过 M 作 MMN | AB( 如 图 ), 即 作 


y= Vab . 
同 理 作 z= Ved . 


总 已 


再 作 r= Vw, 即 x= ~V Vab ved = Yabcd. 


N 
4 在 M b B ce d 个 z 


11.:25 作 顶 点 在 图 纸 外 的 角 的 平分 线 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 假设 BAC 的 顶点 A 在 图 纸 外 ， 
在 AB 上任 取 一 点 Ki, 在 AC 上任 取 一 点 Li， 
作 一 AKILI 和 二 ALIKI 的 平分 线 , 设 
交点 为 Di, 由 于 O 是 全 AKIL 的 内 心 , 故 
CO 点 在 人 A 的 平分 线 上 .如 图 . 
仿 此 再 找 一 点 O;, 则 O10O, 即 为 所 求 . 
11*26 已 知 ; 人 BAC, 顶 点 A 不 可 达到 (在 图 之 外 ), 以 及 角 内 部 
的 一 点 M .过 点 M 作 直 线 , 使 它 经 过 顶点 A. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 过 点 M 作 MN// AB 和 和 ML/ AC. 
如 图 . 
取 NL 的 中 点 O, 连 OM. 
- 《 ALMN 是 平行 四 边 形 . 
~- .“. AM 、LN 互相 平分 于 O 点 . 
‘~ 故 ” 直 线 MO 即 为 所 求 的 直线 . 
11"27 设 有 一 个 小 于 180" 的 角 及 角 外 一 点 M. 试 过 M 作 一 直 
线 , 使 它 在 该 角 与 所 截 出 的 三 角形 的 周 长 等 于 预先 给 定 的 值 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 】 在 已 知 角 一 4OB 的 一 边 O4 上 截取 OC = zp. 其 中 预先 给 定 
的 值 为 2p. 
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作 了 AOB 的 平分 线 OP ,过 C 点 作 CG 


104 与 OP 交 于 G 点 . MI C 
作 G( 半 径 为 CG). p p 
过 M 点 作 QG 的 切线 与 OA 、OB 分 

别 交 于 五 下 .如 图 . 1 
则 ”ME 即 为 所 求 的 直线 . 则 DBs 


11.28 已 知 :一 角 和 和 角 内 的 点 M 和 
N. 找 一 条 最 短 的 路 径 从 M 到 N ,但 经 过 角 的 两 边 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 在 4AOB 内 , 作 M 点 关于 OA 的 对 称 点 Mi; 作 N 点 关于 


OB 的 对 称 点 Ni 第 
连 ”MIN 分别 与 OA 、OB 交 于 Al、Bi， + 
连 MA NB,, | 人 加 
则 ”MA1BIN 是 最 短 的 路 径 . 如 图 . 


11.29 过 一 三 角形 的 某 一 顶点 作 一 条 直 
线 , 使 得 从 三 角形 其 他 两 个 顶点 到 该 直线 的 距 ? 
离 之 和 为 最 大 . 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 在 全 ABC 中 ,/ 是 过 B 点 的 
直线 . O18 C 
作 44117 于 4 ，CC 7 于 Ci. 
设 呈 是 AC 的 中 点 , 作 DD ji! 于 
D1i. 如 图 . 
则 ”DD1 是 梯形 ACC A 的 中 位 线 4 D C 
AA1+ CC1 = 2DD,<2DB, 
其 中 等 号 当 生 仅 当 DD| 与 B 重合 时 ， 
即 BD | 7, 也 就 是 / 垂直 于 和 ABC 的 
过 B 点 的 中 线 时 成 立 . 
此 时 44, + CC; 取得 最 大 值 . ， 
11.:30 两 块 水 田 之 间 有 一 条 曲折 的 
水 沟 ( 如 图 ), 今 要 把 水 沟 的 两 岸 变 成 直线 ， 和 
而 每 块 水 田 的 面积 不 变 . (a ) 如 果 A、A' 两 
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点 不 变 , 则 水 沟 应 如 何 配置 ? (5) 如 果 A 点 不 变 , 而 要 求 水 沟 两 岸 平 
行 , 则 水 沟 又 应 如 何 配 置 ? 各 说 明 其 方法 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[ 解 ] (a) 它 的 要 求 是 把 多 边 形变 成 
边 数 少 1 的 等 积 多 边 形 , 昌 A、A- 两 点 不 
Fe 变 . 
连 AB, 作 CK/ AB, 连 AK. 仿 此 作 
出 AK.. 
HH BK BK 6G (b) 它 的 要 求 可 从 (a) 所 得 的 四 边 形 
AA'K'K 变 成 一 等 积 的 梯形 AKNM ,使 NM// AK. 
令 ”MN 为 所 求 作 的 线 ,如 于 图 . 


深 寅 二 








T H K RNK © 
(1) 如 DA ' 不 平行 于 HK', 则 延长 AD 及 KK 家 使 相交 于 工 . 
作 AR/A/AK， 有 个 TA‘RWATMN,， 
。。 SATAR: SAT™™N = TR?: TN?, 
但 个 TMN~ 人 TAK’, .. SaAmg:SaATAk' = TR?: TN’; 


又 全 TA'R 与 人 TAK 若 分 别 以 TR 与 TK 为 底 时 , 则 为 等 高 的 
三 角形 ， | 
。。 SATAR ， SATAK = TR:TK.. 
= 一 一 一 一 -一 一 一 了 了 R2。 “ 
因此 得 ”TR?:TN?= TR:TK’ ,或 TN?= 一 = TR 
TK,, 
“, TN= VTR-:TK.. 
这 样 可 得 到 下 面 的 作法 : 


延长 AD 与 KH 相交 于 工 ， 
作 AR/AAK, 交 TK' 于 R. 
作 TR 及 TK 的 比例 中 项 ,并 在 TK 上 截 TN 等 于 这 个 比例 中 项 . 
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作 NM/ R4 , 则 NM 即 为 所 求 水 
沟 的 一 边 . 
(2) 如 DA’ /HK , 则 只 需求 AK 的 
中 点 工 ,过 工作 AK 的 平行 线 MN. 
即 ALNK'22ALMA' 太一 一 人 一 
MN 即 所 求 水 沟 的 一 边 . 
11.:31 有 一 块 长 方形 的 土地 ABCD (如 图 1), 用 两 条 直线 EF、 
GH 分 其 为 三 部 分 .现在 要 把 这 三 部 分 都 调整 为 长 方形 ,分 别 与 原来 面 
积 相等 ,如 图 -2 一 样 , 问 如 何 作法 ? 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 


D ~ Cc 
z | 
A F B ， 


图 1 图 2 


D 4 A’M E 


[ 解 1] (1) 过 EF 中 点 M, 作 LN | AB， 
Bp SiNpgc = SpEBgc. P 
(2) 连 GN. 作 EK/NG 交 HG 于 K, 连 4H 
KN. 则 SeckE=SANKE， 0 
SaApcrr = SangH. 
(3) 连 HN. 作 KP// HN 交 AD 于 P, 连 
NP, 则 SAPHN= SakHN, 
SAANP 二 四边 形 ANKH , 
(4) 过 AP 中 点 Q, 作 QR/AN, 则 Sagry = Sanawp = Sapcr， 
_ EB+ FC 
-一 7 ， 





[ 解 2] (Dz'BC= 卫 BC(EB+FCJ)，， 2 


十 
取 BN= Ee, 作 NL | AB. 
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1 十 各 





闪 写 二 





(2) 用 等 积 变形 法 ,把 四 边 形 AEGH 变 成 一 个 三 角形 . 
令 其 底 与 高 为 5 和 及, 再 使 y+ AN = 广 扩 ,应 用 第 四 比例 项 作法 ， 


作出 y. 
截 AQ=y, 作 QR//AN， 即 得 所 求 的 图 形 . 
11*32 已 知 : 角 A 和 这 和 角 内 的 已 知 点 P, 求 过 PP 作 直 线 交 角 A 的 
、 1 1 
两 边 于 B、C, 使 有 + 5 最大. 
(第 8 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 人 人 APB=a, 人 BAP= 8， 


CAP=7Y. 
F 由 正弦 定理 得 
1 
or 十 一 
4 、 BP CP 
_ sin(a+f) | sin(a 一 7) 
APsinp APsiny 
1 
一 Ptsinactgp 十 cosa + sinactgy — cosa ) 
= ssine (ctgP + ctgy) . 
因为 ”8 和 7 为 定 角 ， 所 以 当 a=90 时 , 即 sing=1 时 ， 
1 1 
BP + 5 最 入 ， 


因此 , 连 AP, 过 己 作 BC LAP 交角 A 于 B、C. 
则 ”直线 BC 即 为 所 求 . 
11"33 P 忆 是 射线 OA 与 OB 为 边 的 角 的 内 点 ,过 忆 点 求 线段 XY， 
其 中 XX 在 OA 上 ,Y 在 OB 上 ,使 得 乘积 PX.PY 最 小 . 
(第 37 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 作 一 4OB 的 平分 线 OC ， 
过 PP 作 OC 的 垂 线 交 OA 于 X, 交 OB 于 
( Y, 则 OX= OY. 
作 圆 K 与 OA 切 于 X ,与 OB 切 于 了 . 
过 尸 作 异 于 XY 的 另 一 直线 交 OA 于 


566 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





XX , 交 OB 于 六 ,交加 C 于 X 、 Y .于 是 由 相交 效 和 定理 
PX.PY= PX,:PY,< PXI PYi， 
所 以 线段 XY 为 所 求 . 
11:34 已 知 :一 凸 四 边 形 ABCD ,用 圆规 和 
直 尺 经 过 顶点 A 引 一 直线 将 该 四 边 形 的 面积 二 
等 分 . 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 O 为 四 边 形 AC 和 BC 的 交点 ,H 
是 BD 的 中 点 . 
(1) 若 五 与 O 重合 , 则 AL 即 4C 为 所 求 . 
(2) 若 五 与 O 不 重合 ,不 妨 设 日 在 线段 OD 
上 . 则 





ISAMCB 二 SAHCD: 
过 五 作 玫 /AC 交 CD 于 L, 连 CH、AL, 则 


SAAHL= SACHL, SAAHkK = SAKLC- 


因此 有 Sarp ~ Sagkic + SAapk = Sancp = 7 Sage 


有 Sewp= 了 Sum 
所 以 直线 AL 即 为 所 求 . 
11.35 设 有 一 个 圆 及 其 内 部 一 点 已, 试用 圆规 和 直 尺 求 作 该 圆 的 
一 条 直径 ,使 它 对 PP 点 所 张 的 视角 等 于 预先 给 定 的 值 . 
《莫斯科 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 ] 显然 预先 给 定 的 角 a >90?. 





作 尸 点 关于 圆心 O 的 中 心 对 称 点 A 
以 PP 为 弦 作 AB ,使 其 所 含 圆 周 角 为 180° - ( 
0. 站 
设 4AB 与 OO 的 一 个 交点 为 C, 作 直径 CD. ) 
如 图 . 则 CD 即 为 所 求 . | 
下 面 给 予 证 明 : : 
PO= PO, DO= CO, /POD= /POC 
叙 PODSQA POC, 
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LPDO= PCO. 
故 CPO= /180"- (LPCD+ 人 PDC) 
Ue =180° — (LPCD+ AP'CD) 
= 180°— /PCP’=180°— (180°— a) 

则 CD 就 是 所 求 的 直径 . 

11.36 ”两 个 给 定 圆 相交 于 P、Q 两 点 ,说 明 怎 样 作出 一 条 线段 
AB, 过 点 忆 且 分 别 交 两 圆 于 A、B, 使 得 AP: PB 最 大 . 

(第 4 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1975S 年 ) 

[ 解 1] 设 两 圆 的 圆心 为 O1、O 〇 >. 

连 OIP 延长 OJP, 连 0;P, 作 人 O,PR 
的 平分 线 , 这 条 平分 线 交 OI 于 A, 交 OO， 
于 B.. 

我 们 证 明 线 段 APB 就 是 我 们 所 求 的 线 





段 . 
过 P 作 线 段 PCD 交 @O 于 C, 交 @O, 于 也 , 且 设 PC 在 
OPA 内 . 
我 们 证 明 PA .PB > PC:PD. 
设 GOi 的 半径 为 r2, CO, 的 半径 为 广 2 . 
又 设 LOIPC=a， 人 OPB=p. 
则 ZZDPR=a, AOPR=2B, AOIPA=B. 
于 是 PC=2ricosa,， PD=2r2cosO;PD=2rscos(28B— a), 
PA=2ricosB, PB= 2r,cosp. 
PC* PD =2ricosa"2rzcos(28 一 a) 
=2rir2l eos28 + cos(28 — 2a)] 
<2rira(cos2B + 1)=2rir2'2c0sB 
= (2rjcosB): (2r»c0sB) = PA.: PB. 
[ 解 2] 作 大 圆 O ,使 所 DG@O;, 都 与 它 内 切 , 且 切 @O| 于 A， 


切 ®@O, 于 B. 
设 大 圆 半径 为 Rk, OO 半径 为 rl OO: 半径 为 72， 则 
KR=ritr,. 


连 ”PA 、PB ,我 们 首先 证 明 A .PB 三 点 共 线 . 
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因为 4 .OO 三 点 共 线 , B、O;、O 三 点 5 
共 线 , 连 O11P、O3P, 由 于 
CO 三 rr QOI=r2, QiP= ri, 
OP=r;. 
则 四 边 形 O1OO;P 为 平行 四 边 形 . 
设 OJAP= 人 OIAP=a， 
OBP= /OPB= 8B, 
则 POIO=2a,， PO,O=286， 
又 由 POIO= 了 POJO， 则 a= 8p. 
于 是 一 APB=a+p+ 一 OPO: =180”. 
即 A、P.B 三 点 共 线 . 
过 PP 作 直 线 交 大 圆 于 下 .FF, 交 OI 于 C, 交 0O, 于 DD, 由 于 C、 
DD 在 大 圆 内 部 , 则 有 
PA.PB= PE.PF>PC'PD. 
于 是 线段 AB 为 所 求 的 线段 . 


(三 ) 求 作 三 角形 


11.37 根据 三 个 已 知 点 吾 \.EE.F 作 公 ABC, 其 中 蝇 是 BC 边 上 的 
高 A 的 垂 足 . ,E 和 下 是 边 AC 和 AB 的 中 点 . 
: (基辅 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 连结 下 和 下 ,过 点 英作 直线 A 
LA EF. 
作 HK EF 于 K. 
在 ”HK 的 延长 线 上 截取 ”KA = HK. 
连 AE 与 1/ 交 于 C, 连 AF 与 1 交 于 B. 
则 ” 公 ABC 即 为 所 求 . 外 He! 
11:38 已 知 :三 角形 底 边 的 长 ， 这 边 上 高 线 的 长 及 项 角 平 分 线 的 
长 , 求 作 这 个 三 角形 . 








(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 作 全 ABC 底 边 BC = 4a, 高 AD=h, 角 平分 线 AE= . 
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若 := 六 则 和 全 ABC 为 等 腰 三 角形 , 易 作 . 
车 1 隆 h， 则 +>h， 先 以 : 为 斜 边 ,h 为 直角 边 作 直角 三 角形 


作 AF_|」AE 交 BC 延长 线 于 下 , 则 AF 是 和 ABC 的 人 BAC 的 外 
角 平 分 线 , 这 时 EF 的 长 为 定 值 p. 


局 


8 EDC . F 
设 BE=x， 则 EC=a-x, BF=zx+p, CD=x+p-a. 
BE_BE . zx z+p 
EC FC ar-zr xtp-a 


整理 得 2x*+2(p-a)x—ap=0， 


~(p-a)+vVp +a” 
2 


解 得 x .( 已 舍 负 根 ) 


据 此 即 可 作出 BE, 于 是 人 ABC 便 可 作出 . 
11.39 ” 试 根据 直角 三 角形 两 条 直角 边 上 的 中 线 长 度 , 求 作 该 直角 
三 角形 . 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 
[ 解 】 (1) 已 知 mm、m,、m., 可 求 作 


人 ABC. 
2 、 2 
作 全 GBK ,使 GR = Mma, BG= 3 mo, 
BK = Sm 


册 取 GK 的 中 点 二 , 连 BL 并 延长 至 C, 使 
LC= 上 LB; 又 延长 KG 至 A, 使 GA = GK. 
最 后 连 AB 、AC. 如 图 . 





则 ”会 ABC 即 合 所 求 . 
(2) 本 题 实际 上 已 知 mm。 xz 、m.. 这 是 因为 ;nw,、m 已 知 ,这 样 可 
由 : 


mm, ?+ nip 
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I 2 ? (去 ? 二 
— | 十 十 一 - 十 
(je 0 4 “ 
3 


= +t = ?= Sm.”. 。 


M 
ni. 二 V ma” + mp” 也 可 作出 . » 
11'40 已 知 : 一 直线 上 三 个 不 同 的 点 | “ 


M、D、H. 求 作 一 个 直角 三 角形 ， 使 它 的 斜 “ 
边 的 中 点 是 点 M， 直 和 角 平 分 线 与 斜 边 的 交点 是 点 D， 斜 边 上 的 高 的 
垂 足 是 点 五 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ，1955 年 ) 

[ 解 ] 设 公 ABC 是 所 求 作 的 直角 三 角形 ， 其 中 人 人 ACB = 90 ， 
CM 为 斜 边 的 中 线 ，CD 为 人 人 ACB 的 平 
分 线 ，CH 是 和 斜 边 的 高 . 

由 于 M、D、H 是 三 个 不 同 的 点 ， 
则 直角 边 AC 与 BC 不 同 ， 不 妨 设 AC > 
BC， 则 DD 落 在 MB 内 ，H 落 在 DB 内 ，4 DD 
因此 也 在 MH 内 . 

由 于 MCD= 人 ACD- /ACM=45°- 人 A， 

及 ADCH= 人 /AACH- AACD=90°- AA-45=45°-/A 

因此 也 MCD= 人 DCH，CD 是 人 MCH 的 平分 线 ， 

MD MC 

于 是 DF C7 

由 于 MC>CH, 则 MD>DH. 

因此 ， 如 果 问 题 有 解 ， 点 DD 必须 位 于 点 M 和 五 之 间 ， 并 且 MD 
>DH. 


对 线段 ME 按 比值 7 作 阿 波 罗 尼 加 过 互 作 CH J ME 与 阿 


波 罗 尼 圆 交 于 C， 连 MC， 则 全 MCH 可 以 作出 . 

在 直线 MH 上 , 在 M 的 两 侧 作 MA = MC，MB = MC， 得 到 
A、B 两 点 ， 这 样 得 到 的 人 ABC 即 为 所 求 . 

事实 上 ， 因 为 MA = MC = MB ， 则 一 ACB 是 直角 ，CM 是 AB 
的 中 线 ， 又 CH AB, 则 CH 是 AB 上 的 高 
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ACD= LACM+ LMCD= LA+LMCD 
= ZBCH+ /HCD= LBCD, 
CD 是 角 C 的 平分 线 . 
由 以 上 ， 当 且 仪 当 吕 位 于 M 和 昌之 间 , 且 MD > DH 时 ， 有 两 
个 直角 三 角形 符合 要 求 ， 这 两 个 直角 三 角形 关于 直线 MH 对 称 . 
11.41 求 作 一 个 直角 三 角形 ， 使 其 斜 边 等 于 给 定 的 线段 c， 和 斜 
边 上 的 中 线 是 两 条 直角 边 的 比例 中 项 . 
(第 1 届 国 际 数学 奥林匹克 ，1959 年 ) 
[ 解 1] 分 析 假 定 合 ABC 已 作出 ， 且 AB 为 
斜 边 ，AB= c. 
显然 ， 顶点 C 在 以 4B 为 直径 的 圆周 上 ， 设 
AB 中 点 为 O， 则 


2 2 

由 题 设 ，CO 满足 ”CO*= CA:CB. OD 
作 斜 边 AB 的 高 CD ， 则 

C4.CB=CD.4B=c CD. @ 


由 OD、@ 得 (十 c) =eCD. 


有 CD= 二 ce 


于 是 点 C 在 和 AB 距离 为 二 < 的 平行 线 上 ， 即 点 C 在 以 AB 为 直 


径 的 圆 和 与 AB 距离 为 一 的 平行 线 的 交点 ， 从 而 C 点 可 作出 . 
[作法 ] (1) 作 线 段 AB = c. 
(2) 以 AB 为 直径 作 圆 O. : 
(3) 作 直 线 1//AB, 使 1 与 4B 的 距离 为 地 < 


(4) 设 /1 交 圆 O 于 点 C. 连 C4 、CB. 
则 全 ABC 即 为 所 求 . 

证 明 略 . 

[ 解 2] 用 代数 法 作 图 . 
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设 全 ABC 的 斜 边 为 A4B=c，AB 中 点 为 O，BC=a，AC=5。. 
2 

则 由 题 设 有 .=( 二 ) ， 

又 az+ 上 人 =c 从 而 a b= 


由 此 解 得 a p= z 


于 是 ae 、28 可 作出 ， 从 而 全 ABC 可 作出 . 
11.42 给 定 长 度 a, 和 角 6， 比 例 上 >>1， 试 作 一 个 全 ABC， 使 得 


BC=a, LC- ZB-0, BE- 

(加 拿 大 数学 吐 林 匹克 训练 题 ，1991 年 ) 

[ 解 ] ”稍稍 分 析 可 有 下 面 作法 : 

(1) 作 线 段 BC = a ; - 

(2) 以 CC 为 顶点 作 人 BCD = 09; 

(3) 在 射线 CD 上 截 CD = 二 0; 
(4) 连 BD，; 

(5) 忆 C 为 顶点 作 PCA = AB, 使 CA 与 BD 的 延长 线 交 于 





则 全 ABC 即 为 所 求 . 
下 面 我 们 证 明 公 ABC 满足 题目 要 求 . 
首先 BC=a, 人 BCD=0= AACB- /LB. 
在 全 ACD 和 和 全 ABC 中 ,因为 人 ACD= 人 /B， 
ADC= /B+0= /ACB. 
从 ACDWD 人 ABC， 有 
因此 入 ABC 符合 要 求 . 
11*43 已 知 : 三 角形 的 一 边 及 该 边 上 的 高 和 另 一 边 上 的 中 线 ， 
求 作 三 角形 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ，1964 年 ) 
[ 解 ] 设 三 角形 一 边 AC = 六， BC 边 中 线 为 mw, ，AC 边 上 的 高 
为 h. 
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作 AC=65， 再 作 1/ AC 且 使 1 与 AC 相距 


以 A 为 圆心 ， 以 m, 为 半径 作 A 交 / 于 


连 CD， 且 延长 之 ， 再 截取 BD = CD. 
连 AR， 则 全 ABC 即 为 所 求 . 
11.44 试 作 一 个 等 腰 三 角形 ， 使 任何 内 接 
于 它 的 、 有 两 个 顶点 位 于 它 的 底 边 上 的 矩形 的 周 长 为 一 常数 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ，1936 年 ) 
[ 解 ] 设 内 接 矩 形 的 周 长 定 为 2a， 截 取 BC = a， 过 BC 的 中 点 
M 作 MA | BC， 截 取 MA = a (如 图 )， 则 入 ABC 即 为 所 求 . 
下 面 给 予 证 明 . 
显然 AB= AC. 
任 作 和 人 ABC 内 接 矩 形 DEFG， 则 
DE+ EF+ FG+ GD 
=2GF +2BG +2FC 
D LE =2(BG+ GF+ FC)=2BG=2a. 
11*45 已 给 三 个 不 共 线 的 点 M、N、 
BC MF “ p, 点 M 和 N 分 别 是 人 ABC 的 两 条 边 的 中 
点 ，P 了 为 全 ABC 的 垂 心 ， 求 作 和 全 ABC. 
(第 6 届 拉 丁 美洲 地 区 数学 奥林匹克 ，1991 年 ) 
[ 解 ] .不妨 设 M、N 分 别 为 AB、AC 
的 中 点 ，A 为 BC 边 上 的 高 ，AH 交 MN 于 
D， 则 
”MD 、DN 和 DP 均 为 已 知 线段 . 
设 MD=a, DN=6b,， DP= 
令 AD=x, 则 DH=x, PH=x-e. 
由 了 HAC= 人 PBH 可 得 
直角 和 从 ADN 中 直角 和 公 BHP， 





A 
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册 1- cr—2ab=0, 

解 得 r= 58， 

所 以 AD = x 能够 作出 ，AH =2x 能 作出 ， 从 而 互 点 能 作出 ， 由 
BC | AH 及 B 在 直线 AM 上 ，C 在 直线 AN 上 ， 于 是 入 ABC 可 以 作 
出 . 

11.46 已 知 : h、h, 和 mm,， 求 作 公 ABC， 使 BC 、AC 边 上 的 
高 分 别 为 hh 、hh,，BC 边 上 的 中 线 为 mm,. 

(第 2 届 国 际 数学 奥林匹克 ，1960 年 ) 

[ 解 ] 假设 入 ABC 已 作出 ， 其 中 AC 边 
上 的 高 BE = h,，BC 边 上 的 高 AD= 有 hh,，BC 
边 上 的 中 线 AM = ms. 

在 直角 全 ADM 中 , 由 于 AD= hh,、AM 
= pu 为 已 知 ， 则 个 ADM 可 作 . 

过 M 作 MN/A EB 交 AC 于 N, 因为 M 
是 BC 的 中 点 ， 则 MN 是 全 EBC 的 中 位 线 . 

1 1 


MN AC， MN= TBE- ho. 


由 于 AM= pu， MN= 二 为 已 知 ， 则 直角 三 角形 AMN 可 作 . 

叉 因 为 C 是 AN 和 DM 所 在 直线 的 交点 ， 则 C 点 可 作 . 

由 BM= CM， 则 8B 点 可 作 . 

于 是 入 ABC 可 作 . 

[作法 ] (1) 作 直 和 角 公 ADM,， 使 ADM 为 直角 ，AD = hh， 
AM= nm,,; 


-十 潍 





并 训 到 访 


(2) 以 AM 为 直径 作 图 ， 以 M 为 圆心， 为 半径 画 弧 交 此 图 于 
N (和 NN ), 连 AN (和 AN ); 

(3) 直线 AN (AN ) 区 直线 DM 于 C (C0 ); 

(4) 在 直线 DM 上 MC (和 MC ) 的 另 一 侧 截 BM= CM (BM 
=CM), 连 AB (和 AB ); 

则 会 ABC (和 全 AB'C’) 即 为 所 求 . 

证 明 略 . 
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[讨论 ] 对 于 ,与 h,、h, 大 小 可 有 下 面 几 种 情形 : 

(1) 当 ph，h, 达 2m 时， 有 两 解 ; 

(2) 当 pw 之 h，h,= 二 2m, 时 ， 有 一 解 ; 

(3) 当 ms >h，h >27 时 ， 无 解 ; 

(4) pi = 二 hh ，hs, 达 2m, 时 ， 有 一 解 ， 此 时 和 ABC 为 等 腰 三 角 


(5) 当 = 有 hh ，h, 宇 2m, 时， 无 解 ; 
(6) 当 过 h, 时 ， 无 解 . 
11*47 已 知 : 全 ABC 的 边 a 及 该 边 的 高 h,， 求 a 与 hh 的 关系 ， 
使 得 能 用 圆规 直 尺 作 公 ABC， 它 的 三 条 高 构成 一 个 以 h 为 斜 边 的 直 
角 三 角形 . 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ，1985 年 ) 
[ 解 ] 设 AB=c，AC=&b. 


A 
BC 边 的 中 点 为 M，BC 边 上 的 高 为 
c , 4D, 设 DM = x， 则 由 勾 股 定理 得 
2= 尼 +( 和 +z) ， QD 
2 
" “MD " 2 2 “ 
”+ (7) - 


若 三 角形 的 三 条 边 上 的 高 六 、h,、h. 组 成 一 个 以 hh, 为 斜 边 的 直 
角 三 角形 ， 则 、 


hs=h;+h’. 

1 1 1 
VY pe © 
将 DD、Q@ 代 入 @ 得 
1 1 1 
a a - a 

n+ (+z) n+ (2-z) 
整理 得 

5 3 7 

x a a) h. ya he 16° 0 
解 得 ta Va 四 
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2a — hi 0， 7 
可 得 ”hh 圭一 . 
x 之 0， 2 


于 是 在 is。 时 ，z 有 解 ， 从 而 zx 能 用 圆规 直 尺 作出 ， 进 而 


人 4BC 可 用 圆规 直 尺 作出 . 
11.48 设 S 是 人 ABC 的 AB 边 上 的 一 点 ， 工 是 BC 边 上 的 一 点 ， 
AS 1 BT 2 CU 
一 点 和 mr 全 二 一 人 ~ 
U 是 CA 边 土 的 一 点 ， 使 得 下 列 式 子 成 立 : SB 2° TC 3 UA 
=- 工 ， 假定 S$、T、U 是 已 知 给 定 的 点 ， 求 作 人 ABC， 


(前 联邦 德国 数学 奥林匹克 ，1986 年 ) 
[ 解 ] ”给 出 入 ABC 如 下 作法 : 
(1) 连接 TU， 延 长 TU 到 PP， 使 得 





PU_1 lL 

UT 3 内 
(2) 连接 TS， 延 长 TS 到 RR， 使 得 

FoS_1 

ST 2) R 


(3) 取 线 段 PR 的 中 点 A， 连 接 AU， 延 
长 AU 到 C， 使 得 


AU_1 
UC 3° 
(4) 连 AAS， 延长 AS 与 CT 的 延长 线 交 于 B. 
则 会 ABC 即 为 所 求 . 
下 面 我 们 证 明 公 ABC 为 所 求 . 
IU _ AU _ 1 . 
DT UC™3 ~ 人 PAUDA TCU, 
CT _3 
于 年 了 AT 由 
AS_RS_1 1B_2 
CTV PA SS 了， 有 AR 1 
即 -去 
PA 1 人 
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得 BT_2 
由 中 、 人 名 可 得 Te 二 了 本: 
所 以 人 ABC 即 为 所 求 . 
11.49 求 作 人 和信 ABC, 使 AC=8，4B=c，AMB =w， 这 里 


M 是 BC 的 中 点 ， 并 且 w< 90*.， 并 证 明 当 且 仅 当 big ”Se<b 时 ， 


本 题 有 解 ， 又 在 什么 情况 下 等 号 成 立 ? 
(第 3 届 国 际 数学 奥林匹克 ，1961 年 ) 
[ 解 ] ”假定 和 ABC 已 作出 ， 并 满足 题 设 
条 件 . 
由 一 AMB=w<90" 可 得 
/AMC=180°- w>90°. 
过 M 作 MN/AB 交 AC 于 N, 则 MN 是 





1 
人 ABC 的 中 位 线 ， 人 = 了 


在 全 AMC 中 ,由 于 AC= 六， NM=， AMC=180" - 。 为 已 


知 ， 所 以 人 AMC 可 作 ， 从 而 人 ABC 可 作 . 

[作法 ] z 
(1) 作 AC = 5， 在 线段 AC 上 作 圆 周 角 等 于 180° - w 的 号 形 弧 
ARC 


(2) 取 AC 的 中 点 N， 以 N 为 圆心 ， 以 二 为 半径 作 弧 与 弓形 弧 


AkC 交 于 Mi; 
(3) 连 CM， 延 长 CM 到 B, 使 BM = CM ; 
(4) 连 AB. 
则 全 ABC 即 为 所 求 . 
证 明 略 . 
[讨论 ] ”我 们 证 明 : 当 且 仅 当 btg Sc<b 时 , 本 题 有 解 . 


车 本 题 有 解 ， 则 BC 的 中 点 M 必定 在 弓形 弧 AMC 上 , 且 NM = 
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设 弓 形 弧 AAC 的 圆心 为 DO， 半径 为 尺 ， 对 


称 轴 为 OH.， 如 图 . 
于 是 ， 要 使 M 存在 ， 必 须 
OM<ZON+NM. RAON+. ©® 


2 
又 ON= OH- NH=R- NCtgACH. 





bp w 
即 ON=R 7 tg 


代入 @@ 式 得 RER- tg + 


即 btg 7 <e. 


又 因为 在 全 ACM 和 公 ABM 中 ，AM= AM, CM = BM ， 
ANMB= wx<90 <180 -w= / AMC. 
AB<AC, 即 c<b. 


于 是 可 得 本 题 有 解 的 必要 条 件 是 btg 也 c<b 

下 面 证 明 big 人 c<6 是 人 ABC 可 以 作出 的 充分 条 件 ， 
事实 上 ,由 c<8 可 得 AN= 了 > 二， 

即 A 在 以 N 为 圆心 ,3 为 半径 的 圆 N 外 





又 由 big 名 <c 可 知 NH= 了 也 也 过 全、 即 采 点 不 在 加 外 . 


当 big 字 <c 时 ，NH< 坟 ,此 时 韭 点 在 圆 N 内 ,这 时 AkC 上 有 
一 点 A 在 圆 N 外 ， 又 有 一 点 日 在 贺 N 内 ， 所 以 ARC 与 圆 N 必定 相 
交 ， 从 而 M 点 可 作 ， 进 而 全 ABC 可 作 . 因为 这 时 AkC 与 圆 N 有 两 个 
交点 ， 所 以 本 题 有 两 解 . 


当 btg 字 =c 时 ，NH= 记 ，AkC 与 团 N 只 有 一 个 公共 点 万 ,此 
时 M 与 日 重合 ， 由 此 可 得 人 ABC 为 直角 三 角形 . 


综 上 所 述 : 
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当 且 仅 当 btg <c<b 时 ， 本 题 有 两 解 ; 


当 且 仅 当 btg =c<5 时， 本 题 仅 有 一 解 ， 且 全 ABC 为 以 A 为 
直角 的 直角 三 角形 . 
z 11'50 已 知 ; 公 DEF 为 人 ABC 的 内 接 相 似 三 角形 ,其 中 D、E、F 

分 别 在 BC、CA 、A4B 边 上 ,和 且 D= 人 AB, 人 人 E= 人 C.(1) 作 出 人 ABC 
的 一 个 内 接 相 似 入 DEF;(2) 求 证 这 个 构图 中 存在 这 样 一 点 O, 绕 着 点 
O 把 全 DEF 旋转 一 个 适当 角度 到 全 DEF' ,这 时 点 F、.D’、E 便 分 别 
在 射线 OA .OB、OC 上 , 且 FD’/AB,D'E’/ BC,EF’/ CA. 

(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1) 在 4B、4C 上 取 点 天 .天 ,再 
取 点 D', 使 
LDFE=/A, ADEF=/LC, 

连接 AD ,并 延长 交 BC 于 ,过 点 品 分 
别 作 D'F'、D'E' 的 平行 线 , 交 AB、AC 于 下 、 
FE. 于 是 

AF’” AD’ AEFE 

AF AD AE’ 

从 而 有 EF/A/EF. 即 有 个 DEFOADEF 
而 显然 有 全 DEF'WA ABC. 

则 全 DEF 是 入 ABC 的 一 个 内 接 相似 三 角形 . 
(2) 从 (2) 可知 EDF=B< 一 B+ 一 C. 

”所 以 ,全 BDF 与 ACDFE 的 外 接 圆 不 相 切 于 刀 , 从 而 这 两 圆 还 有 一 
个 异 于 DD 的 交点 ,我 们 证 明 , 这 个 交点 就 是 题目 中 要 求 的 点 O. 如 图 ， 
由 于 

/FAE+/ FOE 
= /ABAC+360°— /FOD- /EOD 
= LABAC+(180° - /FOD) 

+ (180° — A EOD) 
=ABAC+/AABC+ /ACB=180°, 
于 是 点 O 也 在 公 AEF 的 外 接 圆 上 . 
因此 OFE= OAE. 
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同 理 人 OED= 人 OCD, /ODF= /OBF. 

又 ADFE= /BAC, LDEF= /ACB, LEDF= /ABC, 

从 而 了 OFD= 人 OAB, 人 OEF= /OCA,， /ODE= /OBC. 

由 此 全 OFEWA OAC, 信 OEDWA OCB, 人 ODFWHA OBA. 

记 a= FOA ,将 人 DEF 绕 点 O 顺 时 针 旋 转角 w 到 人 DE'F， 
则 点 下 在 射线 O4 上 ,点 ED 分 别 在 射线 OC、OB 上 ,并 是 有 FD" 
/AB, OF’/ BC, EF’/ CA. 

11:51 已 知 :点 A、M、M 及 有 理 数 4(4 关 -1), 试 作 公 ABC ,使 
M 在 BC 上 ,Mi 在 BiC! 上 ,这 里 Bj.Cl 是 B.C 在 边 AC、AB 上 的 垂 

BM BIMi 
丰 ,并且 MC MC, 4 
(第 31 负 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 假设 入 ABC 已 作出 . 设 玉 .FF 分 
别 为 M 在 AB、AC 上 的 射影 . 

Ei .Fi 分 别 为 下 在 AC 上 ,FF 在 AB 上 
的 射影 . 

由 于 EM/CC,,， 所 以 Me -BC 

设 EE 与 ByCl 交 于 M ,由 于 EM 
/BB1， 则 

BM BE_ BM 
MC EC MiC, 
于 是 M 与 M 重合 . 

同 理 可 证 FF 与 BC 交 于 Mi. 

在 全 AEF 内 ,高 FE FF 相交 于 AM ,所 以 AM | EF. 

易 知 MFMIE 是 平行 四 边 形 ,所 以 MM 与 EF 的 交点 O 平分 

MMi. 因 而 O 点 可 作出 ,从 而 和 全 ABC 可 作出 . 

由 以 下 可 得 出 下 面 的 作法 ; 

(1) 以 AM 为 直径 作 贺 ; 

(2) 过 MM 的 中 点 O 作 AMI 的 垂 线 交 圆 于 下、 

(3) 作 直线 AE 、AF. 
(4) 过 M 作 MP/ AF 交 AE 于 P. 
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a 言 忆 


BP BM 

(5) 由 pA ”= MC 二 和 作出 点 B. 

(6) 直 线 AF 交 BM 于 C. 

则 全 ABC 即 为 所 求 . 

11.52 已 知 :等 边 和 4BC , 求 作 它 的 外 接 等 边 三 角形 且 使 面积 最 
大 . 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 

[ 解 ] 如 果 经 过 A、B、C 三 点 ,分 别 作 三 直线 DF、FE 、ED 使 与 

全 ABC 的 三 边 成 相等 的 角 , 即 
LDAC= /FBA= /ECB. 

则 和信 DAC 人 之 人 FBA 富 人 ECB. 

因此 可 得 DF = FE = ED, 则 公 DFE 为 等 边 三 角形 . 

但 人 DEF = 人 ABC+ADAC+AFBA+AECB 


= 从 ABC+3 人 DAC. 
p 欲 使 全 DEF 的 面积 为 最 大 , 必须 使 全 DA4C 
R 4 p 的 面积 为 最 大 , 现 AC 为 定 长 , ADC 为 定 角 且 
等 于 60", 则 万 在 以 AC 为 弦 , 圆 周 角 为 60" 的 一 
人 个 在 全 ABC 外 侧 的 弓形 弧 上 ,显然 若 D 在 AC 的 


中 点 己 的 位 置 上 , 它 到 AC 的 距离 为 最 大 . 亦 即 
0 “以 4C 为 底 ,项 点 在 4C 上 的 三 角形 中 以 APAC 
的 面积 为 最 大 ,但 此 时 一 PAC 等 于 60', 故 AP 平 
行 于 BC. 因此 得 到 下 面 作 法 . 
[作法 ] 过 等 边 人 ABC 各 顶 A、B、C 分 别 作 平行 于 对 边 的 直线 ， 
两 两 相交 于 P、Q、R. 则 全 PQR 即 为 所 求 三 角形 . 
11:53 已 知 :两 个 锐角 三 角形 人 AoBoCo 与 人 ABCI, 求 作 一 个 
全 ABC ,使 人 ABCOHAAIBICI(A 与 A1,B 与 B1,C 与 CI 分 别 为 对 应 
顶点 ), 全 ABC 外 接 于 人 AoBoCo(Co 在 AB 上 ,Bo 在 AC 上 上 ,Ao 在 BC 
上 ), 并 且 全 ABC 是 满足 上 述 条 件 的 三 角形 中 面积 最 大 的 一 个 . 
(第 9 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[ 解 】 假设 入 ABC 已 作出 , 且 满 足 条 件 . 
则 全 ABC 外 接 于 入 4oBoCo， 且 全 ABCopAAIBICI， 
即 一 A=A4i， LB=LBI, LC=LO. 
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这 样 ,点 A 必 在 以 BoCo 为 弦 ， 
所 含 圆周 角 等 于 4 的 弓形 弧 
BonGb 上 ,点 C 必 在 以 AoBo 为 弦 ， 
所 含 圆周 角 等 于 人 Ci 的 弓形 弧 


AompBo 上 . 
这 时 ,过 Bo 任意 作 一 直线 与 


弓形 弧 BonGs, AomBo 交 于 A.C 点 , 连 CA 并 延长 , 连 ACo 并 延长 ， 
两 延长 线 相交 于 有 ,得 到 入 ABC 

这 样 得 到 的 人 ABC 满足 了 题 设 的 两 个 条 件 , 即 人 4BC 外 接 于 
全 40oBoCo 以 及 人 ABCOAAIBIC. 

下 面 的 问题 是 ,如 何 使 作出 的 人 ABC 是 面积 最 大 的 一 个 . 

从 上 面 的 作法 可 以 看 出 ,这 取决 于 过 Bo 所 作 直 线 AC 的 位 





萤 ， 
因为 上 面 所 作出 的 人 ABC 都 是 相似 的 ,所 以 只 要 作出 的 AC 边 最 
长 就 可 以 了 . . : z 
过 BonCo 的 圆心 O01 作 OH LAC, 垂 足 为 Hi, 过 局 的 圆心 
O; 作 O3H3 上 AC, 垂 足 为 本, 则 有 
BoC=2BoH3, BoA =2B0oH,. 
AC=2(BoH;+ BoH))=2H,H;. 
为 使 AC 最 大 ,就 需 使 HiH; 最 大 ,显然 当 HIH3/ O10; 时 ， 
Hi Hs 最 大 ,此 时 HiH3= O10O3. 
[作法 ] (1) 在 全 AoBoGo 的 外 部 ,分 别 作 以 BoCo 为 纺 , 所 含 圆 周 
角 等 于 人 Ai 的 弓形 弧 BonCo 和 以 AoBo 为 弦 , 所 含 贺 周 角 等 于 到 C， 


的 弓形 外 AomBo ,并 说 这 两 个 弧 的 圆心 为 O 和 O;. 


(2) 连 O103, 过 Bo 作 AC/ O103, 与 弓形 弧 BonCGo、AomBo 分别 
交 于 点 A、C. 

(3) 连 结 CAo 、ACo, 并 延长 相交 于 点 B. 

则 全 ABC 即 为 所 求 作 的 三 角形 . 

证 明 略 . 
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11.54 “已 知 :三 点 , 求 作 三 角形 使 这 三 点 是 该 三 角形 的 三 个 旁 心 ， 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 假设 入 ABC 为 所 求 作 的 三 角 
8 ， 形 , 它 的 三 个 旁 心 为 A1 .B11、C1, 如 图 . 
Ai 是 劳 心 ， …， 1= 一 2. 
又 ”Bi、Ci 是 旁 心 ， 
A3= 4 均 为 人 BAC 的 邻 补 角 


统计 己 





的 一 半 ， 


41 


AAIACI= /1+ /3=90°". 
即 Ci、A、Bi 共 线 , 且 AA1 BiC1. 
其 他 同 理 可 证 . 
为 此 ,可 得 到 下 面 的 作法 : 
作 AiALBiCl 于 A; 作 B1B1LAiC1 于 B; 作 CiC|Ai1B1 于 C. 
连 AB、BC、CA , 则 公 ABC 即 为 所 求 . 
11*55 已 知人 ABC 的 垂 心 关 于 其 三 边 的 对 称 点 分 别 是 、 H;、 
五; , 试 根据 这 三 点 作出 和 个 ABC . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,'… 互 DC 下 四 点 共 圆 ， 
~ACB=BHBI=BHIA 
故 A、B、HI、C 四 点 共 圆 ， 
同 理 可 证 : : 万 .Hi 均 在 ABC 的 外 接 圆 上 . 
又 AH;= 180° - -BC, 
且 AH, = 180" - BC， 
AH;= AH,, 





即 ”A 是 百 ; 下 ;的 中 点 . 
同 理 可 证 了 3 是 百 , 瑟 ; 的 中 点 ,C 是 ,本 :的 中 点 ， 
据 此 分 析 不 难 作 出 入 ABC 
11'56 试 根据 个 ABC 的 高 AM 和 BN 的 垂 足 M 和 NN, 及 边 AB 
所 在 的 直线 , 求 作 公 ABC. 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 
[ 解 ] 设 AB 所 在 的 直线 为 7. 
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作 MN 的 垂直 平分 线 与 ! 交 于 〇 ， 
作 @O( 半 径 为 ON) 与 /分 别 交 于 A、B， 设 
AN .BM 的 交点 为 C. 如 图 . 
” 则 会 ABC 即 为 所 求 . 
11.57 .已 知 :一 条 直线 和 两 点 , 求 作 三 角 
形 ,使 它 的 一 边 在 这 条 直线 上 ,两 点 是 这 个 三 角 
形 的 内 心 和 一 个 旁 心 . 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[ 解 ] 已 知 一 条 直线 ! 和 两 
点 卫 、Q. 

作 @P 与 @Q 使 它们 都 与 / 








第 
相 切 , 且 1 为 两 圆 的 外 公 切 线 . + 
再 作 昌 P.OQ 的 另 一 条 外 公 作 一 
切线 1 及 一 条 内 公 切 线 1. 问 
设 i il 的 交点 分 别 为 是 
A.B.C. 
则 会 ABC 即 为 所 求 . 


11*58 已 知 :三 角形 的 底 边 、 顶 角 和 内 切 圆 半径 , 求 作 此 三 角形 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 顶 角 为 a, 底 边 长 为 a, 内 切 圆 半径 为 x. 
作 顶 角 人 人 A= 4a， 
作 忆 OO( 半 径 vr) 与 人 A 的 两 边 
相 切 于 K.、L. 
在 AK 的 延长 线 上 截取 
KM = a， 
作 MO AM 与 AO 交 于 Oi 
点 . 
作 所 OO1( 半 和 O1M). 
再 作 O、© OI 的 内 公 切 线 分 别 交 两 圆 的 外 公 切 线 于 B、C. 如 图 . 
则 全 ABC 即 合 所 求 . 
11.59 ” 作 直 角 三 角形 ， 已 知 其 内 切 圆 半 径 及 斜 边 上 的 高 产 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1946 年) 
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[ 解 】 假设 这 样 的 Rt 和 ABC 
已 作 好 ,一 ACB =90" ,OO 切 三 边 
于 EN、P,CD 是 高 .如 图 . 
作 OK_LCD 于 K,， 
CK=CD- DK=h-r. 
又 CO= vOP2 +CP2=V27， 
Rt 全 OKC 可 作 , 因而 
人 ABC 可 作 . 
为 此 可 得 到 下 面 的 作法 , 作 一 ELCM=90" 
作 @O(r) 使 其 切 LC 于 N, MC 于 P 
由 CO=V2r,CK ==h:r 作 Rt 全 OKC, 在 CK 的 延长 线 上 截取 
KD=r. 
过 吃 作 CD 的 垂直 线 分 别 交 人 LCM 的 两 边 于 A、B. 
则 全 ACB 即 为 所 求 . 
11'60 给 定 一 圆 和 圆 内 两 点 已 和 Q. 在 圆 内 作 一 个 内 接 直 角 三 
角形 使 它 的 两 条 直角 边 分 别 经 过 点 PP 和 Q. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 


a 





[ 解 ] 设 给 定 圆 为 @O. 
以 PQ 为 直径 作 圆 Oi, 设 与 @O 相交 于 R. 
则 R 即 为 所 求 直 角 三 角形 的 直角 顶 . 
(1) 当 @0O1 与 @O 内 含 时 无 解 ; 
(2) 当 @ Oi 与 QO 内 切 时 一 解 ; 
(3) 当 Oi 与 OO 相交 时 两 解 . 
11'61 已 知 : 自 三 角形 的 同一 顶点 引出 的 中 线 . 角 平 分 线 .高 同 该 
三 角形 外 接 圆 的 交点 , 试 作出 这 个 三 角形 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 
[ 解 ] 设 中 线 、. 角 平分 线 .高 同 该 三 角形 的 
外 接 圆 的 交点 分 别 为 下 、G .五 . 
则 该 外 接 图 @O(r) 可 确定 .如 图 . 
连 OG , 作 HA// OG 与 @O 交 于 4. 
连 AF 与 OG 交 于 M, 过 M 点 作 OM 的 垂 线 
与 QO 分别 交 于 B、C. 
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则 全 ABC 即 为 所 求 . 

11.62 已 知 :三 角形 的 一 条 高 和 引 自 同一 顶点 的 中 线 , 以 及 三 角 
形 的 外 接 圆 半径 , 试 作出 该 三 角形 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 

[ 解 ] 作 RtAAMD ,使 AD= hh,AM = m,， 

过 M 点 作 ME | MD， 

作曲 A( 半 径 7) 交 ME 于 O 点 ， 

再 作 O( 半 径 7) 与 MD 的 延长 线 分 别 交 于 
B.C, 连 AB、AC. 如 图 . 

则 ”全 ABC 即 为 所 求 . 

11"63 在 一 个 已 知 锐角 内 有 一 个 圆 .两 个 项 
点 在 角 的 两 边 上 ,第 三 个 顶点 在 圆 上 的 所 有 三 角形 中 , 找 一 个 周 长 最 短 
的 三 角形 . 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 

，[ 解 ] 设 M 是 加 上 某 点 ,Mi 和 Ms， 

是 点 M 关于 已 知 角 的 两 边 SL1 和 SL; 的 
对 称 点 . 

MiM; 与 SL! 和 SL; 分 别 交 于 Ni、 
和 ,如 图 . 

(1) 当 一 个 顶点 与 M 重合 ,其 他 两 项“ 
点 在 角 的 两 边 上 的 一 切 三 角形 中 ， 
入 MNIN: 的 周 长 最 小 , 这 个 周 长 等 于 
MM 的 长 . 

(2) 因 为 ”一 MISM2 =2 一 LSL，， 

则 MiM2 是 两 腰 为 SM = SM = SM 的 等 腰 和 人 A MiSM,， 的 底 边 . 

故 当 SM 最 小 , 即 当 点 M 最 接近 S 时 MiM 最 小 . 即 M 是 @O 
与 SO 的 交点 . 

为 此 ,得 到 下 面 的 作法 : 

连 SO 与 @O 交 于 M 点 ， 

作 M 关于 SLi 的 对 称 点 Mi ,M 关于 SL, 的 对 称 点 M2 

设 MiM 分 别 与 SLSL; 交 于 点 NI 、N，. 
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则 ”会 MNIN, 即 为 所 求 之 三 角形 , 即 它 的 周 长 最 小 . 

11*64 已 知 : 边 4B ,内 切 圆 半径 > 以 及 边 AB 边 CA 及 CB 的 延 
长 线 相 切 的 旁 切 圆 的 半径 x,, 求 作 公 ABC. 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1900 年 ) 

[ 解 ] 设 DD 是 个 ABC 的 内 切 圆 上 
和 和 边 BC 相 切 的 切 点 ,D' 是 旁 切 圆 & 和 边 
BC 的 延长 线 相 切 的 切 点 . 

设 AB=c,BC=4a,CA=5, 则 由 切 
线 长 定理 得 
CQ 二 Dr QT+DO+c 

-2 0 2 

rn rn_2+o+c_ atbhb-ec_ 
于 是 _DD'=CD' -CD= 5 ; 
过 OO 作 OP1LO'D', 垂 足 为 P, 则 O00’ 宇 r.+r， 
又 O00’= VOP+OP= Vet+(r -rr), 


即 〈r+r)z<c2+(r -rr)2， 


这 忆 





CD 


©C. 


2 
于 是 rr 


于 是 当 已 知 条 件 满足 rs<< 和 时 ,可 获得 如 下 作法 : 

(1) 取 长 为 c 的 线段 DD', 过 DD 作 DD' 的 垂 线 , 截 OD = ,过 D' 作 
DD 的 季 线 截 OD= ,有 O 和 0O “在 直线 DD 的 同 侧 : 

(2) 分 别 以 O 及 OO 为 圆心 ;以 + 及 x. 为 半径 作 圆 & 及 加 、 

(3) 延 长 OO 与 直线 DD“ 交 于 点 C; 

(4) 作 图 及 圆 & 的 内 公 切 线 , 过 < 作 圆 & 和 圆 & 的 另 一 条 外 公 切 
线 (DD' 是 其 中 一 条 ), 则 内 公 切 线 与 两 条 外 公 切 线 交 于 A 点 和 B 点 . 

则 ” 公 ABC 为 所 求 . 

11*65 已 知 :全 ABC 的 边 BC = c ,外 接 圆 的 半径 R(2R >a) 及 差 
1 


1 、 
一斑 , 这 里 c 三 AB,b= AC. 求 作 人 入 ABC. 


(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 作 以 R 为 半径 的 圆 , 并 截 弦 BC =4a, 则 角 A 可 以 确定 (BC 
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所 对 的 圆周 角 ). 
、 1 1 1 1 2R 
一 一 一 一 | 一 ihe 
设 C b 1 sinC sinB Li 
BB (sinB -sinC)=2RsinBsinC, 
B-C B+C 
2 “~ 2 
一 B+C 
21sin B-—C 7 C .oos pn 
记 z=sint C 则 2lzsin SY = R(1-2x2+ co0sA), 
解 关于 z 的 方程 
2kxr* +21rsinA — R— ReosA =0. 


A 
sin 3 ( Vl*+4R’—1) 








= RLeos(B- C)—cos(B+C),], 





27sin 





C 
=R (1-2sin? = roosA ). 





得 工 = 7R 


于 是 召 - C 可 确定 ,又 B+C 可 确定 ,因而 B.C 可 确定 ,人 ABC 
可 作出 . 

11.66 给 定 一 个 圆 和 贺 内 的 点 P 和 QQ, 求 作 内 接 于 这 个 阅 的 直 
角 三 角形 ,使 它 的 一 个 直角 边 通过 点 P, 另 一 个 直角 边 通 过 点 Q, 点 PP 
和 Q 在 什么 位 置 时 ,本 题 无 解 ? 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1894 年 ) 

[ 解 】 对 线段 PQ 所 张 的 角 为 直角 的 点 的 轨迹 是 以 PQ 为 直径 所 
作 的 圆 天 , 圆 天 和 已 知 圆 反 的 交点 为 4 ,在 圆 开 内 作 过 AP 的 弦 4B 
和 过 A.、Q 的 弦 4AC, 则 入 ABC 即 为 所 求 . 

为 了 使 得 直角 边 本 身 而 不 是 它们 的 延长 线 通 
过 点 PP 和 Q, 因 此 P 和 Q 应 该 在 已 知 圆 K 内 . 

如 果 点 PP 和 QQ 在 已 知 圆 K 内 , 则 圆 kK 与 圆 
天 -有 几 个 交点 ,本 题 就 有 几 个 解 : 

设 r 是 贺 K 的 半径 ,a 是 圆 KK 的 圆心 到 线 
段 PQ 的 中 点 的 距离 , 则 


(1) 如 果子 PQ>7 -dd, 则 有 两 个 解 ; 
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e 言 忆 





(2) 如 果 地 PQ= ,一 4, 则 只 有 一 解 ，; 


(3) 如 果 二 PQ< 一 d, 则 无 解 
11.67 在 已 知 圆 内 求 作 内 接 等 腰 三 角形 ,使 这 等 腰 三 角形 的 底 与 
其 底 上 的 高 的 和 为 极 大 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[ 解 1] 令 公 ABC 为 圆 内 接 等 腰 三 角形 ,( 图 
1) 则 高 AD 必 过 圆心 O. 延 长 AD 至 已 ,使 DE = 
BC, 则 4F 为 底 与 底 上 的 高 的 和 . 
连 EC, 有 DC:DE=1:2,， 
EC 的 方向 确定 . 
在 与 EC 平行 的 各 直线 中 ,能 使 AE 的 长 为 最 
/7 大 , 且 与 网 有 公共 点 的 为 圆 O 的 切线 . 
1 下 面 作出 这 个 等 腰 三 角形 . 
作 圆 内 接 等 腰 人 ABC ,并 作 高 AOD .延长 AD 至 
EE 使 DE = BC, 连 EC 并 延长 之 ,使 交 圆 于 另 一 点 下. 
作 OG | FF ,并 延长 之 使 交 圆 于 蝇 , 连 AH. 并 
在 贺 上 截取 AT 使 A1 = AH, 连 IH. 
则 会 AIH 为 所 求 作 的 三 角形 .下 面 给 予 证 明 : 
+ AH=Al, .. A 人 AIF 态 是 图 内 接 等 腰 二 三 角形 . 
由 作法 知 AB = AC，Aj = AH， 故 IH/ BC, 
因此 AD | IH, 则 AL 是 HH 上 的 高 . 
作 HK LOR, 则 HK 切 贺 O 于 H, 且 HK/ CE， 
z LH:LK=1:2, 
. LK=IH. 有 AK=ALt IH. 
HK 是 同方 向 各 线 中 截 直线 AOK 所 成 线 
段 4K 是 最 大 可 能 的 一 条 直线 . 
全 AIH 是 能 使 底 与 高 的 和 为 极 大 的 
圆 内 接 等 腰 三 角形 . 
[ 解 2] 令 一 个 圆 内 接 等 腰 和 ABC ,高 是 
图 2 AE, 则 AE 过 圆心 O. (图 2) 





WE 池上 电 吉 一 一 
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图 1 
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令 人 OCE =a, 则 OE = rsina, EC= reosa. 
BC+ AFE =2rcosa + (r+ rsina) 


=r+r(sina + 2cosa ) 


1 2 
一 "+5r (Fsine + 于 case | 


V5 V5 
一 上 +VSr(sinacos 凶 + cosasing ) 
= 一 广 +VSrsin(a + $). (这 里 $= arctg2) 
当 a+ 多 =90°, 即 a=90° 一 上 时 ,sin(a +$)=1 为 最 大 , 即 底 和 底 
边 上 的 高 有 极 大 值 r(1 +v5). : 
这 时 tga=tg(90"-$)=ctg$= 二 
为 此 ,得 到 下 面 的 作法 : 
在 直径 AOG 上 , 取 任 意 长 OE , 作 EF | OFE， 
且 令 EF=20E, 连 OF 交 贺 于 万 , 连 AH, 并 在 圆 上 截取 AI 使 AI 
= 4 , 连 理 , 则 全 AIF 为 所 求 的 三 角形 . 
[ 解 3] 令 底 边 为 2x,( 图 3) 则 高 为 -+ Vr? x?. 
令 底 与 高 的 和 为 y, 则 y=2x+r+ Vr-x?, 而 r 为 定 值 ,要 令 y 
为 极 大 ,只 要 2x + Vr? 为 极 大 . 
令 yi=2r+ Vr?-xr, 
有 y1—27r= Vri-z, 
印 yi -4yfr+4x := rx?, 
故 5x2 一 4y1rx+ yf 一 + 二 0， 
2y1 + V 4y1 — 5( yf — 7’) 
5 图 3 
2yt V5ri— yf 
ss 
要 z 有 实 值 , 则 5r* -yf 关 0, 即 (YS5r+ yi)(Y5r ~ yi) 宕 0， 
一 5r 生 yiY5r, 即 y1 的 极 大 值 为 V5r. 


因此 y 的 极 大 值 为 >+ =-+ySr. 


2y1 2 Ysr 
省 | 一 一 一 -一 
则 六 5 tk 
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本 到 访 





总 


都 是 有 理 数 ， 


用 代数 作 图 法 ,可 选 求 出 2x =4 入，, 再 作出 所 求 的 三 角形 ， 
11.68 求 一 个 直角 三 角形 , 它 的 边 长 都 是 整数 ,并 且 它 的 每 个 角 
都 可 以 用 圆规 和 直 尺 将 它 三 等 分 ， 
(美国 纽约 数学 奥 林 匹 元 ,1976 年 ) 


[ 解 】 取 角 a, 使 得 6a<90", 且 tge 是 有 理 数 (例如 适合 tge = 二 


的 锐角 a), 则 
2tga tg2a + tga 


1- tea 0] ~ tg2atga 








oa = nae 
1+tg a 1+ tga 
sba lg 30 in62 = 2tg a 


3» n . 
1+tg’3a ~ 1 + tg 3a 


因此 , 当 直 角 公 A1B1Ci 适合 

LC=90°, AA=6a, A1BI=1, AiCl= cosba, BiC]= sin6a. 
时 ,各 边 长 都 是 有 理 数 . 

因此 ,一 定 存在 一 个 边 长 都 是 整数 的 人 ABC 与 人 A1Bi1Ci 相似 . 


(例如 , 当 tga = 二 时 ， 从 ABC 的 边 长 为 AB = 4913, AC = 495， 
BC = 4888). 

另 一 方面 ,适合 

LC=90°, LAs=2a. AsB;y=1, AsCs = cos2a, ByC,= sin2a 
的 三 角形 的 各 边 长 也 都 是 有 理 数 ,因此 可 以 借助 俩 规 和 直 尺 作出 角 2a 


= 地 人 4, 即 将 人 ABC 中 的 一 A 三 等 分 . 


同时 等 于 30'= 二 2C 的 角 同样 可 以 作出 ,而 方 和 B= 地 (人 C- 
AA)=30°~2a. 


所 以 AAABC 的 每 一 个 角 都 可 以 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 . 
因此 全 ABC 满足 所 需 的 条 件 . 
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(四 ) 求 作 多 边 形 . 圆 及 其 他 


11.69 ” 试 求 作 一 个 正方 形 ,使 它 的 三 个 顶点 分 别 位 于 三 条 已 知 的 
平行 直线 上 . 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 

[ 解 ] 设 三 条 直线 a /5/c, 如 图 . 

在 a 上 任 取 一 点 A, 作 AG4c 于 G. a 

设 AG = nm 作 昌 A(m) 交 a 于 日 , 则 ec 。 
旋转 至 c. 

设 c 与 5 交 于 B 点 , 设 AB=nm. b 

作 A(n) 交 c 于 C 点 . 

则 A 、B、C 为 满足 所 求 作 一 个 正方 形 的 三 个 顶点 . 

11'70 给 定 在 一 直线 上 的 四 个 点 A、B、C、D, 求 作 一 个 正方 形 ， 
使 得 正方 形 的 一 组 对 边 的 延长 线 和 这 直线 相交 于 点 A 和 B, 而 另 一 组 
对 边 的 延长 线 和 这 直线 相交 于 C 和 DD. 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1898 年 ) 

[ 解 ] 假设 PQRS 是 满足 题目 要 
求 的 正方 形 ， 

过 B 作 BB 1AB 交 直线 AS 于 
Bi, 作 BL AS 于 工 , 过 C 作 CN DS 
交 DS 于 N. 

则 BL= PQ= QR= CN, 

又 ”AD=ABIB， 

则 会 BLB| 宇 人 CND. 于 是 BB = CD. 

由 以 上 可 得 作法 如 下 : 

(1) 过 B 作 BB APB; 

(2) 截 取 BB = CD; 

(3) 作 直线 AB'; 

(4) 过 C 作 CP」ABl 于 P, 过 DD 作 DS| AB, 于 S;. 

(5) 过 B 作 BR// ABi, 交 CP 于 Q, 交 DS 于 R; 

则 ”四边形 PQRS 为 所 求 的 正方 形 . 
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容易 证 明正 方形 PQRS 符合 要 求 
由 于 由 点 B 可 以 向 直线 AD 两 侧 作 垂 线 ,因此 可 以 得 到 关于 A、 
A B.C.D 所 在 直线 对 称 的 两 个 正方 形 
x 11.71 在 已 知 半 贺 内 作 一 个 周 长 最 大 的 矩形 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 假设 ABCD 是 半圆 @O(r) 中 所 要 


/ 求 的 内 接 矩 形 ,如 图 . 
设 了 00B = wu , 则 第 形 ABCD 的 周 长 p 为 
p=4rcosat+2rsina 


A 0 B 


=257 (a COSa 十 sina | 
V5 V5 
=2 V5rcos(a — o), 
这 里 cosp = 之， sing=. 
V5 V5 
、 _ i 
当 a-wp=0， 靶 cosa = cosp = 时， 


pmax =2 YIrecos0 =2Y5r. 
11*72 在 已 知 半圆 中 作 一 个 面积 最 大 的 内 接 答 形 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[ 解 】 假设 ABCD 是 所 求 的 半圆 中 的 内 接 和 矩形 .如 图 ， 
设 半圆 的 圆心 为 O ,半径 为 r>,OB = 工 , 则 


D C 
Vr:-x’= BC, 
/ SABH = AB' BC=2xr Vr -x? 


A 0 B 2 r2 v2 
了 2_ 
“AN 4 (2 >) 
Y[ 2 1 2 YL _Y2 WA 
当 zx 一 =0， 即 当 0B=— 7 时 矩形 面积 有 最 大 值 
今 和 矩形 4BCD 二 六. 


11'73 以 直角 三 角形 的 每 一 条 边 为 边 各 朝 外 作 一 个 正方 形 , 然 后 
再 作 所 得 图 形 (俗称 * 毕 达 哥 拉 斯 短裤 ”) 的 外 接 图 ,试问 ,对 于 怎样 的 直 
角 三 角形 ,才能 作出 这 种 外 接 圆 ? 
(第 30 居 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年) 
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[ 解 ] 该 三 角形 应 为 等 腰 直 角 三 角 

(1) 必 要 条 件 . 假若 在 Rt 和 全 ABC 的 
各 边 上 向 外 作 正 方形 ,如 果 所 得 图 形 有 
外 接 圆 @O( 如 图 ) 

则 MN .ED .FG 的 垂直 平分 线 必 交 
于 AB 边 的 中 点 O ,圆心 为 O 点 . 





设 DF 的 中 点 为 O , 则 OO 是 等 腰 E D 
梯形 ABDF 的 中 位 线 ， 
又 OD=OF, .. OO PDF 


故 ”ABDF 是 矩形 ,从 而 BD 人 AF 知 AC= BC 
因此 必要 条 件 是 入 ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 . 
(2) 充 分 条 件 .下 面 证 明 , AC = BC 是 MN、.G、F.DE 六 点 共 圆 
的 充分 条 全 

LOCD= LOCF=90°+45°=135°, 

OC= OC, CD= BC= AC= CF, 
“. AOCDLAOFC, OD= OF. 
故 ED、F.G 在 ©@O 上 ,如 图 . 
设 AC= BC=a，,， 则 AB=V2a， 

V2 


O10= 0A= a, 


OIN= AG= 4Q, 
OOIN= /OAG = 135°.. 
人 OOIN 守 人 OAG, ON = OG, 
训 MN 也 在 OO 上. 
11*74 给 定 不 在 同一 直线 上 的 三 个 点 ， 坛 过 其 中 每 两 个 点 作 一 
个 圆 ,使 得 三 个 圆 在 它们 彼此 间 的 各 个 交点 处 都 具有 互相 垂直 的 切 
线 . 





(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1937 年 ) 
[ 解 ] 设 不 在 同一 直线 上 的 三 个 点 为 A、B.、C. 
设 公 ABC 三 边 的 垂直 平分 线 分 别 为 中 U3, 外 心 为 O. 
连 OA .OB 、OC， 
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作 4AD1O4 交 1,; 于 0O;, 作 BE LOB 交 lL 于 Oi1, 作 CF LOC 交 
i> 于 O 〇 ;, 如 图 . 
则 三 个 圆 @@O1(O18)、O,(O0;,C)、©O;(O;A ) 即 为 所 求 . 


给 言 忆 





11.75 ”两 加 Ci .C: 相 切 ,P 在 它们 的 根 轴 ( 也 就 是 与 连 心 线 垂 直 
的 公 切 线 ) 上 ,试用 直 尺 圆规 作出 所 有 过 点 已 并 且 与 圆 Ci 、C; 都 相 切 
的 圆 C. . 

(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] (1) 当 PP 和 恰 为 Cj 与 C; 的 切 点 时 ,在 连 心 线 上 任 取 一 点 (不 
辐 于 Ci、C; 的 圆心 ) 为 圆心 ,过 忆 点 作 贺 , 则 此 圆 过 己 点 且 与 圆 Cl 、C， 
都 相 切 . 

(2) 当 不 为 切 点 时 . 

右 圆 C1、C; 内 切 , 则 不 能 作出 与 圆 Cl 、C; 都 相 切 的 圆 . 

知 圆 C1、C; 外 切 , 切 点 为 工 . 

设 Ti、T; 为 两 圆 的 外 公 切 线 ( 芽 | 、T， 
为 切 点 ). 

连 PT 、PT;, 分 别 交 两 贺 于 另 一 点 Pl、 
P;, 过 PP 、P; 作 加 O. 

我 们 证 明 该 圆 O 与 圆 Ci .C; 都 相 切 . 

PT PP = PT*= PT PP,, 
Pi、TIi、P;、T 四 点 共 圆 . 





故 二 PPIP:= 一 PT2T)， 
设 圆 C2 在 P 处 的 切线 为 EF , 则 
LPTTI= AEP,T,= /PP,F, PP,F= /PPIP;. 
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因此 ”EF 也 与 圆 O 相 切 ,于 是 圆 O 与 圆 C, 相 切 . 

同 理 圆 O 与 圆 Cl 相 切 . 

反之 , 耕 圆 OO 过 已 并 且 与 圆 CC。 分 别 切 于 Pl、P. 

设 PP1、PP 分 别 再 交 圆 Ci、C>: 于 全、 2, 则 易 知 TT 是 圆 
Ci Cs 的 外 公 切 线 . 

因此 ， 在 圆 C1.C, 外 切 且 PP 不 是 切 点 时 , 恰 可 作出 两 个 合乎 要 求 
的 圆 . 

11*76 平面 上 的 两 个 相交 图 , 圆 A 和 和 圆 ,它们 的 公共 弦 AB 是 
圆 Ai 的 直径 .点 也是 一 个 定点 , 且 点 卫 在 圆 妃 上 ,在 圆 & 内 ,请 用 “ 丁 
字 扩 “一 种 能 过 两 点 作 一 直线 及 过 线 上 或 线 外 一 点 作 该 线 的 垂 线 的 工 
县) 在 圆 上 作出 点 C .点 了 ,使 得 CD」AB, 生 人 CPD 为 直角 

(第 15 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 分 析 : 设 C.D 两 点 已 作出 , 旭 CD | 
AB, CPD 是 直角 . ' 
设 CD 交 AB 于 E, 连 结 PE 并 延长 交 圆 ,于 

下 , 则 有 
PE: EF= AE: EB= CE:ED. 
又 因为 全 CPD 为 直角 三 角形 ,4B 是 圆 & 的 直 
径 , CD 1 AB, 则 CE= ED. 
1 


二 = 了 CD= CE= ED. 


从 而 FEFE=CE=ED， 这 样 就 有 PE = EF. 
设 P' 为 P 关 于 AB 的 对 称 点 , 则 
由 PE= PE=- PF, 可 得 P'F// AB. 
是 只 要 作出 rp ,就 可 作出 下 ,进而 作出 
PF 与 4B 的 交点 上 ,再 得 到 C.D. 
[作法 】 (1) 连 AP 并 延长 交 圆 有 于 CC'; 
(2) 过 C' 作 CD | AB, 交 阅 & 于 DD'; 
(3) 连 AD ; 
(4) 过 王 作 PP | AB 交 AD' 于 P'; 
(5) 过 P' 作 PF PP 交加 ,于 下 ， 
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(6) 连 PF 交 AB 于 五 ; 

(7) 过 王 作 CD 1 AB 交 圆 k& 于 C.D. 

则 C.D 两 点 即 为 所 求 . 

证 明 略 . 

11*77 试问 ,能 否 作 出 这 样 的 一 个 加 内 接 凸 七 边 形 
4i4?434445A4647? ,使 其 各 角 大 小 分 别 为 41 = 140', A, = 120"， 
4;=130" ,44=120" ,了 A;=130 ,Ag=110" ,一 A7y=1S0?? 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 若 已 知 @O 的 内 接 七 边 形 
AiAA3A4AsAsAy 能 够 作出 (如 图 ), 依 题 
意 应 有 


AjAsAytA3AsAstAsAcA tA A, 
a 本 (360! 120°) + 地 (360" _ 120°) 


+ 本 (360"- 1107)+ A;A， 
a 120° +120"+125"+ A7A, 呈 365" + AyA, >360', 矛盾 . 
不 能 作出 这 样 的 圆 内 接 凸 七 边 形 . 

11"78 在 一 个 已 知 半径 为 R 的 圆 内 , 试 作 七 个 全 等 的 正六 边 形 ， 
它们 的 位 置 如 下 :一 个 在 中 间 , 它 的 中 心 和 圆心 重合 ,另外 六 个 各 有 一 
边 和 中 间 的 一 个 的 一 边 重 合 , 旦 每 一 个 还 有 一 边 是 圆 的 蓄 . 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 

[ 解 1] (位 似 法 ) 先 以 适当 的 长 度 为 边 作 出 七 个 相互 位 置 如 题 所 
述 的 全 等 的 正六 边 形 及 整个 图 形 的 外 接 圆 .再 以 贺 
心 为 中 心 ,经 位 似 变 换 变 为 半径 等 R 的 圆 及 其 内 
接 图 形 , 即 为 所 求 . 

[ 解 2] 设 正六 边 形 的 边 长 为 a， 则 

R =a*+(/3a)’—2aV3acosl50° 

一 de+3a2+3a2=7a2， 


a=—R. 
/7 


a 言 局 
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作出 a 后 ,不 难 作出 所 求 的 七 个 正六 边 形 . 
11.79 一 把 两 边 平行 的 直 尺 可 用 来 作 两 条 彼此 平行 的 直线 . 其间 
的 距离 正好 是 尺 宽 , 设 ABCDEFGHI 是 一 个 正 九 边 形 . (1) 给 定 顶 点 
A .B.C.D, 请 用 此 直 尺 作出 这 个 正 九 边 形 的 其 余 项 点 . (2) 如 果 四 个 
顶点 任意 给 定 , 问 能 否 用 此 直 尺 作出 这 个 正 九 边 形 的 其 余 顶 点 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[ 解 】 首先 ,对 于 任何 一 个 角 ,都 可 用 两 1 


边 平行 的 尺 作出 它 的 角 平 分 线 . 
具体 作法 是 ， > 
已 知 一 4OB ,用 两 边 平行 的 尺 分 别 作 出 “ 


与 AOB 的 两 边 平行 的 直线 MT 和 NT ,这 ” 和 
两 条 直线 相交 于 了 , 连 OT, 则 OT 就 是 人 AOB 的 平分 线 . + 

由 于 在 正 九 边 形 ABCDEFGHI 中 ,BG 是 一 ABD 的 平分 线 , CG 是 
全 ACD 的 平分 线 , AE 是 人 人 GAC 的 平分 线 , BE 是 人 GBC 的 平分 线 等 
等 ,因此 已 知 正 九 边 形 的 四 个 顶点 (可 得 到 四 个 角 ) 通 过 作 角 平分 线 的 
交点 即 可 得 到 其 他 顶点 . 

(1) 已 知 A.B.C.D. 

作 一 4ABD 的 平分 线 和 二 ACD 的 平分 线 , 它 们 的 交点 就 是 G; 

作 人 GAC 的 平分 线 和 二 GBC 的 平分 线 ,它们 的 交点 就 是 E; 

作 一 G4F 的 平分 线 和 一 GBFE 的 平分 线 , 它 们 的 交点 就 是 下; 

作 一 FEA 的 平分 线 和 FCA 的 平分 线 , 它 们 的 交点 就 是 日 ， 

作 一 BEA 的 平分 线 和 BCA 的 平分 线 , 它 们 的 交点 就 是 工 

这 样 , 下 .下 .G、 吾 7 都 可 作出 . 

(2) 已 知 任意 四 个 顶点 ,作法 类 似 . 

11*80 平面 上 有 一 正六 边 形 ,其 边 长 为 a, 对 每 个 大 于 1 的 自然 


数 , 试 限 用 一 根 直 尺 作出 一 条 长 为 二 的 线段 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ]】 从 正六 边 形 AoA1B;C2C1Bo 出 发 ,利用 直 尺 可 以 作出 下 列 
的 点 :A;, 和 A;, 它 们 分 别 是 直线 AoAi 与 直线 C,B, 及 CyB, 的 交点 . 
并 用 直 尺 作出 C1C; 与 A1B; 的 交点 C3，BoBz 与 AiCI 的 交点 
Bl，BoB; 与 43C3 的 交点 B，. 
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因为 A}A;CzsCi 为 平行 四 
边 形 ,所 以 A1A,= CiC;= a. 

且 A,A;= CiC;=a( 因 
为 全 A)A3;B2) 守 和 CCIB2， )， 

及 CC; = A1A;,=a( 因 
为 ACC;B; 守 入 A)AIB) ). 

又 因为 A1A;CsC1 和 A;A3C3Cs 都 是 平行 四 边 形 , 且 Bo6B2/ 
AoA1; 则 BiB; = B;B3= a. 

于 是 得 到 正六 边 形 A1A,B3C3C2B1. 

现在 对 正六 边 形 A1A,B3C;3C3B1 进行 类 似 作 图 得 到 点 A4、B4、 
C4 ,进而 又 可 类 似 得 到 A;、B;、C; ,等 等 . 

在 作出 点 B, 之 后 ,再 用 直 尺 作出 AoB; 与 41B1 的 交点 O， 

由 于 公 AoA1O0DA 人 Ao A,B,， 
A,B,' AoA! _aa_a 

AnoA, na 7 





AIiO= 


故 AIO 即 为 所 求 . 
11*81 已 知 线段 AB 及 与 它 平 行 的 直线 六 ,只 用 直 尺 将 线段 AB 
三 等 分 . z 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[ 解 ] (1) 取 点 C, 使 它 与 AB 分 别处 于 
直线 mx 的 两 侧 ; 

” (2) 连 CA .CB 交 直 线 关 于 点 万. 点 五 ; 
(3) 连 AE 和 BD,AE 与 BD 交 于 下 ; 
(4) 连 CF 交 m 于 T, 交 AB 于 S; 

(5) 连 SD 交 AE 于 G, 连 SE 交 BD 于 HH; 
(6) 连 CG 交 m 于 N, 交 AB 于 M, 连 CH 





交 m 于 Q@, 交 AB 于 P. 
则 M 、P 即 为 所 求 的 分 点 . 
下 面 我 们 证 明 M 和 P 三 等 分 线段 AB. 
由 直线 m /AB 可 得 
AS DT 
SB TE’ 
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T 
AS_EI! 回 


SB DT 


14ST 

由 四 .@ 可 得 (全 】 -1 
于 是 AS=S = 了 4B @ 
再 由 直线 mAB 得 

AM _ DN 

AB DE 

DN_ SM 

DE SA © 


AM SM 
Bf 租 ” ”一 一 二 一 一 
由 名 .可 得 Ap 二 SA 


再 由 @ 式 得 AM=2M>. 
从 而 有 AM= 二 AB. 


类 似 地 可 证 ”BP = 二 4B， 
干 是 M 和 PP 即 为 所 求 的 AB 三 等 分 点 . 
11'82 ” 试 仅 借助 于 角 尺 将 线段 二 等 分 (利用 和 角 太 可 以 画 直 线 和 作 


垂 线 ). 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 


[ 解 ] 将 所 要 等 分 的 线段 记 作 AB. 

过 A 点 作 AB 的 垂 线 !/ ,过 点 作 AB 的 垂 线 /. 

在 / 上 取 定 两 点 C 和 PD ,然后 过 C 和 了 D 两 点 分 别 作 / 的 垂 线 ,使 它 
们 分 别 与 相交 于 C' 和 D . 

设 AD .BD 的 交点 为 X,AC 、BC 的 交点 为 Y. 

则 直线 XY 穿 过 线段 4B 的 中 点 . 

11.83 在 圆 中 作 两 条 平行 蓄 , 再 作 一 条 与 它们 不 垂直 的 直径 ,只 
用 直 尺 求 出 圆心 ， 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 假设 AB 和 DC 是 圆 内 给 定 的 两 条 平行 兴 , LM 是 给 定 的 


直径 且 LM 不 垂直 AB. 如 图 . 
延长 AD、BC 交 于 点 S， 
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尝 言 忆 








连 AC .BD 相交 于 天 点 ， 
连 SK, 则 SK | A4AB, 且 SK 不 同 于 LM. 
设 SK 与 LM 交 于 OO 点 , 则 O 即 为 所 求 的 圆 


11.84 作 一 个 圆周 ,要 求 只 用 圆规 (不 许 用 
直 尺 ) ,把 这 圆周 四 等 分 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[ 解 1] 令 圆 心 为 O, 半 径 为 R. 
在 圆周 上 任 取 一 点 A 为 圆心 ,以 尺 为 半径 连 
续 作 绝 可 以 得 B.C、D 等 点 , 则 AB = R,AC = 
wk Y3R,AD=2R( 因 AC 是 圆 内 接 等 边 三 角形 的 一 
C 边 ,而 AD 是 直径 ). 
本 题 的 关键 是 求 得 V2R 的 长 . 
4 如 果 能 以 V3R 及 R 分 别 作为 直角 三 角形 的 
斜 边 及 一 直角 边 , 则 本 题 即 可 解 . 
但 因 不 能 作出 直角 ,所 以 需要 改变 办 法 , 作 
2R 为 底 Y3R 为 腰 的 等 腰 三 角形 ;O 为 底 边 AD 的 
中 点 是 已 知 的 , 则 EO 为 等 腰 和 ADE 的 底 边 上 的 高 ， 
EO= Vv 3R’- R’*=V2R. 
取 圆 周 上 任意 点 A 为 圆心 , R 为 半径 连续 截 圆周 得 B.C.D 三 


A 


以 A 及 中 分 别 为 圆心 ,以 AC 的 长 (Y3R) 为 半径 作 两 统 相 交 于 


以 A 为 圆心 EO 为 半径 作 圆 弧 交 圆周 
于 M 及 N, 即 4、M.D、N 把 圆周 四 等 分 . 
证 明 从 上 略 . 
[ 解 2] 在 O 圆周 上 任 取 一 点 A 为 圆 
心 ,以 R 为 半径 作 圆 弧 , 把 圆周 六 等 分 得 分 
yy 点 为 A.E、F.C.G.H. 
人 以 4. 互 各 为 圆心 ,4AE 为 半径 画 两 弧 交 
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于 久 点 ;以 C、G 各 为 图 心 ,CG 为 半径 画 两 弧 交 于 Y 点 . 
再 以 X 了 各 为 圆心 , XG( 或 YTT) 为 半径 天 两 弧 交 于 KK ,再 以 KG 
(或 K 玉 ) 为 半径 ,以 A 为 圆心 截 圆周 于 BD, 于 是 得 把 圆周 四 等 分 的 
点 A、B.C.D. 
下 面 给 予 证 明 : 
从 AXH 为 正三 角形 ，… AHX = 60". 
又 ”EG 为 O 圆 的 直径 ， 人 EGH=60",，EG/ AH 
XX 日 \.G 共 线 ,和 且 XH = HG. 
同 理 可 证 Y.G\、 互 也 共 线 , 且 YG = HG. 
因此 得 XH.G、Y 共 线 , 且 XG= YH, 则 KX = KY， 
于 是 知 全 KXY 为 一 等 腰 三 角形 . 
若 从 KK 作 XY 的 垂 线 , 它 的 垂 足 必 为 GH 的 中 点 ( 记 为 M)， 
但 KX= XG=2R,， XM=13R, HM=3R. 
KX’ ~ KH? = XM? — HM?, 
3 0 /1 
即 (2R)?- RH?= (>R) - (3R) 
或 KH?=2R’?, .. KH= RW2. 
帮 A、B、G .DD 为 所 求 的 四 等 分 点 . 


11.85 已 知 :一 角 大 小 为 =， 其 中 4 为 不 能 被 3 整除 的 正 整 数 . 


试 证 :这 个 角 可 以 用 欧 几 里 德 的 作 图 工具 (圆规 与 直 尺 ) 三 等 分 . 
(第 10 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 因为 是 不 能 被 3 整除 的 正 整 数 ,所 以 = 3 二 + 1 ,或 者 7? 
=3& 一 1, 其 中 有 是 正 整 数 . 
如 果 ”=3&+1 ,那么 有 





180° 180 = 
3 Ee n 3n 7 -34)= 3 3 
如 果 有 
3 -= 
n 3 
180 1g0° ， _ 
由 于 本 为 已 知 角 ,所 以 :一 一 可 以 用 圆规 与 直 尺 作出 ， 
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又 由 于 ]80 - 60* 也 可 以 用 圆规 与 直 尺 作出 , 则 它们 的 差 也 可 用 


3 
180"_1、 到 可 用 圆规 与 直 尺 作出 . 


180° 


n 


几 = 

A 。 圆规 与 直 尺 作出 , 即 一 

和 因此 不 论 是 3+1 或 弘一 1 形式 的 任何 正 整数 ， 
可 以 用 圆规 与 直 尺 三 等 分 . 


的 角 都 
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第 十 二 章 ”几何 不 等 式 


(一 ) 关 于 线段 的 不 等 式 


1. 三 角形 中 的 线段 不 等 式 


12.1 已 知 :用 长 度 为 a .bc 的 线段 可 以 作成 三 角形 , 试 证 :用 长 
1 一 一 的 线段 也 可 以 作成 三 角形 . 


a+c b+e 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] “可用 a、5、c 作成 三 角形 
atb>c,btc>a,cta>ob. 








度 为 


























1 
atc (atb)+(at+b) 2(at+b) 
1 
b+e (at+b)+t+(a+6) 2(at+6) 
1 1 1 
+ 一 -> 一 一 
放 at+c pr 
、 1 1 1 1 1 1 
] + 一 一 一 十 . 
同 理 可 证 5 TO>DT 及 TD 
1 1 1 _. , 
a 一 一 一 、 一 一 的 | 三 角形 ， 
故 可 用 Zi pre otro 的 线段 作成 三 角形 


12.2 ”如 果 线 段 a、.5、c 可 以 组 成 三 角形 ,那么 线段 Ya Ww (mm 
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为 自然 数 ) 也 可 以 组 成 三 角形 , 试 证 之 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 


[证 ] 不 失 一 般 性 ,假定 ce 委 6 委 c, 则 当 且 仅 当 a+p>c 即 一 十 


六 言 己 


一 >1 时 ， 用 线段 a .8 、c 可 作出 三 角形 . 
如 有 果 mx 是 任意 自然 数 , 则 当 x >0 时 ， 函数 '/ 是 增 函 数 ， 故 


Ja. 
又 0<—<1, 0< 一 6 1， 故 <>4, /2 > 
从 而 ,> 即 用 线段 听 、 听 、 近 也 可 作出 三 角形 . 


12.3 是 否 存在 三 条 高 长 为 1、V5 .1+VS 的 三 角形 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 假若 存在 这 种 三 角形 . 
设 此 入 ABC 的 面积 为 S， 则 =- 全， b= “= 和 从， 
、 25 25 25 
不 失 一 般 性 , 设 a 1 ，6 /5 
显然 a>5>c, 为 此 只 要 证 5+c>a 成 立即 可 . 
二- 1 1 
但 若 J+!* >! 
只 需 V5+(1+Y5)>Yy5+5， 
即 VS>4, 显 然 的 矛盾 ! 
故 这 种 三 角形 不 答 在 . 
12'4 试 证 :对 于 正 数 a、65、c, 若 方程 cx?+ (a 一 62-c2)rtb? 
=0 无 实 根 , 则 a、6、c 为 长 的 线段 可 组 成 一 个 三 角形 (面积 非 0). 
《中国 北京 市 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] 由 设 知 二 次 方程 判别 式 
=[(a“ 一 所 一 c2) 一 482c2] 
=-(atbtc)(aib- (b+te-a)(cta-b)<o, 
而 e+p+c>0， 知 (at+b-c)(bte-a)(cta-b)>0. ® 
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无 妨 设 a 之 6b,a 之 c， 显然 ac+p-c>0，ct+ta 一 5>0. 
由 的 知 +c 一 a>0. 
综 上 ,以 aa.p、.c 为 长 的 线段 可 组 成 一 个 三 角形 (面积 非 0). 
12.5 给 定 面积 为 1, 边 长 为 csc 的 三 角形 ,已 知 a 宇 5 之 c. 求 
证 :5 尖 Y2. 
(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


[证 ] 四 1= Sa < 但 a 之 b 之 c， 全 


bc bb , ,, 
{< 5b 之 2， 即 265 宕 Y2. 
12.6 是 否 存在 这 样 的 三 角形 , 它 的 (1) 所 B 9 C 

有 三 条 中 线 的 长 ;(2) 两 条 中 线 的 长 ,分 别 小 于 


相应 的 边 长 的 一 半 ? 





1 十 种 


(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 这 样 的 三 角形 均 不 存在 . 


设 AA'、.BB' 是 和 ABC 的 两 条 中 线 ( 见 图 ) 并 [AS 
满足 (2). | AN 
因为 BC 之 244, 所 以 点 A 在 以 BC 为 直径 


的 圆 的 内 部 或 圆周 上 ,因此 一 B4C>>7 





六 计 涡 忆 


同 理 ABC 

这 是 不 可 能 的 ,对 于 (1) 的 情况 ,更 是 如 此 . 

12:7 已 知 :五 条 线段 中 任何 三 条 都 可 以 组 成 一 个 三 角形 ,证 明 : 
这 些 三 角形 中 至 少 有 一 个 是 锐角 三 角形 . 

《第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 设 五 条 线段 为 ab 守 c 所 de. 

假设 这 些 线段 中 任何 三 条 都 不 能 组 成 锐角 三 角形 , 则 它们 构成 的 
都 是 非 锐角 三 角形 . 

于 是 有 ee: 守 a* + 6,，d? 宇 +b? ，e@ < 之 d? + c?. 

上 三 式 相 加 可 得 ;:e’ 守 a? +252+c 守 a? +2ab++b? 

即 e 字 (ac+pb)， .. eat+b 

与 e.a.b 三 条 线段 可 以 组 成 三 角形 三 条 边 的 条 件 相 矛盾 . 
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3 半 己 





12.8 如 果 了 .下 .和 分 别 是 正人 AABC 的 边 BC、AC、AB 上 的 点 ， 
和 AABC 的 周 长 是 p, 公 DEF 的 周 长 是 g, 求 证 p 志 29g. 
(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 如 图 ,将 人 ABC 沿 BC、B4 ATC CE .BA 为 对 称 轴 , 依 
次 翻转 得 到 二 AACC. 则 CC = p. 
29 的 长 为 折线 FEEDTTETDITF 
又 AF=ATFT”, 则 p 委 2g, 仅 当 玉 ,DD.\ 下 为 中 点 时 取 等 号 . 





12.:9 点 CI、 AI .Bi 分 别 取 自 人 ABC 的 边 A4B、BC 和 CA 上 , 且 
满足 AC1:C1B= BA]:AIC= CB1:BiA =1:3. 求 证 公 ABC 的 周 长 p 
，、 1 , 

与 人 A1B1C 的 周 长 妃 之 间 有 不 等 式 广 PP< 记 < 六 
(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 】 AIC— CBI< AiB, 
BiIA-ACI<BICI， 
CIB BA!l< CIiAl, 


3 1 
即 本 4 一 可 Sec 
3 
3 1 
4 4 


其 中 ,a .be 为 人 ABC 的 三 边 ,al .osci 为 全 ABiCGi 的 三 边 . 
上 述 三 个 不 等 式 相 加 得 


1 
F(atbteo artbito, 计 Fp<p". 
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下 在 个 ABC 各 边 上 截取 Al 42= 才 < 他， 万 1B2 = b， CiC2 = 
2 


一 C， 


4 
易 证 A2BI=—¢c, BC1i=—a, CAlI=—b 
b 1 4 1 4 2211 4 


2 ] 2 1 2 1 
一 g++ 一 ,p+—a>a, —c+—b>bi. 
4 2 7 人 61 4? a9 al 4° 二 2 bi 


相 加 得 atbte)>artbte,l p'<p. 
12.10 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 ,有 五 个 点 , 试 证 明 至 少 有 二 点 ， 


其 距离 小 于 了 
(中 国 广东 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 如 图 ,全 ABC 是 等 边 三 角形 , AB = BC = c 
CA=1, 设 DE、F 分 别 是 边 BC、CA、AB 的 中 点 ， 
则 由 三 角形 中 位 线 定理 知 : LN 


E D 
Dp= EP- FD=1, /WW 
2 A 站 B 


因为 DE 、EF 、FD 三 线 把 人 ABC 划分 成 四 个 
相同 的 区 域 ,因此 ,全 ABC 内 的 任意 五 个 点 中 一 定 至 少 有 两 个 点 
落 在 同一 个 区 域内 或 边 上 ,如 假设 Pl 、P; 两 点 同 在 人 DEF 内 , 则 
可 证 





PiP,<>. 
连结 Pl 、P, 并 两 端 延 长 交 公 DEF 的 边 于 GH 两 点 ,再 连 GD 
线 ， 则 因 G 在 EF 内 ,所 以 DG 在 人 FDE 内 ， 
LGDH< /FDE, 
又 LGHD> /FED, LFED= /FDE, 
.. LGHD>LGDH, HH GD>GH. 
又 PP,<GH, 及 LDGE>/EFD= /FED, 
. DE>GD, .:. DE>GH>PIP,, 


] 
PiP;<——~. 
1 2 2 
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知 有 两 点 落 在 不 同 边 上 或 一 个 点 落 在 边 上 ,也 可 同样 证 明 


1 
< 
若 两 点 落 在 同一 边 上 ,显然 有 PiPy< 闻 . 
12.11 已 知 :三 角形 的 两 边 长 a 与 5 满足 a >0 ,它们 对 应 的 高 为 
hh 与 hi, 求证 :a + 有, 实 b+ 有 hh,, 并 确定 等 号 何 时 成 立 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 】 设 三 角形 的 面积 为 S,a 和 8 两 边 的 夹 角 为 6, 则 由 


1 ， 1 
3=7absinbs cb， 
如 果 a>6, 则 有 (a+hs)-(b+h,) 


- (e+ 全 )- 人 
= (ea 人 (1 全)>0 


于 是 a+h 之 b +h,. 


当 且 仅 当 9= 一 , 即 a 和 2 的 夹 角 为 直角 时 ,等 号 成 立 . 

12*:12 设 a.b.c 分别 表 示 全 ABC 中 人 A 、 了 B.C 所 对 的 边 ,有 h 
表示 AB 边 上 的 高 .(1) 求 证 a + 5b Vcz+412.(2) 说 明 当 已 知 和 ABC 
具备 什么 条 件 时 ,上 述 结论 中 的 等 号 成 立 ? 

( 结 云 杯 初中 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 

[证 ] (1) 如 图 ,过 C 作 4/ AB, 作 A 关于 /的 
对 称 点 A“. 

在 全 A'BC 中 ,有 A'C+BC 宇 A'B. 

即 a+b 宇 Ve +4h’. 

(2) 上 式 等 号 成 立 必 须 AC+ BC=A'B, 即 A 
在 BC 的 延长 线 上 ,此 时 

A=/2=/1=/3=/B. 

全 ABC 为 等 腰 三 角形 (AC = BC) 时 结论 


兰 富 总 
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12.13 ”锐角 人 ABC 中 ,五 是 垂 心 ,9O 是 外 心 , 工 是 内 心 , 已 知 : 

了 了 C>B> 人 人 A, 求证 :I 在 人 BOH 的 内 部 . 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1998 年 ) 
[证 ] 设 二 8B 的 分 角 线 交 O 于 P, 则 BP 也 是 二 OBE 的 分 角 线 . 
BH_ HP 0 
BO OP- 

设 人 A 的 分 角 线 交 OH 于 Q, AQ 也 是 
辽 OAH 的 分 角 线 . 
AH HQ 
40 OQ 
CHE | AB, 由 LB> 人 A， 
AC>BC, AE> BE. 
AH> HB. 四 
AO= BO. @ 

a HQ HP 

由 OQ.@.@.@ 得 00 > oP- 

从 而 ,Q 在 OP 之 间 ,AQ 与 BP 的 交点 必 在 全 BOH 内 . 

12*: 14 假设 P 是 锐角 和 公 ABC 内 的 任 一 点 .求证 点 P 到 人 ABC 的 
边 上 的 点 的 最 大 距离 D 比 最 小 距离 至 少 大 一 倍 .在 什么 条 件 下 ,也 
=2d? 





交流 攻 让 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1943 年 ) 
[证 ] 设 己 向 锐角 和 4BC 各 边 所 引 垂 线 的 垂 
足 为 A1、Bi.Ci, 由 于 人 ABC 为 锐角 三 角形 , 则 Ai、  。 
Bj .Cj 一定 在 AB、BC、CA 内 部 ,而 不 在 它们 的 延 pe A, 
长 线 上 ,于 是 线段 PA、PB、PC 和 PA1.PBi、PC 把， LN, 
全 ABC 分 成 六 个 直角 三 角形 . OI 
由 于 以 P 为 顶点 的 6 个 锐角 之 和 为 3600", 则 必 有 一 角 不 小 于 60”， 
不 妨 设 人 APC| 宇 60' ,这 时 
4<PCI<7 PA<ID, d<D， 


显然 , 当 且 仅 当 顶 点 P 处 的 六 个 角 都 等 于 60' 时 ,a = 3D 成 立 . 
这 时 PA 、PB .PC 和 和 人 ABC 的 三 边 之 间 的 夹 角 都 等 于 30". 因此 
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和 人 ABC 为 等 边 三 角形 ,而 P 点 恰 为 等 边 全 ABC 的 中 心 . 
12.15 点 DD 和 EE 分别 位 于 全 ABC 的 边 AB 和 BC 上 ,点 天 和 M 
几 线段 DE 分 为 等 分 ,直线 BK 和 BM 分 别 与 边 AC 相交 于 点 工 和 
郑 ! ” .求证 : TP 去 二 3 AC. 
“(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 因为 DK = KB = ME， 
则 可 设 SADBK = SA KBM = SAMBE = So,， 

















? Saspr AB:BT 1 

c So DB:BK’ 
4 了 。 

ATBEP 1B:BP 

于 So KB:BM’ 

Sarsc _ PB:BC . 加 

So MB.BE， 
由 只 .名 可 得 


SAABC _ SAABT + SATBP + SAPpBC 
0 So 


>3 /SA Sm .Sm 
So So 0 
_3 /BB FB: 
DB:BK KB:BM MB':BE 
1 
-3.( BT-BP (4B: BC ) 
KB: BM 














2 I 
(ee) (SE) 
二 3 一 ”一 

0 
于 是 Saag 之 3Sa Tgp， 


AC SAaBc 


从 而 有 。 全 一 3 全 





之 3， 
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1 
即 ”AC 宇 3TP, 或 TP<3 AC. 


12*16 在 和 ABC 中 , 角 C 的 平分 线 交 AB 于 DD. 求 证 :线段 CD 的 
长 度 小 于 边 CA 和 CB 长 度 的 几何 平均 值 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1916 年 ) 
[证 ] 因为 <ADC > 二 ABC, 所 以 在 二 4DC 内 。 


作 了 EDC = 人 ABC ,DE 边 一 定 交 于 AC 的 一 个 内 点 ， 
设 该 点 为 五 . 
7 CB CD 
“. 从 CBDWACDE, 有 过 = 一 


CD CE 如 D 4 

故 ”CD*= CB:CE< CB:CA. 

12.17 设 M 是 全 ABC 内 一 点 ,并 使 AMB = 人 BMC = CMA 
=120 ,又 了 为 ABC 内 任意 一 点 , 试 证 : PA + PB+ PC 之 MA + MB 
+ MC. 

《中 国 陕西 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[证 ] 延长 BM 到 K, 使 MK = MC, 连 KC. 

LBMC= 120"， 
CMRK = 60°, 公 MCK 为 正三 角形 ， 
MC= KC. 

再 延长 MK 到 R, 使 KR = MA , 连 RC， 

在 全 MCA 与 AKCR 中 ， 

MC= KC, MA=KR, HB CMA=120"= 一 CKR ， 

人 MCAQAKCR, .. CA=CR, /MCA= 一 KCR 

峙 以 PC 为 一 边 作 等 边 全 PCQ, 连 QR. 

在 全 PCA 与 AQCR 中 ，PC= QC，CA = CR， 

而 PCA=AMCA+ALPCM= /KCR+ /ALMCK- /MCQ 

=KCR+ /QCK = /QCR, 
人 PCACAQCR, .. PA= QR. 
故 ”PA + PB+ PC= QR+ PB+ PQ>BR. 
而 BR= MB+MK+KR= MA+MB+MC, 
PA+ PB+ PC>MA+MB+MC. 
12.18 设 a.5、c 分 别 为 三 角形 的 三 边 之 长 ,A 、B.C 是 它们 的 对 
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x 言 忆 


角 ， 试 证 : Aa + Bp+ Ce 之 了 (Ab+ Ac+ Ba+ Be+ Ca+ C2) 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1950 年 ) 
4 [证 ] 不 失 一 般 性 , 设 A 宇 B 宇 C, 则 
4a 之 8c， 这 样 有 
(A—B)(a—5b)>0, 
(B- C)(b =- c) 二 0， 

7 C (C-A)(c-a)>0. 
(A-B)(a-b)+(B-C)(6- ce)+(C- A)(c-a)>0, 
Aa~Ba—-Ab+BoeL+Bob~-Cw-B+C+C~Ac- Cat+ Aa>0, 
2(Aat+ Bb+C) 宏 Ab+Ac+Ba+Bc+Cat+O0, 

即 ha+ 肋 + C3 (M+Act Bat B+ Cat Cb). 
12.19 设 a.bc 为 任意 三 角形 三 边 的 长 ,T=a+b+c,S=abt+ 
bc + ac ,证 明 :3S 夺 中 寺 4S. 


(基辅 数学 奥 林 下 克 ,1966 年 ;中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 1] (0) la-bl<e, 


a’ ~2ab + 6b < ee, 人 
|6~-c|<a, 
b*—2bc + <a’. 四 
la~cel<b, 
a —2ac+ ce < be. (3) 


D+@+@ a +b’+c’—2ab -2b -2ac<0, 
a*+ b+c’ +2ab +2bc +2ac<4(ab t+ bc + ac), 
“(a+b+c)} <4(ab + bc + ac), 
即 I*<4S. 
(ii)'. (aa 一 0)2 之 0， 
a’—2ab + 4b’>0. 
(5 -cc)* 实 0， 
b* -2b + ce’>0. 
(a ~ c) >>0， 
a —2ac+ ce: 守 0. 


日 © © © 
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四 +@+@, 得 a*+b+c 守 ab+bc+ac. 
a +b +c:+2ab+2b +2ac23(ab + bc + ac), 
有 (a+t+b+c) 3(ab + bc + ac). 
即 “” 产 之 3S. @® 
由 由 .图 ,得 3S 科 三秋 45S. 
[证 2] 对 于 任意 的 a .5 、c， 
=(a+bt+c)=2(bc tcat+ab)ta’+b+e? 
=2S+a’+6b*+ce?. 
要 证 明 3S 志 ?4S. 
只 要 证 明 3S 志 2S+a?*+4b*+c*<45S. 
即 Sa’+6+e <2S. 
为 了 证 明 @, 对 于 任意 的 5.c, 有 0 志 (5~c)?=b?+c?-2&， 
26bc6 + ec?. 
同样 ,对 于 任意 的 c、a 和 a .5 有 
2ca 委 c++ as, 
2ab 人 <a: + bo?. 
由 .加 可 得 ”Sa*+b*+c7. 
由 于 三 角形 任意 一 边 小 于 其 余 的 两 边 之 和 , .a<btce. 
上 式 两 边 乘 以 a, 得 ”a 之 ab + ca， 
同 理 大 < 和 +cp， 
ccat+be, 
由 人 马 . 罗 .四 ,得 a*+b+c<25. 
由 @ 和 ,得 S 委 c++ 信 +c2<25S. 
3S 委 三 <4S， 
[证 3]】 … [I*~-3S=(a+b+c) -3(ab+bct+ca) 
=a’+b+cr~ab—bc-ca 


2 己 
i 


思 提 的 日 AO ©Q © eb 


1 
了 La -0) +(O=-c)2+(c-a)] 之 0， 
天 之 3S. 
-4S=(a+b+c) -4(ab+bctca) 
=a*+6 + —2ab 2b -2c0 
={(a~ 6b) +c —2ac— 2 
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al 


e+ —2ac— 2 
=2c[c-(a+b)|<0, 
I<4S. 综 上 3S 太 I[ 志 45S. 

、 9 

12*:20 ”BB) 和 CC 是 入 ABC 的 两 条 中 线 . 求 证 : BBf + CCI> 有 


BC?. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 


[证 ] 设 BB CC; 相交 于 PP 点 .如 图 . 
知 BB1=BP, CC1=> CP. 
A 故 BB?+ CC = (BO? + CP?) 


> = (BP+CP) + (BP- CP) 


C > (BP+ CP) > Be? 
12"21 求证 :任意 三 角形 的 边 长 a、65、c 满足 不 等 式 a(5 一 c)*+6 
(c—-a)*+c(a—-b) +4abc Sa +h +e. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] c(a~b)*+4abc =ca’—2abct+cb*+4abc=c(lat+b). 
又 [a(b~c) +b(c-a)+c(a- 6b) +4abc] (a +h+c3) 
=al(b—c) al+b(c—-a) -6 +t+ecl(a+6)—e?] 
=a(b~-c—-a)(b—-cta)t+b(c—-a-b)(c~at+b)+c(at+b 
+c)(at+b—ce) 
=(at+b—c)(ab—-ac—-a’—-bct+ab—-b*+actb+ce’) 
=(a+b—c)(c a+2ab— 6b’) 
=(a+b—c)[c~(a—5b)] 
=(a+b-c)(a-b+ce)(b+ec—a) 
由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 上 述 三 个 因 式 均 大 于 零 , 从 而 不 等 
式 得 证 . 
12*22 设 点 O 在 全 ABC 的 边 4AB 上 , 且 与 顶点 不 重合 ,求证 : OC 
4B< OA: BC+ OB:{AC. 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
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[证 ] it AB=c,BC=a,CA=6b,AO=x'c,OB=(1- 7x)*c,0 
<r<1l. AACB=/C. 


在 全 AOC 中 ,由 余弦 定理 得 r 
y=6*+ x cc —2bcreosA. QD 
在 全 ABC 中 ,由 余弦 定理 得 6 a 
p> 十 CC _ a . 
cosA = pe O | Bp 
怨 代 入 册 得 (1- x) 


=b+xr cc — (b+ -a’)x 
=b2—-b rtalrt(r — xr)e’ 
= -brtalrt(r -rx)(a’+b*—2abcosC) 
=b x -2b0*r+b +ar+2r(1l— x)abcosC 
<bzr -2b rt+o +a r+2x(l— x)ab 
=6b(1—- xr) +a’r +2ar:b(l- 7x) 
=[65(1— x)+ar]’. 
y<b(l— x)+ar, 
故 wxw<5b(l1 一 x)cta*xe, 
即 OC'AB< OA': BC+ OB':AC 
12.23 求证 :大 a、b、c 为 三 角形 的 三 边 长 ,上 且 a+65+c=1, 则 a” 
+ +otdabe<—. 
(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 由 1=(a+b+c)*=a:+6b*+c*+2(ab+bc+ca) 得 
4(abt+ bect+ca)=2-2(a +b*+e’). 
设 三 角形 面积 为 S ,由 海伦 公式 有 


EE- (Eo) 
避 全 a 7 pb 5 C |， 
得 16S* =1-2(a+b+c)+4(abt+ bc+ ca)— 8abec 


=—1+4(abt+ be + ca)— 8abc 
=]1 -2(a +6*+c) ~ Babc >0. 


a + b+ +4alc< 


12.24 已 知 : 和 PP,P; 及 三 角形 内 任 一 点 已 ,直线 PIP、P,P、 
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1 十 小 





PsP 分 别 交 对 边 于 Qi.Qs .Qi 求证 在 已 、 天 .5 ,这 三 个 比 人 
中 ,至 少 有 一 个 不 大 于 2. 并 且 至 少 有 一 个 不 小 于 2. 
(第 3 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 如 图 , 记 全 PiPyP;、 合 PP,P;、 合 PP;3Pi\, 合 PPIP, 的 面积 


依次 为 S、S1、S,、S;. 则 有 


jan 


S51 PQ 


P| ~ 


S PQ 
/NM 22 2， 
po S P,Q; 
Ap， 53 Poe; 


S PQ3 








又 S11+ $+ $3= 人， 
SS 
SS 4 
PQ! , PQ, ， PQ; 
PIG P,Q, P;Q; 


因为 三 个 正 数 之 和 为 1, 则 这 三 个 数 中 必 有 一 个 不 大 于 二 , 必 有 一 











个 不 小 于 本 


P 
Q! 1 FQ 、 工 


设 人 9 一 一 * 
LIQ 3 PPQ 3 








则 


PIP 2 ” PP” 2 
PP P,P 

— >> ， 一 <<2 
PQ PQ, 


12'25 已 给 全 ABC, 设 械 是 它 的 内 心 , 角 A、B.C 的 内 角 平 分 线 
、 ， ， ， wu AT1 BI: CI 8 
中 三 3 -一 一 一 -一 -一 一 
分 别 与 其 对 边 交 于 4 .BC .求证 :了 AA BB OE 77 
(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
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[证 ] 记 BC=a, CA=6b, AB=c. 


由 三 角形 内 角 平 分 线性 质 
AI _ 4C _ 4B 


1I4” AC A’B’ 
AT_ AC+ AB _b+e 
IA’” AC+AB a 











已 十 本 


AI bt+rec 
| -一 ”= 一 一 一 一 
则 AAA a+Bp+c 
Batce Cl 
同 理 有 BB” a+bte’ CC atbte 
由 平均 值 不 等 式 可 得 


AT. BI:CI [4 (et 
AA’'BB’'.'CC ~“[3 


男 一 方面 ,由 656+c>a， 


at htitc 


可 得 2(p+c)>a+e+c， 即 








atbtec 


已 十 5 
at+b+e 


at+b 





记 _AT_ b+te _bl_ 
” AA’ a+btc’™> BB atbte’ 
1 1 1 
| 一 ，y 这 一 ，z 户 一 . 
则 rz>” 7y~> ,227 
义 r+y+z=2. 
1 8l 1 €2 
二 一 十 一 二 一 一 一 
设 性 27 2 ， + 2 ， 
1,2,3, 又 el+e2+e3=1]. 于 是 
AI* BI.: CI 





44…BBCC “YY 2 "2 


1+(elte+e3)+ele2t+:*+ ele2e3 


> 二 
4 


12*26 设 a.bc 为 三 角形 的 三 条 边 ,而 mm,、m. 是 相应 的 中 
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li+e! 1l+e, 上 十 E3 
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站 护 六 人 


1 十 注 





ex 言 己 























线 .求证 :17 二 .3 2+p 8 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证] … 2a*+26*=4m?+ cr, 
mm 1 1 oe 
4p 2 4 +p2 
m; 1 1 & 
同 理 4 2 4 J+ 
114 1 1 C 
pie 2 4 p+e2 
1112 m7 me 








p+ 02+c2 22 了 2 











3 
2 4\ 人 b+ce2 ac+c2 co 二 
3 _ 1 E | ab ec 
2 4 (b* +e )(a +e)(a’ +6°) 
3 2 2 
<2_1 | a“b’c 
2 4 pi a aip? 
_3 39 
2 4 8 


注意 a>0, 56>0, c>0. 
其 中 等 号 当日 仅 当 


— 一 一 一 -er 


a = 6b°= cc?. 
即 当 a=2=rc 时 成 立 . 
12.27 设 a.b.c 是 直角 三 角形 的 三 边 ,c 为 斜 边 ,整数 2 之 3. 
证 :c++ "<c”. 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[证 1] (1) 当 n=3 时 ， 
a + <arcthc=(a+b)c= ce, 
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不 等 式 成 立 . 
(2) 设 当 nn 一 & 时 ,不 等 式 成 立 , 妈 只 + 之 c. 
则 当 坟 =k+ 1 时 ,注意 到 
attltbti<att+bhc=(at+t):c=e!!, 
由 (1) (2) 知 原 不 等 式 成 立 . 
[证 2] 设 直 角 三 角形 一 锐角 为 A, 则 
sinA =， cosA = 
C C 
sn4A|<1，lcos4| 扫 1， 
当 宇 3 时 ,sin"A 之 sin? A，cos"A <<cos A. 
于 是 sin"A +cos"A<simA+cosA=1, 
即 (2)+(2) < 故 Cn 十 pm< ca 
C Cc 
12.28 ”直线 与 人 ABC 的 边 AB 和 BC 分 别 相 交 于 点 M 和 五 .又 
MB + BK ] 
二 1 站 让 .一 ”全 一 
和 人 MBK 与 四 边 形 AMKC 的 面积 相等 .求证 :AT CT KRC 全 3 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 MB=a,BK=5b,KC=c.CA=4d,AM=e, 如 图 . 


SABMK > SAMKC， ，。 p>e, 
SABMK > SA AMK, 。，。 a>e. 
at+pb 1 
本 一 一世 一 ， 
假 者 ctadte 3 
则 3a+356<<ctd+e<b+dt+a. 
2a t+2b< 4d. 


则 AB+BC=(a+e)+(6+c)<(ata)+(b+6)=2a+26< 

a = AC， 逆 盾 . 
4 十 

改 etadte3 

12.29 ”对 于 平面 上 任意 三 点 P、Q、R ,我 们 定义 m (PQR ) 为 三 角 
形 PQR 的 最 短 的 一 条 高 线 的 长 度 ( 当 P、Q、R 共 线 时 , 令 mm (PQR)= 
0). 设 A.B、C 为 已 知 平面 上 三 点 ,对 此 平面 上 任意 一 点 X， 求 证 : 
m(ABC)<m(ABX)+ m(AXC)+ m( XBC). 

(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
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i! 十 各 





[证 1] 不 妨 设 A、B、C 不 共 线 ,将 A、B、 
C 扩展 为 直线 ,把 平面 分 成 七 个 部 分 ,如 图 所 
示 , 分 为 三 种 区 域 . 

(1)X 点 在 区 域内 . 

记 1(PQR ) 为 人 PQR 的 最 长 边 的 长 度 . 

延长 AX 交 BC 于 DD, 旭 
AX AD<max{ AB, AC|<1(ABC). 
BX<1(ABC), CX<1(ABC). 

(4ABX) 委 1(4ABC)，!(AXC) 委 1(ABC)， 

1( XBC)<LI( ABC). 

1 于 是 由 面积 公式 得 


m(ABX)+ m(AXC)+ m(XBC) 
/人 _2SaapBx 2SAaxc 2Saxgc 
Bp 二 一 SS ( “1(ABC) TAXC) ICXBC) 


29SAABX 2SAaxc 2SAxpc 
之 二 一 一 一 一 十 
上 ABC) 1(ABC) li(ABC) 


= m( ABC). 


(2)X 点 在 区 域 了 中. 
不 药 设 环 在 一 BA4C 所 对 的 区 域 [ 中 . 
记 BC、CA 、AB 所 对 应 的 高 分 别 为 hh 、h.. 
中 者 m《(XBC) 是 从 六 引出 , 则 
m(XBC)>h, 之 m( ABC). 
这 时 必 有 m (ABC) 达 m (ABX)+ m(AXC)+ 
m( XBC). 

(在 mx(XBC) 是 从 C 点 引出 , 设 为 CD. 

如 果 一 CBX 委 90"， 则 

CD = BCsin/ CBX 之 BCsin ABC 

= Prc 之 mi( ABC ). 

BE xm(ABC)S<m( XBC). 

如 果 ”人 CBX 宇 90"， 则 

LCBD =BXC +/BCX 之 /BCX /BCA, 


wk 

















_ 2SAagc 





~ L(ABC) 








622 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





而 “一 CBD=180" ~- /CBX 志 90". 
CD= BC:sin” CBD 之 BC':sin BCA = hy 之 m( ABC). 
即 m(ABC)<m( XBC). 
(3) 设 X 点 在 区 域 亚 中 . 
不 妨 设 在 一 4BC 所 含 的 区 域 中 . 
考虑 AB、BC、CA 、AX 、BX 、CX 的 最 
长 边 . 
如 果 AB、BC .CA4 中 之 一 为 最 长 边 , 则 
由 (1) 的 证 明 可 知 不 等 式 成 立 . pg 
如 果 BX 最 长 ,如 图 , 设 BX 与 AC 交 
于 DD, 目 设 人 人 ADB<90°, 作 AE_L BX 于 E,CF| BX 于 下 , 则 
m(ABX)= AFE, m(XBC)= Cr. 
又 LADB>/ACB, 
AE+CF = AC:sin ADB> ACsin ACB= h, 宇 m (ABC). 
即 m(ABC)<m(ABX)+ m(XBC) 
mm(ABX)+ m(AXC)+ m( XBC). 
如 果 最 长 边 是 AX 或 CX ,不 妨 设 为 AX. 
在 人 ABX 中 ,ABC 之 人 BAX， “ ~ 
则 90" 宕 BAX 宇 人 BAC. 
作 BD| AX 于 D,， 则 B 
m(ABX)= BD= AB'sin BAX 
AB'sin BAC=h, 之 m( ABC). 
m(ABC)<m(ABX)<m(ABX)+m(AXC)+ m( XBC). 
综 上 所 述 ,不 等 式 恒 成 立 . 
[证 2] 令 BC=a,CA=6,AB=c,AX=p,BX=g,CX=r. 
显然 ,一 个 三 角形 的 最 小 高 在 它 的 最 长 边 上 . 
(1) 关 maxla,b,c,p,9,ri1Ela,b,c). 
不 妨 设 max{a,b,c,p,g,r|=a, 则 


2 
m(ABC)= ABc 





2 
< (Saspx + SAAxc + SAxpc) 
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办 涪 襄 己 


1 一 湾 





29A 人 A4BX 29AAXC 29AxBc 
max(c,p,g9) max(b,r,p) max(a,g,r) 
=m(ABX)+m(AXC)+ m( XBC). 
(2) 若 maxla,b,c,p,g,ri€E1ip,g,r|. 
4 不 妨 设 maxla,b,c,p,qg,rl=p. 


令 a 为 4B 逆 时 针 转 到 AX 所 成 的 角 , 这 是 有 回 
人 角 . 若 顺 时 针 转 则 为 负 值 . 不 妨 设 5 三 c, 则 





m(ABC)<b|sin(a + B)| 


Bp 性 
= 6 |sinacosB + cosasinp | 
<b( |sina| + |sin8|) 
委 c|sina| + 6 |sing| 


=m(ABX)+ m(ACX) 
<m(ABX)+ m(AXC)+ m( XBC). 
12.30 ”下 个 居民 点 A、B、C、iM 为 直线 道路 相连 , 且 M 是 以 A、 
B.C 为 顶点 的 三 角形 的 角 平 分 线 的 交点 .必须 从 村 庄 M 出 发 沿 道路 
走 遍 其 余 三 个 村 庄 再 回 到 M. 若 已 知 AC > BC > AB. 指 出 最 短 的 巡回 
路 线 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 试 比较 下 面 三 条 路 线 : 


(1)M—>A—>B—C—>M, 
(DM—>B—>C—™>A—~M, 
(DDM—>C>A—B—>M, 


4 B “人 今 证 第 一 条 为 最 短路 线 
AC 最 长 ,可 在 AC 上 截取 AB1 = AB， 
人 MABSQMAB!I. 
MB = MB. 

路 线 MABCM 的 长 度 -路 线 MBCAIM 的 长 度 
=(MA+AB+BC+CM)- (MB+BC+CA+AM) 
=AB+CM- MB- CA 
=AB+CM— MB- (AB:+ BiC) 
=CM- MB- BC= CM- (MB+ BIC)<0. 

故 ”路线 MABCM 的 长 度 < 路 线 MBCAM 的 长 度 ， 
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同 理 可 证 ”第 一 条 的 长 度 短 于 第 三 条 的 长 度 . 
2. 多 边 形 中 的 线段 不 等 式 


12.31 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,BAD = BCD =90 ,射线 AK 
平分 了 BAD, 今 知 AK // BC，AK | CD，AK 与 BD 相交 于 点 五 . 求 


证 :AE< 广 CD， 
(中 国安 徽 省 合肥 市 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[证 1] 记 AK 与 CD 的 交点 为 F, 作 BG | A 


AK 于 G. A 
内 于 AK 平分 BAD, 则 人 ABG 和 和信 ADF 均 ” 
为 等 腰 直 角 三 角形 ,从 而 i、 


BG= AG, AF= FD. 
由 BC/AK，BG/ CF， 则 BCFG 为 矩形 ,从 而 有 
BC= GF, BG= CF, 
又 BC+CF=GF+AG=AF=FD. 

FD> CF, 


几 
何 
不 
了 
式 





从 而 FD>7 (CF+ FD) = 六 CD 


.. EF TID、 . 上 

又 .. Bc D> 7 “EF>— BC 

从 而 有 CD = CF+ FD=2FD- BC 

>2(FD- EF)=2(AF - EFF)=2AFE. 


即 4E< 了 CD 


[证 2] 记 AK 与 CD 交 于 下 ,由 AF 平 分 BAD=90", 则 全 AFD 
为 等 腰 直 角 三 角形 . 
LFAD= /ADF=45°. 

设 ADB=0 则 0*<0<45". B 
容易 求 出 BDC = 45’ -~ 9, 人 ABD = 90° 
9, AED=135°- 0. C 上 上 

设 BD=1, 于 是 4D=cos0, 且 


A 


EN 


~ 
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i 下挫 





鱼 言 总 


CD = cos(45° ~ 0). GD 
在 全 AED 中 ,由 正弦 定理 ， 


AFF = AD :sing 四 cos0 ' sin sin20 
sin(135° 0) cos(45°—0) 2cos(45°—0) 


由 四 .@ 知 ， 为 证 AE< 地 CD， 只 需 证 
sin20 
cos(4S — 6) 
又 0'<80<45"， 所 以 cos(45° -0)>0， 

为 此 ,只 要 证 cos (45 一 0) >sin20. 


2 
由 于 cos*(45° 一 9)= (esp + sing) | -0 + sin20) 


<cos(45° — 0). 


> (sin20+ sin20) = sin20. 


12.32 将 一 副 三 角 板 拼接 成 如 图 的 四 边 形 ABCD , 试 证 ;四边形 
周 长 的 一 半 大 于 AB 中 点 上 到 顶点 ,C.D 连 线 


的 和 

NA (中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
AN [证 ] 由 已 知 条 件 得 人 ADC 为 等 腰 直 角 

4 E 8 三 角形 ,人 ADC = 90". 

EE 为 AB 中 点 ， 


1 
D . CE=» AB=AE=EB. 


C 
NA 令 ED、AC 交点 为 M, 取 BC 中 点 下 , 连 
F 
EF. 
A 和 B CE=EB, .. EFLBC. 

故 知 ”CFEM 为 一 矩形 ， … EM= FC 

1 
= 本 BC. 
EDA EC = DM + EM + EC 


1 ] 1 
< 一 十 + 一 4B+ 一 BC. 
> (AD DC) > AB > BC 
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从 而 得 证 四 边 形 周 长 的 一 半 大 于 五 点 到 C、D 的 连 线 的 和 . 

12.33 求证: 如果 梯形 的 底 角 不 相等 ,那么 从 较 小 底 角 所 引 的 对 
角 线 大 于 从 另 一 个 顶点 所 引 的 对 角 线 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,195S 年 ) 
[证 ] 设 梯形 ABCD 的 底 角 有 
LDAB< /ABC. 

作 一 FE4B = ABC ,使 梯形 ABCE 为 等 腰 梯 

由 对 称 性 , 等 腰 梯 形 ABCE 的 对 角 线 交点 下 
在 底 边 AB 的 中 垂 线 ,线段 FC 及 腰 BC 在 中 垂 线 ， 
的 同一 侧 . 

因为 D 是 线段 EC 的 内 点 , 则 线段 BD 与 线段 FC 相交 ,所 以 梯形 
ABCD 的 对 角 线 的 交点 G 也 在 中 垂 线 这 一 侧 . 

底 边 AB 的 中 垂 线 把 平面 分 成 两 部 分 ,包含 顶点 B 的 那个 半 平 面 
的 所 有 点 到 B 的 距离 比 到 A 的 距离 小 ， 

因此 ,对 点 G 有 不 等 式 ”GA > GB. 

J GA GC 

又 由 AB// CD 得 人 ABGO A 人 CDG .有 Lp ap: 

于 是 也 有 ”GC> GD. 从 而 有 AC> BD. 

12'34 长 为 1 的 两 条 线段 AB 和 CD 相交 于 点 O, 且 AOC = 
60". 试 证 ; AC + BD 之 1. 








(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 作 线 段 CB1, 使 CB1/AB 且 CBi= 
AB. 则 
四 边 形 ABBiC 是 平行 四 边 形 . 
从 而 AC= BB. 
在 全 BB1D 中 ,BD + BDI 宇 BID， 
即 AC+ BD>BID. 
其 中 等 号 在 D、B、B, 共 线 时 成 立 . 
由 AOC= 人 A 人 DCB1=60” 及 CD= AB= C8， 可 得 
全 CDBi 是 等 边 三 角形 ,从 而 BI1D=1. 
AC+ BD>1. 
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名 言 已 


12.35 一 个 正方 形 与 一 个 三 角形 有 同样 面积 ,这 两 者 中 哪 一 个 有 

较 大 的 周 长 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 《1) 对 任 一 个 全 ABC, 中 位 线 MN= qd, 高 AD=h, 以 dh 
为 边 作 一 个 与 AABC 等 积 的 矩形 P. 

显然 矩形 P 的 周 长 为 

2d+2h =ath t+h <at+bt+te, 

其 中 a +5+c 为 三 角形 的 周 长 . 

(2) 作 与 人 第 形 P 等 积 的 边 长 为 e 的 正方 形 Q. 则 和 矩形 P 的 周 长 为 


d +h, 
3 之 4 Vdh, =4 Ve =4e, 





2d +2h,=4x 
其 中 4e 为 Q 的 周 长 . 
故 三 角形 有 较 大 的 周 长 . 
12*36 试 证 ;对 于 任何 面积 为 1 的 凸 四 边 形 , 它 的 所 有 边 长 和 对 
角 线 的 长 度 总 和 不 小 于 4+y8. 
(奥地利 -波兰 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 记 AOB =a.， 由 已 知 Sapcp = 1， 


D c 
XX Sam= (OA* OB+ OB*OC+ OC.OD+ 
A p OD.: OA )sina 
<7(0A + OC)(OB + OD) 


1 1 (2 BP) 
一 一 一 一 全 二 一 ， 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
7 AC BD 7 ， 


AC + BD>v8. OD 
XX 2Sapp= SaAABc + SAapc + SaBcp + SAABD 


1 
即 2 = 了 (4B. BCsin ABC + BC CDsin BCD 
+ CD DAsin ADC + DA* ABsin DAB) 


1 
< (AB.BC+ BC:CD+ CD: DA + DA.: AB) 
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-本 (4B+ CD)(BC+ AD) 


< 工 (全 -CD+ BC+AD ) ， 
2 2 

从 而 4AB+CD+BC+AD 二 4. © 

由 中 .@ 得 AB+ BC+ CD+ DA + AC+ BD>4+ v8. 

12.37 一 个 四 边 形 在 边 长 为 1 的 正方 形 各 边 上 各 有 一 点 ,其 边 长 
为 a、.b、c.d. 求证 :2 人 a*+6*+c*+d* 太 4. 

(第 2 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 正方 形 PQRS. 


又 设 SC=x, RB=y, QA=u, SD=vw. ? 
则 - ) 
D 


CR=1-x, BQ=1-y, 
AP=1-%, PD=1- wv. B 
由 勾 股 定理 得 > 


a*+b*+c +d’ 
=x +v +t+(l~- r+y t+- yy ++(l-u) +(1- vwv). 
现在 考虑 f(x)= x +(1-x), 0 和 rl. 


j=22 27.1152 (2 4) ri] 


2 
当 0 委 x 委 1 时 ， 0<(z- 广 ) < 地， 


It 车 梁 


几 
何 
不 
和 
式 





1 . 
7 A(X)EL. 


1 
同 理 一 壕 y 十 (1 y)* 声 1， 


2 

又 Fu+ (1 uel 
1 

9 pn + (1—v) Sl. 


以 上 四 式 相 加 可 得 2a? + 6562+ c+ qd?<<4. 

12*38 《1) 已 知 凸 六 边 形 的 每 条 边 长 都 大 于 1. 问 :在 这 种 六 边 形 
中 总 能 存在 长 度 大 于 2 的 对 角 线 吗 ? (2) 凸 六 边 形 ABCDEF 的 对 角 线 
AD、BE、CF 的 长 度 大 于 2. 问 在 这 种 六 边 形 中 总 存在 长 度 大 于 1 的 边 
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准 高 二 


吗 ? 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] (1) 不 总 存在 . 

例如 ,在 边 长 为 2 的 正三 角形 的 各 边 上 向 形 外 作 高 为 二 的 等 腰 三 
角形 ,所 得 六 边 形 的 所 有 边 都 大 于 1, 而 所 有 对 
角 线 不 大 于 2. 

(2) 总 存在 . 

已 知 六 边 形 ABCDEF 中 , 若 AD>2, BE 
>2，CF >2，AD .BE .CF 中 总 存在 夹 角 不 小 


F 





KE 于 60“ 的 两 条 ,不 妨 设 为 AD .BE. 
过 万 .分 别 作 且 、ED 的 平行 线 ， 得 
[J BEDK, 
则 DK= BE>2, AD>2, /ADK2>60°. 
AK >2. 


但 AB+ BK 之 AK >2, 因 此 ,要 人 么 AB>1, 要 么 ED= BK>1. 
12.39 唔 六 边 形 ABCDEF 的 每 边 之 长 至 多 为 1, 求 证 :对 角 线 
AD BE 、CF 中 至 少 有 一 条 不 超过 2. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 考虑 下 面 六 个 和 : 


. ， LBAD+ LCDA, LEDA+ /FAD, 


LEBC+ADEB, LEBA+ /LFEB, 
EN LFCB+AAFC, LDCF + LEFC. 
AN 这 六 个 和 恰 为 凸 六 边 形 的 内 角 和 (6 - 2) ; 
E 8 180 = 720 ,因此 必 有 一 个 和 不 小 于 120"， 设 


BAD+ /CDA 守 >120". 
且 设 人 BAD=a, 了 CDA=8B. 有 
AD <.ABeosa + BC + CDeosBE1 + cosa + cosB 








at+pB a-pB oa—p 
=1+2 一 一 一 委 | 二 2. 
COS 7 COS 5 1 + cos 5 2 


12.40 ”把 边 长 为 1 的 正六 边 形 内 部 的 一 点 O 同 它 的 所 有 顶点 连 
结 起 来 .证 明 : 在 由 此 而 将 六 边 形 分 成 的 诸 三 角形 中 ,能 够 找 出 两 个 三 
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角形 来 ,它们 的 各 边 之 长 都 不 小 于 1. 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


[证 ] 设 正六 边 形 的 中 心 为 M. 如 图 . D 


则 M 必 属 于 个 OAB、 全 OBC.、 全 OCD 
入 ODE .人 OEF、 人 OFA 中 之 一 KAI 公 c 
不 失 一 般 性 , 设 M 在 全 OBC 中 , 则 1 
人 MBC 为 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 ,又 BC = KU > 
1, 显 然 0B>1,OC>1. 连 AD, 则 AD 过 M 点 . B 
在 人 OAD 中 ,OA + OD> AD=2 了 
OA 或 OD 中 至 少 有 一 边 不 小 于 1 , 故 
必 在 全 OAB .和 人 OCD 中 至 少 有 一 个 满足 各 边 之 长 不 小 于 1 的 要 求 . 
12.41 ABCDEF 是 让 六 边 形 ， 且 AB = BC, CD= DE, EF = 


FA ,证明 + 元 + 二 二 .并 指出 等 式 在 什么 条 件 下 成 立 . 


(第 38 局 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 ] 如 图 所 示 , 记 AC=a,CE=b,AFE=.. 
对 四 边 形 ACEF 运用 托 勒 密 不 等 式 ,得 
AC: EF + CE: AF>AE':CF. 











FA C 
= AF， 之 
EF FC at+b 
同 理 DE pb BC a 








DA a BE b+te 
,DE IA 4 0 C > 修 
BE DA FC b+e c+a cr+p 2 

要 等 式 成 立 ,必须 是 一 个 等 式 , 即 每 次 应 用 Ptolemy 不 等 式 时 也 
要 等 式 成 立 . 从 而 ACEF、ABCE、ACDE 都 是 圆 内 接 四 边 形 . 所 以 
ABCDEF 是 圆 内 接 六 边 形 且 a = 65=c 时 ,@ 式 是 等 式 . 

因此 , 当 且 仅 当 六 边 形 是 正六 边 形 时 ,等 式 成 立 . 

注 ”不等式 中 是 熟知 的 . 如果 不 知道 ,可 代入 x 二 at+b,yct+ta,z=b+ 
c ,此 时 不 等 式 具 有 形式 

1 /x+zC— T+ Yy—z 二 之 一 

7 
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i 





二 





= 一 ( 福 + 芝 t+ 芋 + 了 + 二 -3) 
rr 之 x 多 


(3 


之 


2 
2 
这 是 显然 的 . 
12-42 设 ABCDEF 是 上 是 六 边 形 , 满 足 AB = BC = CD, DE = EF 
= FA, 了 BCD= 人 EFA=60', 设 G 和 日 是 这 六 边 形 内 部 的 两 点 ,使 得 
人 AGB= DHE = 120°. 求 证 :AG + GB+ GH+ DH+ HE 之 CF. 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[证 1] 以 直线 BE 为 对 称 轴 , 作 CC 和 下 
关于 直线 BE 的 对 称 点 C 和 FF . 
于 是 ”个 ABC 和 公 DEF 都 是 正三 角形 ， 
Ff, CF’= CF. 
则 G 和 五 分 别 是 入 ABC 和 公 DEF 外 接 
圆 上 的 点 . 
由 托 勒 密 定理 得 
CG:AB= AG:C'B+ BG':C’A, 
FH:DE= HD:EF + HE.:F'’D. 
于 是 CG=AG+6GB, HF = DH+HE. 
则 AG+ GB+GH+DH+ HE=CG+GH+HFFCF= CF 
[证 2] 以 直线 BE 为 对 称 轴 作 G 和 开关 于 直线 BE 的 对 称 点 GG 
和 五 , 则 G 和 和 肆 分 别 在 正三 角形 BCD 和 正人 EFA 


的 外 接 圆 上 . 
由 托 勒 密 定 理 可 得 
CG =DG +BG, HF=AH +FEH. 
> 于 是 有 AG + GB+GH+DH+ HE 





=DG’+GB+GH+AH+HE 
=CG +GH +HF 
之 CEF. 

[证 3] 如 图 ,分 别 以 AB、DE 为 边 向 六 边 形 外 作 正 三 角形 ， 
全 4ABM 和 个 DEN . 

将 全 AGB 绕 A 道 时 针 旋 转 60' 至 全 AG“M, 则 全 AGG 为 正三 角 
形 . 
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则 AG=GG’， GB=GM. 

同样 将 全 EHD 绕 五 顺 时 针 方 向 旋 60" 至 
从 EH'N, 则 合 EHH 为 正三 角形 . 

于 是 EH= HH', HD= HN. 

连 MN , 则 多 边 形 AMBCDNEF 关于 轴 BE 
对 称 , 有 MN = CF. 

再 者 , 因 两 点 间 以 线段 长 最 短 则 有 

AG+ GB+GH+ DH+ HE 

-MG +GG1+GH+HH+HN 

宕 MN = CF. 

12.43 求证 : 若 凸 多 边 形 的 各 内 和 角 相 等 , 则 至 少 有 两 条 边 分 别 不 
大 于 它 的 两 条 邻 边 . 





(第 21 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[证 ] 用 有 反 证 法 , 设 至 多 有 一 条 边 分 别 不 大 于 其 两 邻 边 .我 们 将 该 
多 边 形 放 在 复 平面 上 ,使 其 最 长 边 的 一 个 端点 Al 与 原点 重合 , 男 一 个 
端点 A, 与 -=a 重合 (a = |AiA; |), 其 余 顶 点 顺 次 标号 为 A;, As， 


…,A, ,它们 对 应 的 复数 依次 为 z;, zy,…, <, .不 妨 设 最 短 边 为 ApAj +41 
(As 二 ) , 则 根据 所 设 前 提 有 
| ApAy <AIA CA A <AA AA,| QQ) 


和 |AAi+1l< [A-iAil< iA 2Ai-1|<*…< 1A,A;| 夺 |A1A,| © 
且 最 后 两 个 非 严 格 不 等 号 中 至 少 有 一 个 是 严格 的 . 
我 们 不 妨 设 arg(<3 a)= 和 ， 则 我 们 有 
> AAA | 一 | AkAk+i 上 ， oe x 


pt 


=- 之 (| A,- jn 一 +1] | 一 | AAA+1 |) ， 


将 上 式 两 端 和 式 的 每 一 项 都 乘 上 ei nl ” 得 


< .201 一 1 
2 AAA ITAA 1) er 


开 一 i 


= 之 (| A,- A —7+1 | 一 | AkAA+1 |) 





2 
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考虑 两 端点 各 项 的 虚 部 ,由 Abel 恒等式 知 ， 


此 一 ] 





S 2(z 一 大 
刀 > (1 AAA [一 | AAA sin 全 
i=1 
何 i 
~ 2(t— 上 kk 
才 一 (1 AAANAa TD)，>vsin 全 DALAL 
:=1 py 
"2(:—k 
AAA 1) 。 sin 本 
7 二 | 
< 0. 
同 理 可 知 右 端 和 式 >0, 了 矛盾! 


12.44 ”在 平面 上 给 定 一 点 O 和 一 个 多 边 形 下 ,下 不 一 定 是 凸 的 . 
为 FF 的 周 长 ,DD 为 O 点 到 下 的 各 顶点 的 距离 之 和 , 昌 为 O 点 到 下 的 


2 
”各 边 所 在 直线 的 距离 之 和 ,证明 :D?- FH 之 全 


(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[证 ] 设 下 各 顶点 依次 为 A1、A;、…、A,,O 〇 点 到 边 ApAj ;1 所 在 
直线 的 垂 线 的 垂 足 为 H;,k 一 1 2,，……， n( 视 A = Al). 由 勾 股 定理 ， 
有 . 





OAi — OHi = AH?, OAt;1- OHi= AIE2. 
4(D* — H’) 
=[(D+H)+(D+H)}:[(D- H)+(D-H)| 


= [oa 十 > om) + (PY OA + > om)] 
. (Pom 一 > om) 十 (DOA 一 > om 

= DOA +t OF) + POA + OH POA ~ OH 
+ DOA — OA1)] 


十 > Vv (OA,;1 + OP (OA 一 OH ) J 
人 = 1 
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Ai 十 PDA) 


即 D-H>. 
12.45 ”有 四 个 点 在 一 直线 上 ,它们 依次 是 A、B、C.、D. 求 证 :对 不 
在 这 直线 上 的 任意 点 E,AE+ ED+ |AB- CD|>BE+CE. 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 不 失 一 般 性 ,假定 4B 之 CD ,在 


AB 上 取 点 也， 
使 AP=AB-CGD. 连 EP, 取 有 BC 中 点 


O, 连 ED ,延长 到 F, 使 OF=OE, 连 FC、 4 了 8 0 


FD. AAA 
则 CF= EB, DF= EP, 
” DF+ED>FC+EC, .. PE+ ED>BE+CE. 
但 AE+AP>PE, .. AFE+ED+ AP>BE+ CE. 


即 AE+ ED+ IAB- CDIS>BE+CE. 

12*46 单位 正方 形 周 界 土 任意 两 点 之 间 连 一 曲线 ,如 果 它 把 这 个 
正方 形 分 成 两 个 面积 相等 的 部 分 , 试 证 :这 个 曲线 段 的 长 度 不 小 于 1. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 

[证 ] 设 M.N 是 正方 形 周 界 上 的 两 点 ,曲线 段 MN 把 这 个 正方 
形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 ,下 面 分 几 种 情况 讨论 : 

(1) 若 点 M 及 NN 分 别 在 两 条 对 边 上 (如 图 1) ,因为 连接 两 个 定点 
的 所 有 曲线 段 中 以 直线 段 为 最 短 ,所 以 MN 实 MN ,这 里 用 MN 表示 曲 
线段 MN 的 长 度 , 又 显然 MN 之 1， .，。 MN 宕 1. 

(2) 阁 点 MN 分 别 在 一 双 邻 边 上 (可 设 M 在 BC 上 ,N 在 CD 上， 
见 图 2)， 那么 MN 一 定 要 和 对 角 线 BD 相交 (否则 MN 分 成 的 两 部 分 显 
然 面积 不 等 ). 

_ 若 从 M 出 发 MN 与 BD 的 第 一 个 交 点 是 ， >, 作 ME 关于 BD 的 对 称 
图 MOE， 则 M' 在 AB 上 , 据 (1) 的 结果 有 MN = MEN = MEN>1. 
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(3) 若 点 MN 在 同一 条 边 BC 上 (M、 N 可 以 重合 ， 如 图 3) ,那么 
MN 一 定 要 和 BC 的 两 个 邻 边 的 中 线 EF 相交 (否则 MN 分 成 的 两 部 分 
面积 不 等 ). 若 从 M 出 发 MN 与 EF 的 第 一 个 交点 是 G， 作 MG 关 于 EF 
的 对 称 图 形 M'C, 则 M 在 AD 上 , 据 (1) 的 结果 有 MN = MGN = MGN 
之 1. 


SK 言 沁 


A D 机 M D 


| 
[An 
E FF 
“4 
B M C B XM N° 


图 ] 图 2 图 3 


12.47 平面 上 任 给 五 个 相 异 的 点 ,它们 之 间 的 最 大 距离 及 最 小 距 
离 之 比 记 为 4 ,求证 :A 这 2sin54° ,并 讨论 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
(中 国 离 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 





[证 ] 先 证 明 如 下 的 命题 : 
在 全 ABC 中 ,车 人 C 守 108* 有 有 < 所 0， 则 一 之 2sin54" ,等 号 当 且 仅 当 


C=108 日 a=p 时 成 立 . 
由 余弦 定理 有 
=a’+6 -2abcosCa’ + 6 — 2abcos108° 
之 2a2(1 ~ cosl108°) 一 4a2sin254? 
一 >2sin54"， 
a 
等 号 成 立 的 条 件 由 上 证 明 过 程 显然 可 见 . 
记 五 点 中 两 点 间 最 大 此 离 为 p ,最 小 距离 为 g ,下 面 分 几 种 情况 讨论 : 
1) 设 五 点 是 一 正 五 边 形 的 顶点 . 
因 正 五 边 形 每 个 内 角 为 108" , 且 五 条 对 角 线 长 相等 , 故 由 前 述 命 


起 ,得 
-了 -双生 攻 aastr 


2) 设 五 点 不 是 正 五 边 形 顶 点 ,又 分 两 种 情况 ; 
aj) 五 点 是 某 凸 五 边 形 顶 点 , 若 此 凸 五 边 形 有 一 内 角 >108", 则 存在 
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三 点 ( 设 为 A .B.C)， 

在 全 ABC 中 , 人 C>108",a 声 65, 于 是 4= 之 > 2sin54*， 

若 此 凸 五 边 形 每 个 内 角 = 108" , 则 必 至 少 有 两 相 邻 边 长 不 等 ， 即 存 
在 三 点 A、B.、C， 

在 全 ABC 中 ,C=108', 有 a 过 5b， 


于 是 A= 了 > >2sin54”. 


记 五 点 不 是 四 五 边 形 的 顶点 ,这 时 又 有 两 种 可 能 ， 
-种 是 有 三 点 共 线 , 则 显然 4% 宇 2>>2sin54"; 
另 一 种 是 某 点 五 在 其 余 四 点 A、B、C.D 为 顶点 四 边 形 (种 或 凸 ) 
的 内 部 (如 图 ) ,此 时 必 在 某 三 点 ( 设 为 A、B、C) 为 
顶点 的 三 角形 内 ,于 是 人 AEB、 人 人 AEC、 人 BEC 中 14， 
至 少 有 一 个 不 小 于 120"”， 
设 人 人 AEC 之 120" ,又 不 妨 设 CE 志 AE， 





2 AC .eo 
= 一 全 一 一 >2sin54”. 
于 是 之 [FE Sing 


综 上 所 述 ， 证 得 A 之 2sin54" ,等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 题 设 五 点 是 一 
正 五 边 形 的 顶点 . 
12.48 在 平面 上 任意 给 定 六 点 ,求证 :这 六 点 中 ,两 点 间 最 远 距 离 
与 两 点 间 最 近 距 离 的 比 不 小 于 Y3. 
(第 25 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[证 ] (1) 若 已 知 的 六 点 中 有 三 点 共 线 ,例如 点 B 在 线段 AC 上， 
则 不 等 式 
AC 之 2BC 或 AC 守 24B 
总 有 一 个 成 立 , 因 而 本 题 论断 正确 . 
(2) 大 已 知 的 六 点 只 能 构成 上 四 六 边 形 (如 图 ), 则 其 中 必 有 一 点 ( 设 
为 A) 位 于 其 他 五 点 构成 的 某 个 三 角形 ( 设 为 全 BCD) 内 . 
考察 人 BAC、 合 CAD 全 DAB, 则 其 中 必 有 一 个 三 角形 的 一 个 内 角 
不 小 于 120', 设 BAC 之 120°, 有 征 AC=6b 才 AB=c, 又 设 BC= a. 
在 全 ABC 中 ,由 余弦 定理 
a =b2+c2 一 2pccosA 
之 b? + c?— 2bccos120° 
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+ 
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=+ c+ bc2306. 


23. 

(3) 若 已 知 的 六 点 构成 一 个 凸 六 边 形 , 则 此 六 边 
形 必 有 一 个 内 角 为 不 小 于 120" 的 钝 角 , 由 (2) 的 计 
算 , 亦 可 证 明 结 论 正确 . 

12.49 点 Al,A2,…,A, 不 在 同一 条 直线 上 ,假设 已 和 Q 是 这 样 
的 两 个 点 (它们 不 同 于 Aj,A;,…, A,, 且 彼此 不 相 重 合 ), 使 得 AjP 
+4AP+…+4P=AQ+4Q+…+AQ=S. 求 证 :存在 这 样 一 个 
点 KK, 使 得 AIK+AK+.…+AK<S. 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1937 年 ) 
[证 ] 我 们 证 明 : 线 段 PQ 内 的 任意 点 都 可 以 作为 点 K. 


设 K 是 线段 PQ 内 的 任意 一 点 ,并 设 x = 


连 4K 并 延长 ,过 P 作 PB;// AiQ 交 AK 延长 线 于 Bi, 则 入 BiPK 
CD 人 AQK . 


注 言 志 





BK BP PK 


Ar 二 ”二 二 一 一 


AK -AQ KQ™* 
CE 即 BK=)14K，BP=AAQ. 
在 全 A;B;P 中 得 到 不 等 式 


AB= (1+A)AKAP+ BP= AP+ 


取 i==1,2,…,n, 并 把 个 不 等 式 相 加 ,注意 到 A; 不 在 同一 直线 
上 , 则 有 
(1+A)(AIK+AJK+:…+ A,K) 
<(AIP+AP++AP)+A(AIQ+ AQ+ :+ AQ) 
= (1+A)S. 

AIK+AK+:%…+A,K<S. 

12.50 在 3x4cm 的 长 方形 中 ,放置 六 个 点 , 试 
证 :总 可 以 找到 两 点 ,其 相距 不 大 于 VS$cnm. 

(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 我们 如 图 将 3x4 长 方形 分 成 五 个 区 域 ， 
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三 个 是 全 等 的 如 阴影 的 区 域 ,两 个 是 未 涂 阴 影 的 小 区 域 . 这 五 个 区 域 中 
任 两 点 间 最 大 距离 均 不 超过 v5. 

现 放 入 六 个 点 ,根据 抽 居 原则 ,至 少 有 两 个 点 属于 同一 个 区 域 ,这 
两 个 点 间 的 距离 就 不 大 于 V5em. 

12:51 有 一 个 扳手 ,其 孔洞 形状 是 一 个 边 长 为 a 的 正六 边 形 , 要 
求 能 够 用 它 来 拧 松 一 个 截面 形状 是 一 个 边 长 为 5 的 正方 形 的 螺母 .为 
使 问题 有 解 ,线段 长 a 与 应 满足 什么 样 的 条 件 ? 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 

[ 解 】 当 且 仅 当 满足 下 列 条 件 时 ,才能 拧 松 螺母 ; 

( 蕊 螺母 (正方 形 Q) 内 接 于 扳手 的 孔洞 (正六 边 形 S ); 

(2) 在 旋转 扳手 时 ,扳手 要 “ 抓 住 ”螺母 ,这 导致 下 列 条 件 :螺母 的 两 


第 
点 间 的 最 大 距离 亦 即 正方 形 Q 的 对 角 线 , 大 于 扳手 孔洞 的 两 点 间 的 最 + 
小 距离 亦 即 六 边 形 S 的 对 边 间 的 距离 . 全 二 
设 bo 是 可 以 放 进 六 边 形 S 中 的 最 大 正方 形 的 边 长 ， F 
于 是 条 件 (1) 可 以 表示 成 不 等 式 5 魏 如 ， 式 





条 件 (2) 可 写成 不 等 式 5b Via V3. 或 p>ar/ 2 


合并 这 两 个 不 等 式 得 “a 和 /<b<bo. cP 


下 面 求 20. RAY 


为 此 ,我 们 证 明 :能 改进 正六 边 形 S 中 的 最 大 Be 
ve 








正方 形 是 这 样 的 正方 形 ABCD , 它 的 边 分 别 平行 于 
六 边 形 S 的 两 条 对 称 轴 , 而 顶点 落 在 六 边 形 的 边 
上 . 

设 Q 是 能 放 进 六 边 形 S 中 的 任意 一 个 正方 形 . 

第 一 种 情形 : 正方 形 Q 的 中 心 与 正六 边 形 的 中 心 O 相 重 合 , 正 方 
形 Q 的 两 条 对 角 线 位 于 互相 垂直 的 两 直线 MP 和 NR 上 . 

MP 和 NR 把 六 边 形 分 为 四 部 分 ,这 四 部 分 中 的 某 些 部 分 包含 六 
边 形 S 的 整 条 边 , 所 以 直线 MP 和 NR 与 六 边 形 的 六 条 边 中 的 不 多 于 
四 条 边 相 交 . 

设 人 MON 含有 正六 边 形 S 的 边 KL. 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 正方 
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形 ABCD 的 边 AB 平行 于 六 边 形 的 边 KL (不 然 的 话 , 可 以 将 正方 形 
ABCD 绕 〇 旋转 一 个 适当 的 角度 ). 

此 时 ,或 者 线段 OM .ON 与 线段 OA 、OB 重合 ,从 而 OM = 04， 
或 者 线段 OM .ON 之 一 (比如 线段 OM) 落 在 4AOB 内 ,从 而 OM < 
OA4 ,在 这 两 种 情况 下 都 有 OM 和 OA4. 

除 此 之 外 ,正方形 Q 的 对 角 线 不 大 于 线段 PM = 2OM , 据 上 面 所 
证 ,PM2OA 或 PM 和 4C ,因此 正方 形 Q 不 大 于 正方 形 4BCD. 

第 二 种 情形 ; 正方 形 Q 的 中 心 工 不 与 正六 边 
形 S 的 中 心 O 重合 . 

我 们 将 正方 形 Q 沿 向 量 TO 平行 移动 ,得 到 与 
正方 形 Q 全 等 但 中 心 在 点 O 的 正方 形 Qj. 

没 K 是 正方 形 Q 的 任意 一 点 ' 工 是 点 K 关于 了 


Ea 


也 属于 S, 于 是 M 1 也 属于 S. 
由 于 正六 边 形 S 是 一 个 凸 图 形 , 因而 连接 六 边 形 S 的 两 点 M, 开 


的 线段 中 点 Ki 也 属于 六 边 形 S. 由 于 KKi -= TO, 所 以 点 Ki 是 点 KK 
在 上 面 所 作 的 平移 变换 下 的 象 . 

因此 ,正方 形 Q 在 上 面 的 平移 变换 下 的 象 Q 在 正六 边 形 S 的 内 
部 . 

再 由 第 一 种 情形 ,正方 形 Q， 不 六 于 正方 形 4BCD ,所 以 正方 形 Q 
不 大 于 正方 形 ABCD. 

由 以 上 ,wo 等 于 正方 形 ABCD 的 边 长 . 


1 
在 ADEF 中 ,DF= 广 bo， EF=a -本 2， DEF=60*， 于 是 
之 = (< 了 0 


2 
2 Y3a 
即 pb =(3— Vy3)a. 
0 4] ( 3) 


因此 , 当 且 仅 当 a 、& 适合 条 件 
V3a 


<b<(3-v3)a. 
万 (3—Y3) 
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扳手 能 够 拧 松 螺母 . 
12.52 ”在 桌子 上 放 着 50 块 准确 走时 的 手表 , 试 证 :在 某 一 时 刻 ， 
从 点 子 中 心 到 分 针 末端 的 距离 之 和 大 于 从 桌子 中 心 到 手表 中 . 心 的 距离 
之 和 . 
(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 】 设 第 i 块 表 在 时 刻 1 与 :+ 30 分 钟 端 
点 位 置 为 A; 和 B;, 第 i 块 表 的 中 心 位 置 为 O;, 桌 


子 的 中 心 为 0. 这 时 ,对 任意 ;有 OO 去 本 (OA4 

+ OB ) 显然 ,在 某 个 时 刻 A; 和 已 不 在 直线 OO 

上 , 即 50 人 下 人 于 少 有 一 个 是 严格 的 . 从 而 有 
> oo < 二 io + > op) 


要 么 oo + 00 OOw<OA LOA OA 成 立 ， 
要 么 ”OO1+ O00;+…+ OOw%<OBi+ 0OB;+… + OBsg 成 立 . 





3. 直线 形 与 圆 中 的 线段 不 等 式 


12.53 ”如 图 , NS 是 圆 O 的 直径 , 台 AB 和 
NS 垂直 , 昌 交 NS 于 M,P 为 弧 ANB 上 异 于 NN 的 
任 一 点 , PS 交 AB 于 RR, PM 的 延长 线 交 圆 O 于 0 - 
Q .求证 :RS> MQ 4 2 

(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) ‘fF 

[证 ] 作 MK 人 RS, 连 接 QK .KS .QS. 

KSRM 为 平行 四 边 形 , KS// MR ,而 MR 
NSs, 所 以 KS | NS, 从 而 KS 是 OO 的 切线 . 
LQPS= /QSK. 
XxX MK/ RS, 则 AQMK = /QPS. 


因此 ”人 QMK = 人 QSK, 故 QK.S.M 四 点 ‘Ne A 
共 圆 ， 日 MK 为 此 圆 直 径 . yA 


则 有 一 MQK =90 ,MK > MQ. 
RS > MQ. 
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12:54 在 圆 O 内 , 弦 CD 平行 于 强 EF, 旦 与 直径 AB 交 成 43" 
角 . 若 CD 与 EF 分 别 交 直 径 AB 于 P 和 QQ, 且 圆 O 的 半径 长 为 1, 求 
证 :; PC': QE + PD.' QF<2. | 


六 言 忆 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 
[证 1] 作 OM CD, 连 0C, 则 CM = MD， 


~ ~ PM= MO. 
[XY PC + PD’ = (CM - PM)*+ (MD + PNM) 
/AY =2(CM2 + PMY 
=2(CM?+ MO)? 

=200*=2, 

同 理 ”QE* + QF*=2, 

”2PC:QESPC’ + QE’, 2PD': QF<PD’+ QF’, 

2{ PC QE + PD: QF)<PC’ + QF’ + PD? + QF: 
= (PC*+ PD’)+ (QE + QF)=4. 

PC: QE + PD': QF<?2. 

仅 当 PC = QE 及 PD = QF 时 ,上 式 等 号 成 立 . 

如 等 号 成 立 , 则 PC 人 QE, PD 人 QF, 从 而 PCEQ 与 PDFQ 
都 是 平行 四 边 形 , 即 : 

CE// PQ/ DF ,有 年 CDEF 是 矩形 ,这 与 CD 、EF 与 AB 交 成 45" 角 
矛盾 ,因此 等 号 不 能 成 立 , 即 

PC: QE + PD: QF <2. 

[证 2] 过 OO 人 和 作 CD、EF 的 垂 线 ,分 别 交 CD、 
EF 于 M.N, 则 

CM = MD, EN= NF, PM= MO, 

QN = NO. 

令 LCOM=a， 人 EON=B8B， 有 

PC= CM - PM= CM — MO= sina — cosa, 
QE = EN + QN= EN + NO= sinp ~ cosp, 
PC*: QE = sinasinf — sinacosB — cosasinf + cosacosB, 
PD= MD + PM = CM + MO = sina + cosa, 
QF= NF ~ QN = EN -— NO = sing + cosB, 
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PD QF = sinasing + sinacosB + cosasing + cosacosp, 
于 是 PC: QE + PD: QF =2(cosacos8+ sinasin8) 
=2c0s(B ~ a) 委 2. 

仅 当 B= wa 时 ,上 式 等 号 成 立 , 但 当 86=a 时 ,EF 与 C 重合 ,与 题 设 
不 符 , 故 等 号 不 能 成 立 ， 

BB PC:QE+ PD:QF<2. 

12*55 在 和 公 ABC 的 边 相 切 的 四 个 圆 ( 一 个 内 切 圆 ,三 个 旁 切 
圆 ) 中 ,我 们 研究 和 边 AB 相 切 的 两 个 圆 (两 个 切 点 在 顶点 A 和 BB 之 
间 ). 求 证 :这 两 个 圆 的 半径 的 几何 平均 值 不 超过 边 AB 的 长 的 一 半 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1927 年 ) 
[证 】 设 和 全 ABC 三 边 的 长 BC=a,CA=5,AB=rc ,内 切 圆 半径 为 


/ ,AB 边 的 旁 切 圆 半径 为 ,三 角形 ABC 的 半 周 长 为 p= 和, 面 


1 十 加 


积 为 3S, 又 设 AB 边 的 旁 切 圆 网 心 为 Oc-, 则 


1 1 1 
= 二 me+ 二 恤 + 一 天 
S 7 7 7 7 人 


包 
何 
不 
等 
式 





= r(atbte) 





= rp. 
1 ， 
万 一 方面 S = SAA00+ SApOC— Sa0AB = HF ratb- ce) 
=r.(p—c). 
于 是 r= 这 >, /= 
p pe 
_ 5S pl(p-a)(p~6)(p-e) 
rr. 一 二 
plp~e) plp- ce) 


=(p-a)(p-6)<| Le | = (5). 


即 Vm. 
12.56 求证 :任何 非 等 腰 三 角形 的 角 平 分 线 都 位 于 自 同一 顶点 引 
出 的 中 线 和 高 之 间 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1939 年 ) 
[证 ] 设 4D 是 人 A 的 平分 线 ,AE | BC 于 FE,M 是 BC 的 中 点 . 
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作 公 ABC 的 外 接 圆 @O, 设 OM 的 延长 线 与 

QO 交 于 FF. 

由 OM | BC 知 BF = FC, 故 下 在 AD 的 延长 
Cc 线 上 . 
又 AE// OM , 故 知 DD 在 M.E 之 间 . 

12.57 XX 是 人 ABC 的 BC 边 上 一 点 ,Y 是 AX 
与 人 4BC 外 接 圆 的 交点 .证 明 或 否定 : 当 XY 的 长 
为 最 大 时 ,4X 位 于 从 4 点 引出 的 中 线 和 BAC 的 平分 线 之 间 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 不 妨 设 4B 委 AC 

奇 AP 是 人 BAC 的 平分 线 , AM 是 BC 的 中 线 ， 
P 和 M 在 BC 上 . 

设 直 线 AP 交 外 接 圆 于 Q ,直线 AM 交 外 接 圆 
于 N. z z 

(1) 如 果 义 在 M 与 C 之 间 , 则 

AX: XY = BX. XC< BM: MC= AM-: MN. 
AX>AM, .. XY<MN. 

(2) 如 果 X 在 忠和 已 之 间 , 则 

AX: XY = BX. XC< BP': PC= AP.:PQ. 

若 AX>AP, 则 XY<PQ. 

若 4X 委 4P, 若 上 是 切 点 在 Q 的 外 接 圆 的 切线 , 则 1/ BC, 从 而 
个 PAXO 人 QAZ. 其 中 Z 是 AX 与 切线 上 的 交点 . 

因为 4AX 近 AP,， 有 XY< XZ 志 PQ. 

由 (1) (2), 当 X 不 在 PWM 上 , 则 XY 不 能 最 大 ,因此 ,假如 XY 最 
大 , 则 X 必 位 于 线段 PM 上, 即 AX 在 AP 与 4AM 之 间 . 

12.58 求证 :在 一 个 非 钝 角 三 角形 中 ,其 最 大 的 高 不 小 于 其 内 切 
圆 半径 与 外 接 贺 半径 之 和 . 


4 ( 邹 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 入 4BC 的 外 接 圆 圆 心 为 O, 半 径 为 
R ,内 切 圆 半 径 为 ,AB=c,BC=a,CA=6b, 有 日 AB 
FD > Cc 上 的 高 为 h. ,BC 上 的 高 为 hh,CA 上 的 高 为 六 .面积 
为 S, 三 角形 的 半 周 长 为 p. 
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又 设 BC 上 的 高 hh 为 最 大 的 高 , 即 BC 边 最 小 ， 
过 O 作 OPD1LBC 于 D,OF1AC 于 下 ,OE | AB 于 E. 
由 托 勒 密 定理 及 三 角形 中 位 线性 质 得 

OB': DE = OD' BE + OE': BD, 


C a 
一 R=0OD': 一 +OE.: 一 

即 5 R= OD 7 OFE 2， 
C pb a 

同 一 R=OD: 一 + OF: 二 

可 理 > 上 OD 5 OF 7， 
a | Cc 
一 R= OE:——+ 一 
2 R= OFE 3 OF 


1 
XX S=pr = 3 (OD'at+ OE.c+ OF:6) 






41 十 加 


a pb C 
民 十 三 慌 :一 十 民 一 一 十 民 一 -十 
( r)p 2 下 2 R 5 rp 


= (OD+ OE + OF): 


= (OD':OFE+OF)Dp. 
即 OD+OE+OF=R+r. 
由 于 OD:a + OE:c+ OF5=2S, 则 最 大 的 高 为 
_2$ OD':!at+ OF:c+ OF':b 
= 全 -人 
~OD'a+OE'a+OF'a 
人 
= OD+ OE+ OF 
=R+ir. 
12'59 目 全 ABC 的 顶点 A 任 作 一 直线 ,与 人 A 内 的 旁 切 圆 相 交 
于 PP 和 Q, 试 证 :AP+ AQ>AB+ BC+ CA. 
《中国 陕西 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 如 图 ,人 是 切 点 . 


4P.AQ=AT2 = (SA) 


2 

= 常量 ， 

AB+ BC+CA 
2 


at+pbpte 


和 己 


h 








当 AP= AQ= AT= 
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何 
着 





AP + AQ 有 最 小 值 ,其 值 为 AB+ BC+ CA. 
AP+ AQ> AB+ BC+ CA. 

12.60 假设 P 是 锐角 公 ABC 内 不 和 外 接 圆 圆心 重合 的 任意 一 
点 .求证 :在 线段 AP、BP、CP 中 ,有 一 个 线段 的 长 大 于 R, 还 有 一 个 的 
长 小 于 R( 这 里 RR 是 人 ABC 的 外 接 圆 的 半径 ). 

《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1930 年 ) 

[证 1] 假设 O 是 入 ABC 的 外 心 因为 点 O 到 
人 4BC 的 三 个 顶点 的 距离 都 等 于 尺 ,于 是 本 题 等 价 
于 :在 三 角形 的 顶点 之 中 ,有 一 个 顶点 到 点 P 的 距 
， ， 离 比 到 点 O 的 距离 近 , 还 有 一 顶点 到 点 PP 的 距离 比 

到 点 O 的 距离 远 . 

作 OP 的 垂直 平分 线 , 则 垂直 平分 线 上 的 任意 

一 点 与 O 和 PP 的 距离 相等 ,因此 ,在 这 直线 O 点 一 侧 的 点 到 PP 的 距离 
比 到 O 的 距离 远 , 相 反 , 在 这 直线 PP 点 一 侧 的 点 到 PP 的 距离 比 到 0O 的 
距离 近 , 我 们 只 需 证 明 : 

在 OP 中 午 线 的 两 侧 都 至 少 有 一 个 人 ABC 的 顶点 即 可 . 

事实 上 ,因为 和 全 ABC 是 锐角 三 角形 ,所 以 外 心 O 在 三 角形 的 内 
部 ,因此 线段 OP 的 中 点 也 在 三 角形 的 内 部 ,从 而 线段 OP 的 中 牌 线 通 
过 和合 ABC 的 内 部 ,并 和 它 的 边 有 两 个 交点 ,这 两 个 交点 中 至 少 有 一 个 
不 与 三 角形 的 顶点 重合 ,这 个 交点 所 在 的 三 角形 的 边 的 两 个 端点 即位 
于 OP 中 垂 线 的 两 侧 . 

[证 2】 首先 证 明 下 面 的 结论 : 


在 三 角形 内 部 或 边 上 (但 不 是 三 角形 的 顶点 ) 
E ”的 任意 一 点 到 两 个 顶点 的 距离 之 和 小 于 相交 于 第 
CC 一 人 三 个 项 点 的 三 角形 的 两 边 之 和 


事实 上 AC+CB=(AC+CE)+BE 
之 AE + BE 
= AD+ (DE + BE) 
宇 AD + DB. 

由 以 上 结论 可 知 ; 

设 己 在 和 4OB 内 , 则 

AP+ PB< AO+ 0B=2R, 
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于 是 AP 和 PB 中 较 小 的 线段 一 定 小 于 外 接 贺 半生 民 . 

又 OO 在 A4PC 内 , 则 AP+ PC>AD+0OC=2R. 

于 是 AP 和 PC 中 较 大 的 线段 一 定 大 于 外 接 圆 半 径 民 . 

12.61 在 全 4BC 中 ,了 人 B、 人 人 C 的 平分 线 分 别 交 对 边 于 B 、C . 求 
证 :直线 BC 与 人 ABC 的 内 切 圆 相 交 . 

(奥地利 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 [ 为 人 ABC 的 内 心 ,过 1 作 i 六]BC 
于 D,IELBC 于 E. 设 ID=r, IE=h. 

由 于 BC + 人 ICB = 一 CI 

1 


= 7 LABC+ ACB, 


所 以 . LIB'C' 与 CIC'B' 中 必 有 一 角 不 大 于 人 ABC 与 了 





AcCB 中 的 较 大 者 ,不妨 设 二 IB'C’<7 LABC. 


站 1 
h_ IB'sinlIBC _ n> LABC 
IBsin 了 ABC LIBsin 2 LABC 
AB'+BC__AC 


本 | 
CC 
OO 


又 


r 


于 是 hh 之 7. 因 此 直线 BC 与 人 ABC 的 内 切 圆 相交 . 
12.62 求证 :直角 三 角形 的 内 切 圆 半径 + 小 于 任 一 直角 按 的 一 半 
和 和 斜 边 的 四 分 之 一 . 





《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1925 年 ) 
[证 】 设 直角 公 ABC 中 ,一 C 为 直角 ,了 A、 人 B.C 的 对 边 依次 
为 ac, 则 a<c,p<ec. 
又 直角 三 角形 内 切 圆 半径 等 于 两 直角 边 之 和 与 斜 边 的 差 的 一 半 , 即 


-一 270 

-2 

&_ af+o-c a b-c 
由 > 2 7 7 7 < 0 
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站 入 六 已 


i 





同 理 > 蕊 一. 


2 
< 出 CC _2c+20 一 3 
考察 r 7， 则 r 


由 于 a=csinA ,65= ccosA， 
则 2a +26—3c=2c(sinA +cosA)—3c 


=2V2c (sinA + )-3c<2V2-3<0. 


eu 高 己 


于 是 /<—. 
4 
12.63 如果 三 角形 不 是 钝 角 三 角形 ,那么 它 的 中 线 之 和 不 小 于 外 
接 圆 半径 的 4 倍 . 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 设 G 是 入 ABC 的 重心 . 
因为 入 ABC 是 锐角 三 角形 或 直角 三 角形 ,所 以 其 外 心 O 或 者 在 
三 角形 的 内 部 或 者 在 某 条 边 上 .因此 外 心 O 至 少 属 
于 和 G4AB,AGBC, 人 GCA 中 的 一 个 ,为 了 确定 起 
见 , 设 外 心 0 在 全 GAB 内 (或 AB 边 上 ). 

因为 人 04B 在 人 GAB 的 内 部 , 则 有 

GA + GB 之 OA + OB, 
其 中 等 号 仅 当 G 与 O 重合 时 成 立 . 
又 设 和 全 ABC 三 边 中 线 为 mx 、m, 、m., 则 有 
2 


2 
3 Me 十 本 70 一 及 + R=2R, 


B+ m3R, 
在 点 O 与 点 Ci 重合 , 则 m= RR, 此 时 有 
ma + my + pi, 4R. 
大 点 O 不 与 点 Ci 重合 , 作 OC 的 中 垂 线 /, 则 O 与 C) 关于 直线 
! 对 称 ,而 C 与 O 在 ! 的 一 侧 ,Ci 在 ! 的 另 一 侧 ,显然 有 CO< CGO， 
即 px 请 R. 亦 有 m+ m+ m. 关 4R. 
12'64 设 S, 工 分别 是 入 ABC 的 外 心 和 重心 , M 是 公 ABC 所 在 








平面 内 的 一 点 ,满足 << SMT < 7 ,又 4 .Bi .Ci 分 别 是 AM 、BM 、 
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CM 与 外 接 圆 的 交点 .求证 :MA + MB + MCI 疡 MA + MB + MC. 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 


[证 ] 设 外 接 圆 半径 为 尺 .由 相交 弦 定 理 

MA*: MA! = MB: MB = MC: MCI=(R+ MS)(R- MS) 
| = R* ~ MS’?=&. 

记 F(M)= (MAI+ MB,+ MC)- (MA+MB+ MC). 


1 1 1 ): 
= 二 一 一 二 一 一 十 十 
F(M)= (一 Mc ‘k-(MA+MB+ MOC) 


=| -3 (MA + MB2+ MC2) | 

1 1L < 1 2 2 2 

(tt + (MA + MB* + MC2) 

rt). 

(tt (MA + MB+ MOC). 

由 Leibnitz 公式 有 
3MT’= MA? + MB? + MC2- (a? | b* + c’). 
其 中 cc 是 全 ABC 的 三 边 长 . (该 公式 易 用 解析 几何 证 明 ) 所 以 
k— (MA?+ MB?+ MC’) 


1 
= 及 2 一 2 -一 
MS 3 


了 1 了 
RD TO to) MS MT 








[3MT2+ a+ 六 十 2) | 


= ST* — MS* -MT 


由 了 入 LSMT<x 得 ST2 - MS2 ~- MT2 过 0 
(MA2+ MB2+ MC5 | (Ti + + >0 
3 MA MB MC/™ 


又 了 (MA2+ MB?+ MC) (i + lt) (MA+ MB 


MA' MB! MC 
+ MC) 
1 MA MB 2) 
一 一 一 十 一 | 
s (MA + MB) (Ms + i - + (MB+ MC) 
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MB MC ) (2 MB ) 
“| 一 一 十 一 一 一 一 一 十 一 一 一 2 | 之 0. 
( 2|1+(MAT+ MO) 7 2 j 之 0 


于 是 F(M) 之 0, 即 MAI+MBI+MCI 记 MA+T MB + MC 

12.65 试 证 : 设 公 ABC 中 ,了 A、 了 B.C 的 三 条 角 平 分 线 分 别 

交 公 ABC 的 外 接 圆 于 点 Ai Bi Ci, 则 44 + BBi:+ CC1>AB+BC+ 
, CA. 


三 


(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 我 们 证 明 AA,> 洁 > 


连 AIB、 AIC. 由 AA4I 是 人 A 的 平分 线 可 知 ， 














| AB= AIC， 从 而 4B=4iC> 呈 
由 托 勒 密 定 理 得 
AAA BC = AB.:AIC+ AC:AIB 
=AB(AB+ AC)> A 
AB+A 
于 是 44i= 7 C 
十 
同 理 BB > Cc> 


三 式 相 加 得 ”AA, + BBi+ CC1>5(AB+ BC+ CA). 


12:66 试 证 :对 全 ABC 内 任 一 点 P, PA + PB + PC 至 少 为 
全 ABC 的 内 切 圆 半 径 的 6 售 . 
《加拿大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] (1) 若 全 ABC 的 各 角 均 小 于 120”. 


4 这 时 ,在 全 ABC 内 存在 费 尔 马 点 下 ,满足 
z LAFB= /BFC= /CFA = 120°, 
LN 并 且 PA+ PB+ PC 在 PP 与 下 重合 时 最 小 . 


B C 设 FA=x,FB=y,FC= xz,AB=¢c,BC=a, 
C4=, 则 由 余弦 定理 可 得 


V3 
a 三 Vy + tw 7 (y+2), 
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ey 


_. 3 
p= V te tr (r+), 


c= V FT 
设 和 全 ABC 的 内 切 圆 半径 为 7. 则 


Sange= Ir(atb+e), 


] 。 
SDAAFB = 7 xysinl20 = 


2 


2 
4 
3 
Sa yesinl20'= Sy 
_3. 


1 。_ Y3 
SAcra = ~ rsinl20 一 4 i. 


2 
于 是 由 SAABC = SAAFB + SABFC + SACFA 


得 Byt yt er)=r(atbte). 


(Styter 3 ryt wt er 
“2 at+pb+i+ec 2 3(x+ytz) 
1 rxyt+ywter 
2 ztytz 

由 (x+yt+z) =x +y +z +2ryt+2yr+22r 

3(Xy+ ye + zr ). 


XYy+ Yt A+ y+ 
r+t+ytxz ~ 3 ， 
即 6r 夺 T+ y+zPA+ PB+PC. 


(2) 若 合 ABC 有 一 个 角 不 小 于 120"， 

不 妨 设 人 A 之 120". 

这 时 , PA + PB + PC 在 P 与 A 重合 时 最 小 ,上 面 的 证 明 仍 然 有 
效 ,只 和 需 注意 + =0, y=c,z=6， 并 将 一 些 等 号 改 为 “过 "号 妈 可 . 

12:67 ”如 图 , 设 公 ABC 的 外 接 圆 O 的 半径 为 R, 内 心 为 1, 人 B= 
60"， 了 A< 人 人 C, 人 A 的 外 角 平 分 线 交 圆 O 于 五 , 试 证 : 

(1)10= AE.; 
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多 - 妇 兴 言 忆 


1 十 种 





(2)2R<IO+IA+ IC<(1+Y3)R. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 


[证 1] (1) 如 图 1, 设 射线 BI 与 圆 O 交 于 
SS  M, 连 结 MA 、MC, 易 知 M 为 AC 的 中 点 , MA = 
MC 
y 连结 QA、 OC、OM. 易 知人 AOM = 一 B = 
60°, 
” 一 角形 MR MA 
Bea 全 AOM 为 正三 角形 , MC = MA = MO 
| 由 了 是 入 ABC 的 内 心 , M 是 4C 的 中 点 , 知 


LMA1= (LA+LB)= LMIA, 

有 MI= MA=R. 

故 A、O、ITC 在 以 M 为 圆心 ,R 为 半径 的 圆 M 上, 圆 M 与 圆 O 
为 等 图. 

设 “AI 的 延长 线 与 BCG 交 于 上 ,连结 EF 

因 AF 、AFE 分 别 为 人 A 及 其 外 角 平 分 线 ， 

故 FE4F 为 直角 ,EF 为 圆 O 的 直径 ,又 

LOFA= /OAF= /OCl. 


依 “在 同 圆 或 等 俩 中 ,相等 的 圆周 角 所 对 的 弦 相 等 ”, 即 知 
AE = 10. 
(2) 如 (1) 中 所 述 , 圆 M 与 圆 O 是 等 圆 .在 圆 M 中 ， 


IO =2Rsin LIMO=2Rsin (LIMA — OMA) 


1 
-2Rsin 7 (C-60) =2Rsin( 7 C-30°) ， 


IA =2Rsin LIMA =2Rsin 7C, 


IC=2Rsin 7A. 
IO+IA+IC 


/1 | .1 1] 
= ;in{ CC— +sin 一 C+sin 一 
2R| sin( 7 (一 30 Sin 7 C+ Sin 7 和 
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-2R [sn( 3c-30) +2sin4(C+A)eon(C-A)] 
=2R|s (3c-30°)+ 1 (go -二 cr4) 
sin 7 sin 4 4 


1 ( ,。 1 1 ) 1 ( ,3 1 ) 
~=2R'2sin 一 + 一 C+ 一 Aj cos 一 -二 C+ 一 
2R'2sin 7 60 4 C 直人 COS 5 120 4 C 1 人 4 


~2R'2sin45’ cos = (150° — C) 


=2 V2 Rsin(15 + 二 C] 


由 了 A< 人 LC 知 60'< 人 LC<120， 
有 30'<T <LC<60", z 
而 sn75"= + ， 

故 2VI Rsin4$< IO+ IA+ IC<2Y2 Rsin75 . 

此 即 2R<IO+IA+ IC<(1+y3)R. 

[证 2] (1) 如 图 2, 设 射线 BI 、AI 分 别 与 圆 
O 交 于 M 及 下 上 , 易 知 M 为 AC 的 中 点 ,连结 OA、 
OM 、4AM 

由 了 AOM= 人 B=60 

知人 OAM 为 正三 角形 , 目 一 AMO=60 ， 有 
/AMB= /CC. 

有 一 MO =AMB -AMO 

= /A/C-60. 。 图 2 

连结 EF 、FB. 

因 AF.、AE 分 别 为 A 及 其 外 角 的 平分 线 , 故 人 EAF 为 直角 ,EF 
为 圆 O 的 直径 . 


LAEF= /ABF= LB+5 LA. 









则 ”过 AOE =180"-2( LB+ LA)= LC-60° 


/IMO= /AOE, 
从 而 ”两 等 腰 三 角形 人 MIO 儿 人 OAE， IO0= AFE. 
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(2) 连 结 OC. ~A4AOC=2 一 B=120”， 


1 1 、 
有 OO4C=OC4A =30 ， AIC = LB+tFAA+T LC 


= 120". 
了 AOC= 人 AIC, 故 A.OIT.C 共 圆 
/LOCI= /OAF= /OFA; 
LOIC=180° -OAC = 150"; 
且 了 AIO=AACO=30” 得 OIF= 150". 
人 OICQLAOIF, IC= IF. 
如 (1) 中 所 述 ,了 EAF 是 直角 ,EF 是 圆 O 的 直径 ， 
IO+ IA+IC =AE+AF=2R(sin OFA + cos/ OFA) 
=2v2 Rsin( /OFA + 45°) 
=2V2 Rsin( LOAF + 45°) 


=2 2 Rsin( 30" -4 +45"】 


=2V2 Rsin| 75 -了 (120-C) | 
=2V2 Rsin(15°+3C). 
由 人 A<AC 知 60 < 一 C<120"， 
v2+y6 
4 ， 
故 2V2 Rsin45°<IO+ I4+IC<2V2Rsin75"， 
此 即 2R<IO+1IA+1IC<(l+y3)R. 
[证 3] (1) 延 长 Al 交 BC 于 点 了 D, 连 结 OA、 
OC .OD .OF. 
… AT 和 AF 分 别 平分 人 4A 及 其 外 角 ， 
了 EAD=90'.，.. EOD 为 一 条 直径 . 
/AOC=2/B= 120°, 


有 30"< 记 LC<60", 而 sin75°= 





AIC =180°— (LBAC+AACB) 


= 180"— (180' -人 B)= 120 ， 
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4、O、C 四 点 共 园 . 
., ICO=/IAO0= /IDO, LOIC=180° -OA4AC=150 . 
在 全 OIC 中 应 用 正弦 定理 有 





】 = PE =2Rsin OCI =2Rsind ODI= AE. 
(2) … LOID =180 -一 OI4=180 -LOCA 
=150 = 人 OIC. 
OIDSEAOIC. .. JID=IC. 


.. 2R= FD< AE+EFD= AE+ AI+IC. 
记 IJCO=a， 于 是 有 
AE + AD = 2R(sina +cosa ). 






第 

0 . . 

a = 30 2 A<30 9 几 一 
AFE+AD=4Rsn4g cos(43 — a)< 4Rsin4S’ cosl19- 天 
=2R(sin60* + sin30°) = (1 + Y3)R. 


2R<IO+ IA+ IC<(1+V3)R. 
12.68 在 锐角 和 ABC 中 ，AC=1,AB=c， 公 ABC 的 外 接 圆 半 
径 长 民 委 1. 求证 :cosA < CcosA +V3 sinA. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 由 余弦 定理 得 
BC*= AC* + AB* ~2AB: AC:cosA 
=1 +c*—2c'cosA, 
又 由 正弦 定理 得 BC =4R’sin A， 
于 是 1?+c ~2c'cosA=4R? sin A. 
0<RE1l, .. R<I. 
从 而 
1 +c ~—2ec:cosA =4R? sin AA4sin A ， 
即 (2cosA) :ce. -4sin A<O. 
解 不 等 式 得 ”cosA -y3sinA 委 c 迄 cos4 +Y3sinA. 
过 C 作 CD1LAB 于 D，'. 和 ABC 是 锐角 三 角形 ， 
DD 在 AB 上 ， 故 AB=c>AD= AC':cosA = cosA， 
cosA < rc 委 cosA + y3sinA. 
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12.69 设 和 全 ABC 的 三 个 内 角 角 度 分 别 为 a、.8、Y.D 为 A4B 上 一 
点 . 试 证 : CD 为 AD 和 BD 的 几何 中 项 的 充 要 条 件 是 sinasin8 委 


sin2 之 
何 2 * 


(第 16 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 1] 如 图 所 示 , 作 人 ABC 的 外 接 圆 O， 
OH | AB 于 KK, 半 径 OA= OH=R, 作 CF | AB 
于 下 . 





CF = ACsina, 
AC =2Rsing, 
.. CF=2Rsinasing. OQ) 
义 HK = OH- OK=R- Reoss AOH 
= R(1~ cosy), 
BB HK =2Rsin 二 . © 


2 
将 中 . 包 代 入 CF HK( 这 一 点 易 证 明 ) 中 ,我 们 就 得 到 : 


2Rsinasin8<2Rsin- 六 ， 
即 sinasin8<sin- 7 . 
因此 ,命题 得 证 . 
[证 2] 设 吕 为 A4B 上 一 点 ,CD 分 y 为 yi 和 7y,( 如 图 ) 
则 由 正弦 定理 ,得 ; 








人 CD _ sina @) 
AD Siny1 
CD sinp 
1 BD siny> 出 
NU 四 xG@ 有 
CD sinasin 
_ _sinasinp 


AD:BD SiNYISINY2 
由 @ 易 知 , CD? == AD' BD 的 充 要 条 件 是 : 


sina sing = siny1siny» 


656 世界 数学 与 林 匹 克 解 题 大 辞典 





= 地 [eos(7 ~ 7Y2) — cos( Y1 + 72)] 
1 


= [cos( 7Y1 ~ 72) ~ cosy|,， 
即 sinasing<7 (1 一 cosy) = sin 本 . 
12.70 求证 :三 角形 两 边 之 积 大 于 它 的 内 切 圆 与 外 接 圆 直径 之 
积 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 该 三 角形 为 和 ABC ,和 角 A .BC 的 对 边 为 cc. 面 积 为 
S ,内 切 圆 半径 为 >, 外接 圆 半径 为 展 . 则 由 


S- ob sinC= Tr(athte), 
_ 
sinC 
, _2S rlat+b+c)、 2rc_ | 
可 得 ab sinC Sin 人 > sin 人 二 
12:71 在 人 ABC 中 ,ap,c 分 别 为 项 点 A、B、C 所 对 边 的 长 , A、 
BC 到 内 切 圆 的 切线 长 分 别 为 .vw. 求 证 ; 攻 + 卫 + 于 之 
(加拿大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 


[证 ] 设 2 .由 柯 西 不 等 式 得 





BR atb>ec, atbt+c>2c, 2R 





bool S|s 


V 


12.72 ”确定 公 ABC 所 需 满足 的 充分 必要 条 件 , 使 得 GA? + GB? 
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+ GC > R? 这 里 的 G 为 入 ABC 的 重心 , R 为 它 的 外 接 圆 半径 


L (加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
何 [ 解 】 设 AD 为 BC 边 上 的 中 线 , 则 由 中 线 长 公式 得 
类 4AD? =2AB? +2AC?- BC2， 


即 9AG?=2AB?+2AC?- BC?, 
同 理 9BG?=2BC?*+2AB’- AC*, 
9CG2=24C2+2BC2 - AB’, 
相 加 得 3(GA2+ GB2+ GC?)= A4B2+ BC + CA 
设 AB 为 最 长 边 . 者 全 ABC 为 直角 三 角形 , 则 
A4B2+ BC + CA’=2AB’=8R”, 


即 GA?+ GB?+ GC? -= R*. (D 


若 人 ABC 为 钝 角 三 角形 , 则 
AB’*: + BC2 + CA’<2AB’<8R’, 
即 GA?+ GB?+ GC?<™ R?. ©) 
中 与 @ 都 与 
GA?+ GB?+ GC2> 王 R’ ®) 
牙 盾 .因此 , 当 @@ 成 立时 ,全 ABC 必 为 锐角 三 角形 . 
反之 , 当 人 ABC 为 锐角 三 角形 时 . 
设 AE 为 外 接 圆 的 直径 , 则 BEC=180 -BAC>90.. 
从 而 ”会 BEC 是 钝 角 三 角形 .因而 有 
AB’*+ BC*+ CA* = AB’*+ BC’*+ (AF*— CE’) 
>AB’+ AF’ + BE’= 8R’, 
再 由 3(GA?*+ GB*+ GC*)= AB’*+ BC2 + CA’, 
得 3(GA?*+ GB?:+ GC*)>8R?, 


好 GA*+ GB?+ GC > R?. 





综 上 , GA? + GB? + GO? > 也 R* 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
全 ABC 是 锐角 三 角形 . 


658 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





12.73 设 和 全 ABC 是 等 边 三 角形 ,P 是 其 内 部 一 点 ,线段 AP .BP、 
CP 依次 交 三 边 BC .CA .AB 于 Ai、Bi.Ci 三 点 . 证 明 :A BBC1， 
CIA! 宇 A1B' BIC:CIA. 

(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 

[证 ] 由 余弦 定理 

4iB2 =AIC*+BIC—-AIC:BIC 

宕 2AIC'BIC- AIC:BIC 








=A,C:B,C. 
同 理 BiC1?* 守 BIA:C1A, CAr 
之 CBAIPB. 
AIC BA CB 第 
一 -~ 一。 一 1 
由 塞 瓦 定理 得 AB'BC'CA + 


AIBI "BICI ‘CIA 


之 Vv AIC:BIC'BIA:CIA:CIB'AI1B 


AB-BIC-CIA MG AE 
A1B:B,C:CiA 
= AiB,.BIC:CIA. 
12.74 设 和 人 ABC 的 外 接 圆 半径 R=1, 内 切 圆 半径 为 x, 它 的 垂 足 


三 角形 A'B'C' 的 内 切 圆 半 径 为 p. 求 证 :p<1 一 二 1+)?. 
(第 34 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 

[证 】 设 全 ABC 的 垂 心 为 万 , 则 五 也 是 垂 足 

三 角形 AB'C' 的 内 心 ， 

过 旷 作 HD LATC 于 D, 则 HD=p. 
C'.B.A'、H 四 点 共 圆 ， 
HAD=AHBC =0-/A. 

p = HD= HA 'sin/ HA'D= HA 'cosA 

= BA'tg/ HBA’ cosA 

= AB'cosB:cosA'tg(90° — C) 
= AB':ctgC*cosA*cosB 
=2sinC ctgC cosA cosB 


几 
何 
不 
了 
式 








二 2cosA :cosB'cosC 
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=[cos(A+B)+cos(A—B)leosC 
=cos(A+B)cosC+ cos(A— B)cosC: 


何 = [eos(A+B+C)+cos(A+B-C)+tcos(A-B+C) 
# +cos(A—-B-C)) 


= (~1-cos2C cos2B cos2A) 
=1 -cos A cosB— cosC. QD) 


由 柯 西 不 等 式 , 有 


co A + cod B+ cod C3 (cosA + cosB + cosC)?. (2) 


由 QD .有 p<1- 3 (cosA + cosB+ cosC)?. QO) 
再 由 和 差 化 积 公 式 有 


coSsA + cosB + cosC=4dsn A sn Esn +1. 
2 2 2 
记 ;= 广 (a+6+c), 其 中 5、c 为 人 ABC 的 三 边 长 . 则 由 半角 
公式 及 余弦 定理 得 


i J/(s—b)(s—ce) mB J(s—c)(s—a) 
”2 bc l 2 Ca | 
nC /J(s—-a)(s—5b) 

2 ab | 


由 三 角形 面积 公式 有 
bc abc 
Lao DO = 一 -一 ~- | 
s(s—a)(s— 6b)(s—ce) 4R 4 rs 
则 ”cosA + cosB + cosC 
A B C 
= Acin in ain 一 十 
4sin 5 sin 5 sin 5 1 
_445 一 as 一 005 一 c) 1 
abc 
_4r’s” 


十 1 
Sapc 
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二 一 一 一 一 一 十 1 
apc 


i ® 
将 团 代入 加 得 “PP<1- 二 (1 4). 


12.75 0 入 用 00 和 
L 1 1 
i (p—-6) (p-e) 
(第 27 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1966 年 ) 
[证 ] 设 三 角形 的 面积 为 S$, 由 三 角形 的 面积 会 式 可 得 











切 圆 半径 ， 求证 : 








第 
S=pr， 及 S= Vp(p-a)(p-b)(p-e), + 
则 prr’=p(p-a)(p- 2)(p-e). 中 | 条 二 
、 1 1 不 
设 xz 7 ，2 == 广 -， 则 等 式 0 可 化 为 和 








ea 四 
. x 了 Ed 
由 于 x +y 守 2xy， y+z? 宇 2yz， zz? yy 之 2z7， 
则 x ?ty + 2rxy+ y+ ex. 
义 Xzy+ y+ r= ze (二 + 二 + 本】 
y 2 

1 1 1 1 
这 ,县 十 福 一 
于 是 @ 式 成 立 , 即 (ay Co ey 3 

12.76 在 平面 上 有 一 个 半径 为 1 的 @@O 和 任意 一 个 人 ABC , 求 
证 ;在 @O 上 一 定 存在 一 点 P, 使 PA: PB PC>1. 

(中 国 黑龙 江 省 哈尔滨 市 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[证 ] 如果 O 不 在 和 4BC 的 内 部 ,显然 过 上 〇 点 可 以 作 一 直线 7， 
使 人 ABC 不 在 1 的 两 侧 ( 如 图 1) ,过 O 作 垂直 于 1 的 直线 , 它 与 @O 的 
两 交点 中 ,与 人 ABC 不 在 ! 同 侧 的 交点 记 为 己 . 

显然 ，PA 之 1!，PB 之 1，PC 之 1, 且 PA .PB PC 不 全 为 1. 
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PA:PB:PC>I1. 
如 果 O 在 人 ABC 的 内 部 ,OO 到 BC、AB.、CA 
的 距离 分 别 记 为 rry 、r3 ,不 妨 设 rr 三 r; 达 rr3( 如 
! 图 2), 过 OO 作 直 线 垂直 于 BC, 交 AB 于 E, 交 BC 
于 中 ,射线 OD 交 @O 于 FP. 
六 委 : 六 2 ，. /OBD<30°", 
BD= rictg/ OBD2rictg30° = V3r. 
7 PB 之 Vv (1- ri)+(3r1) = V1 一 2ri 二 4 
A 同 理 PC 之 V1-2ri+4rt1. 
st 
\? C 





又 DE= BD'tg60°>V3ri:Y3=3r1, OFF>>2r), 
PE 之 1] + 27r,， 
PA 之 PE 之 1 + 2r1. 
PA.:PB:PC>(1~2r1+4r?)(1+2r1)=1+8ri>1. 

12*77 设 公 ABC 为 锐角 三 角形 ,外接 圆 圆心 为 O, 半 径 为 R,AO 
交 公 BOC 所 在 圆 于 另 一 点 A', BO 交合 COA 所 在 圆 于 另 一 点 B', CO 
交合 AOB 所 在 圆 于 另 一 点 C .证 明 :O4 0B'' OC’ 守 8R;, 并 指出 在 
什么 情况 下 等 号 成 立 ? 

(第 37 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 

[证 1] 如 图 , 设 AO 与 BC, BO 与 CA,CO 与 
AB 的 交点 依次 为 D 下 下 ,AAAOB、 和 BOC 、ACOA 
的 面积 依次 为 S1、S,、S;. 由 B.O、C.A 四 点 共 圆 知 

LOBC= /OCB= /BA'O. 

从 而 有 全 OBDWAa OA'B. 


， ,_OB” R:’ 
得 04 = op OD 
_ ,_R _R’ 
同 理 0B = 证 ，OC = PR. 
所 以 CQ4 OoB OocC - _R  _04.0B8.0C 
R3 OD':OE:OF OD OE OF 


_ Si1+ 93 Si+ SS» 92 十 93 
S, SS SI 
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等 号 当 且 仅 当 Si = S$; = S; 时 成 立 ,此 时 和 侠 ABC 为 正三 角形 . 
故 ”04 …OB…OC 之 8R?, 等 号 当 且 仅 当 公 ABC 为 正三 角形 时 
成 立 . 
[证 2] 作 BOC 所 在 圆 的 直径 OD, 连 A'D, 有 
LOAD= LOCD=90". 
OA’ = ODcos/ A‘DO 
cos A DO 
cos/ COD 
易 知 OD 上 BC. 于 是 人 COD= 人 人 A， 
LADO =180' -COD -一 COA 
=180" -4-2B=C- 一 B. 





i 十 小 





各 委 尖 高 富 


Oa R cosLC 二 卫 ) 
cosA 
同 理 OB R.ATO) yp cos(A—B) 
cosB cosC 


于 是 “04…OB…OC 之 8R? 等 价 于 
cos(A~B) cos(B-C) cos(C— 4) > 


GG 
二 醒 


cosC cosA cosB 
cos{(A~B) cos(A-B) cosAcosB + sinAsinB 
cosC -co(A+B) —cosAcosB+ sinAsinB 
_1l+ctgActgB 
1~ctgActgB. 


记 X=ctgActgB,y=ctgBctgC ,zctgCectgA .对 任意 全 ABC ,有 
XTX+y+xz=ctgA(ctgB+ectgC) + ctgBetgC 
-ctg( B+C)(ctgB+ctgC) +ctgBetgC 
_ctgBctgC—1 
ctgB + ctgC B+ +ctgBctgC 

二 上. 
而 对 于 锐角 人 ABC,zr 、y、z 均 为 正 数 ， 
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cos(A 一 吾 ) +x Xt+tytztr (r+y)+(rt2) 


一 一 


cosC l~x XxX+y+z—x y+ 之 
V(r ty) re) 
> 
同 理 “Sos(B 一 全 > 二 2) 二 2 
. CosA 站 十 之 
日 cos(C— A)-,. V(rt+z)(yt z) 
cosB TX+y 
cos(A—B)cos(B~ Ccos(C—A) 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 之 8. 
于 征 cosCcosA cosB 8 


易 知 , 当 且 仅 当 入 ABC 为 等 边 三 角形 时 上 式 等 号 成 立 . 
12:78 证 明 : 任 何 三 角形 三 个 内 角 的 平分 线 的 连 乘积 必 小 于 三 边 
的 连 乘积 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 1j 令 apsc 为 人 ABC 的 三 边 , tty、 


4 
为 三 内 角 平 分 线 . 
JR 作 公 ABC 的 外 接 圆 与 人 A 的 平分 线 AD 的 延 
长 线 相交 于 五 ， 
B C 
NS 则 全 E4Cc2AB4D 


4B:AF=A4D:AC， 
即 AB.AC=AE'AD， 
或 bc=t (t+DE), .. 6> 妈 . 
同 理 ca>1f，ab> 272. 
a282c2>t121212. 故 abc > t tte. 


[证 2】 由 题 设 知 (b+ cusin 全 = pcsinA ， 











, = < A 
”和 b+e 2 
— _ 2ca B 2ab CC 
同 理 +e 2° °° a+b 2 
六 _ 8abeo A Bb CC 
42 (atpb)(bte)(cta) 29525082 


因 三 角形 内 角 之 半 小 于 直角 ， 
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C 


0<o0s Soos Boo0s < 


2 2 2 
且 (a+6)(b+e)(e ta)>8abc, 
ftpt, < abc. 


12.79 一 个 锐角 三 角形 面积 为 1, 求 证 :在 三 角形 内 有 一 点 到 每 


1 
个 项 点 的 耻 离 至 少 为 ( 池 ) 


(第 16 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 我 们 证 明锐 角 个 ABC 的 外 心 O 满足 题目 
设 锐角 公 ABC 的 外 接 圆 半径 为 R, AOB=a，/ 


BOC= B,COA = YY, 则 由 \ 
SAAOB + SABpOC + SACOA = SAABC, 





得 7 R?(sine +sinB+ siny)=1. 


显然 二 <a,p8,y<rya+B+ 7 三 2r， 


2 
2 2 4 
2 ~ > 一 = 一 
从 而 R sina + sinB + siny” 3 3vV3 
2 
16 \1 
有 R>>( 2 
27 


从 而 锐角 三 角形 的 外 心 O 即 为 所 求 . 
12"80” 试 证 :半径 为 1 的 加 内 接 四 边 形 的 最 短 边 不 大 于 v2. 
(第 1 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 注意 到 在 同 圆 中 ,大 弦 所 对 的 弧 较 大 . 

由 于 圆 内 接 四 边 形 的 顶点 把 周围 分 成 四 个 , 弧 长 之 和 为 2x ,所 
以 最 短 弧 的 弧 长 不 大 于 < -到 

因此 最 短 边 的 长 不 大 于 V2. 

12:81 设 ABCD 是 一 个 凸 四 边 形 , 它 的 三 边 4AB 、4D 、BC 满足 
4B=A4D+BC, 四 边 形 内 距离 CD 为 h 的 地 方 有 一 点 也, 使 得 AP = 天 
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11 十 种 





1 
> VBC 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 分 别 以 A、B、P 为 圆心 ,以 AD、BC 
和 h 为 半径 作 三 个 圆 . 
由 AB= AD+ BC,AP=h+AD,BP=h 
+ BC ,得 此 三 个 圆 两 两 相 切 . 
设 圆 A 与 圆 B 的 切 点 为 G, 则 圆 P 为 曲 边 
三 角形 GCD 的 内 切 圆 ( 若 给 定 的 四 边 形 为 
ABCD , 则 转 而 考察 四 边 形 ABCD ). 
作 圆 A 与 圆 B 的 外 公 切 线 EF ,容易 看 出 , 当 C、D 分 别 沿 着 所 在 
的 圆周 移 到 \F 下 时 , 圆 P 的 半径 达到 最 大 值 , 记 为 m, 即 有 ”之 h. 
设 AD=r,BC=R. 
当 圆 P 与 EF 相 切 时 ,我 们 考察 A4B、BP、PA 在 EF 上 的 投影 p、 
a ,由 勾 股 定理 有 
= V(R+r)-(R-r)=2 VRr, 
a=V(R+m)}-(R-m)=2 VRm, 
= Vm m2 Vr 








+ AD,BP=h+ BC. 求 证 :一 - 


a 这 己 








1 1 
VRr= VRm+ rm, RR 三 一 一 二 一. 
( | Wi VR 
11 -之 尺 了 工 > -+ 工 
万 VR i 
12.82 设 四 边 形 的 一 组 对 边 的 长 分 别 为 a 和 2, 其 内 切 圆 直径 为 
a ,求证 : ab 之 aq*. 


(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 
[证 ] 首先 对 于 特殊 情形 证 明 如 下 的 引 理 . 
引 理 ” 设 等 腰 梯 形 的 上 下 底 边 之 长 分 别 为 a 和 6 ,内 切 圆 直 径 为 
qd , 则 必 有 ab= qa*. 
引 理 的 证 明 取 以 内 切 圆 圆心 O 为 原点 ,以 过 点 O 昌平 行 于 两 
底 的 直线 为 x 轴 的 直角 坐标 系 .于 是 内 切 圆 的 方程 为 


z+ = 全 


666 | 志 界 数学 洪林 匹克 解 题 大 隆 典 





设 下 底 AB = 5, 上 底 CD = a, 于 是 点 C 和 


B 的 坐标 分 别 为 (所, 所 和 (了 ,~ 所 ). 设 BC 
与 @O 的 切 点 为 刀 , 坐 标 为 { 人 cosg, sing )， 





于 是 直线 BC 的 方程 为 


cos0 +simng"y 三 一 . 


2 
将 点 C 和 B 的 坐标 代 人 上 式 , 分 别 得 到 


id sd b ,pd ,dqd 
2 os > Sing = 7 ， COSO 7 Sing 7 
— Sl 十 SIl 0 
分 别 解 得 ,= sing) ;all sin ) 
Cos 人 Cos 如 


由 此 得 到 “ob=d? 一 守 9=g 
cos’ 0 A 
回 到 原 题 的 证 明 设 四 边 形 ABCD 是 有 内 切 
圆 的 任意 四 边 形 . 
作 辅 助 线 如 图 所 示 . 因为 AB = EF, CD = GE,， 
所 以 对 于 固定 的 @O 和 直线 BC 、AD 而 言 ,点 G、 下 
与 的 距离 越 近 , 边 AB、CD 的 长 度 就 越 小 , 征 当 
QOi、O; 都 与 OO 相 切 时 ,二 者 的 长 度 都 达到 最 
小 值 . 
这 时 四 边 形 ABCD 恰 为 @O 的 外 切 等 腰 梯 形 . 
将 已 O 的 上 述 外 切 等 晒 梯 形 的 上 下 底 之 长 分 别 记 为 w 和 6 ,于 是 
有 a <a;,p <<p. 从 而 有 
ab>a’b’ = ad’. 
12'83 一 个 访 四 边 形 内 接 于 一 个 半径 为 1 的 圆 , 试 证 : 它 的 周 长 
与 对 角 线 的 和 之 间 的 差 大 于 0, 小 于 2. 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 如 图 ,由 三 角形 的 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 可 得 
AB+ BC>AC, AD+ CD>AC, 





AC<3(AB+ BC+ CD + DA), 
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AD = 2sin6, 


同 理 BD< 二 (4B+ BC+CD+DA)， 
相 加 可 得 4AC+BD<AB+BC+CD+DA. 
Bp (AB+ BC+ CD+ DA)- (AC+BD)>0. 
不 妨 设 ac 委 $ ,由 正弦 定理 有 
BC=2sinae，A4AB=2siny， 
CD = 2sing, 


AC=2sin(at+ 7Y), BD=2sin(a + 8). 
又 6=180°-(at+B+7y). 
AD=2sin(a+ B+ 7). 
考察 差 y= sina + sinB+siny+sin(a+ B+ 7Y)— sin(at+ B) 





—sin(ai 7Y)— sin(B+ 7).. 
jn 
7) B—7Y netY B+Y 

2 2 2 
7 人 sn 
Bb 
































+ +B+y+ 
又 + 7 6 -900 


+ + + 
则 e+ btY .， sin( a + ) -sn ?>0. 











3 
则 有 


sina +sinB+sinY+sin(at+ B+ 7) 
<sin(a+pB)+sin(a+ Y)+sin(B8+ 7) 
<sinlat+B)+sin(at+ 7)+1. 


EB] (sine + sinB+ siny + sin)— [sin(a+t B)+sin(a t+ 7Y)|<1. 


(AB+ BC+ CD+DA)- (AC+ BD)<?2. 
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由 以 上 可 得 0<(AB+ BC+ CD+ DA)-(AC+BD)<2. 
12.84 设 Cl .Cs 是 同心 贺 ,C, 的 半径 是 Ci 的 半径 的 2 倍 .四 边 
形 A1A;A;A4 内 接 于 CI, 将 A4A1 延长 交 圆 C; 于 Bj, AiAs 延长 交 
网 C, 于 B,, A2A; 延长 交 贺 C, 于 B;, 4344 延长 交 贺 C, 于 Bs. 试 
证 :四 边 形 BB,B3Bs 的 周 长 之 2Xx 四 边 形 A1A,A;As 的 周 长 . 并 确定 
等 号 成 立 的 条 件 . 
(第 3 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1988 年 ) 

[证 ] 注意 到 拓 广 的 托 勒 密 定理 : 

设 ABCD 为 给 定 的 四 边 形 ,那么 AC: BD 志 
4B.CD+AD'BC, 并 且 当 上 且 仅 当 4A、B、C、D 四 点 
共 圆 时 ,等 号 成 立 . 

记 公 共 圆 心 为 O ,连结 OA `.OB| 和 OB，. 

在 四 边 形 OA1B1B, 中 , 广 用 拓 广 的 托 勒 密 定 4 
理 有 B, 

OB1: A1B; 志 OA1: Bi1B;+ OB,:A1B,, 

因为 ”OB1= OB, 一 2OA,;， 于 是 有 

2A1B; 夺 BiB;+2A1B}, Bi1B, 之 2A1B, -2A1B,, 





则 BiB, 宇 2A1A,+2A3B; -2A1B. OD 
同 理 ”BBs 宇 2A,A;3+2A;3B; 一 24)B，， @ 
B3Bs 之 2A;As +2AsBa -2A;3B;, ® 
Bi1Bi 之 2A4A1+2A1B1 -2A4Bs. @ 

D+ 名 + 加 +@ 得 
BiB2+ BB;3+ B3Ba + BiB 之 2(A1A2+ AsA3+ A3As + AsAl). 
©) 


为 使 忆 式 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 四 ,@ ,@@,@ 均 为 等 式 . 

右 员 为 等 式 , 则 O、A1、Bi、B, 共 圆 ,这 时 有 

LO0A1A;= LOB1IB,= LO0B;BI= /LAAIO. 
即 OAh| 为 AAA; 的 平分 线 . 

同 理 , OA，、OA3、OA4 分 别 为 了 AAA43 、 AAA AAAI 
的 平分 线 . z 

于 是 O 也 是 四 边 形 A A,A;Ai 的 内 切 圆 的 圆心 . 
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由 于 四 边 形 A1A，A;As 既 有 外 接 圆 ,又 有 圆心 的 内 切 贺 ,所 以 四 
边 形 AAA43A4 为 正方 形 , 即 当 且 仅 当 四 边 形 AjAsA3As 为 正方 形 
时 等 号 成 立 . 

12.85 求证 :如 果 点 A、B、C、D, 与 依次 在 半径 为 1 的 半圆 周 
上 , 则 有 AB*+ BC*+ CD*+ DE*+ AB:BC'CD+ BC'CD'DE<4. 

(第 22 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1981 年 ) 
c ” [证] 记 AB=a,BC=6b,CD=c,DE=4d， 


BA ~ AC=x,CE=y,ACAE=a,/ AEC= fp. 
fA 不 妨 设 点 A 和 玉 是 半 贺 周 的 直径 的 两 个 端 
， 。 点 ,否则 ,可 以 把 A 和 巨 移 到 半圆 周 直径 的 两 


端 ,此 时 表达 式 
a +b+c :+d?+abc t+ bcd 
只 能 增 大 . 
AACE=90°,AE=2, .. xz?+y:=4. 
X ABC=180 -8B, LCDE=180"—a. 
由 余弦 定理 可 得 
X=a+6 -2aubcos/ ABC= a?+6b?+2abcosp, 
y=c +d -2cdcos CDE=e + d’*+2ecdceosa, 
2cosa = Xb, 2c05B= y>e. 
4 二 zx< 十 y” 一 Ca 十 8 二 cc 十 + 2abcosp t+ 2cd cosa 
一 C 十 gc2+c2+apy+cedr 
> 人 c++apc+pbca， 
. 12*86 面积 为 S 的 n 边 形 内 接 于 半径 为 R 的 圆 .在 n 边 形 的 每 
条 边 上 都 标 出 一 个 点 .证 明 : 项 点 在 所 标点 上 的 n 边 形 的 周 长 不 小 于 
29 


全 己 


(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 A; 为 圆 内 接 n 边 形 的 顶点 (i = 1， 
2,… ,nn),b; 为 连接 这 个 多 边 形 上 两 个 相 邻 边 标 
出 点 的 线段 ,O 为 圆心 . 
S 和 9S ;是 分 别 以 A;、O; 为 项 点 ,b 为 底 的 
三 角形 的 面积 . 
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同时 ,如 果 A; 与 O 在 含有 6; 的 直线 的 两 侧 ,S'; 取 负 号 . 
而 且 Si + S2+…+S， 等 于 以 所 标 出 的 点 为 顶点 的 多 边 形 的 
面积 (S“,; 取 正 号 或 负 号 表明 ,能 在 里 边 或 外 边 从 点 O 看 到 4;). 因 此 


S= Ds + S)<T > 


于 是 ”多边形 周 长 6 之 >， 


12.87 给 定 的 圆周 长 为 C, 用 x 和 y 分 别 表示 此 加 的 外 切 正 
1985 边 形 的 周 长 与 内 接 正 1985 边 形 的 周 长 , 求 证 :x + y 宇 2C. 














(第 17 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 和 

[证 ] 考虑 一 般 的 情形 : 
对 任意 正 整数 n(n 之 3), 圆 外 切 正 n 边 形 的 周 Q | 和 
长 x 与 圆 内 接 正 边 形 的 周 长 y 都 有 : x+ y 宕 2C. < . 
如 图 ,PM 、PN 分 别 为 圆 内 接 正 ” 边 形 和 圆 外 切 





正 ? 边 形 的 边 长 的 一 半 , 并 设 a = 人 QON=—. 


为 证 。 x+ y 宇 2C， 只 需 证 PM + QN 之 2 PN . 











a a 
stg “tg 7 
PM+QN =r(sinat+tga)=r 十 
a a 
十 一 -一 一 四 
1+tg 2 1 -te 3 
4tg 
一 醒 > *d 一 -一 
r ,2 r 4tg 
上 一 te 一 


由 于 当 gE (0, 亚 ) 时 ， tg 2 >. 
n 宇 3 时 ， 上 = 过 ( 于 
而 ?7 3 时 > 37 0， ， 


六 4 区 本 > 产生 一 27 一 2 PN. 


即 PM + ON>2 PN. 
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12*88 在 凸 十 二 边 形 内 有 相距 10 的 两 点 . 求 出 每 点 到 十 二 边 形 
各 顶点 距离 之 和 .求证 ;这 两 个 和 的 差 小 于 100. 


六 (第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 A1A2…Awz 是 已 知 的 十 二 边 形 . O 和 O' 是 给 定 的 点 .为 


确定 起 见 , 设 点 0 在 全 OA1A, 兴 或 边 上 , 易 证 : 
OAI+OA<OA + OA,. 
OA;— OA,lO0cm (71=3,4,.…,12) 
于 是 (OArt…+OA)- (OAlt+t…+ O04,) 
=(O'Al1+O'A;- OA,- OA,)+(0O0A;- 0A,;) 
t+ (OA — OAy). 
<10x10= 100. 
调换 O 与 O 的 位 置 ,使 得 
I(OA1+:…+ OAw)- (OAi+t+…+0OAyp)|<100. 
12'89 已 知 hh 是 半径 为 R 的 圆 内 接 正 K 边 形 的 边 心 距 . 求 证 : 
(n+1)h,411— nh, >R. 
(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 


[证 】 半径 为 RR 的 圆 内 接 正 有 边 形 的 边 心 距 hs = Reos 天 
所 以 ,要 证 的 不 等 式 等 价 于 关系 式 


元 A 
(nt+1)ecos——— ~ ncos—>1, 
7 十 | 


元 区 _ 
或 者 1 (eos A cos 2 本 COS or 
2n+1) 
E in in +t) 
1 22(02+1S 2n(n+1) Tr 3 
9 式 是 成 立 的 ,因为 


. » (2n+t1) 2 7 . 
SI ~ = sin 


_ 、>s TT 
2a (nt mm +1]) +] 2(2 +1)’ 


| A 
nn Din sin ze +1) 


其 中 ,我 们 利用 了 不 等 式 n |sina | 之 |sinna | 这 个 结果 ,而 这 个 结果 
用 数学 归纳 法 是 不 难 证 明 的 . 
12'90 令 KK 表示 半径 为 1 的 一 个 圆 盘 的 圆周 , 令 表示 连结 天 
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上 两 点 a .6 且 含 于 圆 盘 内 部 的 一 条 圆 弧 . 假 设 & 把 圆 盘 分 成 面积 相等 
的 两 部 分 , 试 证 :k& 的 长 度 大 于 2. 
(第 6 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1946 年 ) 
[证 ] 显然 ,a .2 两 点 不 可 能 是 一 条 直径 的 
两 个 端点 ,否则 过 c .2 两 点 的 圆 跌 不 可 能 平分 圆 
盘 的 面积 . 
” 设 已 知 圆 盘 上 为 单位 圆 x*+ y=1, 又 设 a 和 
b 的 坐标 分 别 为 (c ,a) 和 (c, 一 a), 其 中 cc<0. 
”由 于 弧 太 把 圆 盘 分 成 面积 相等 的 两 部 分 , 若 
弧 上 与 x 轴 交 于 E(e,0), 则 必 有 e>0. 
连 aE .6E ,Oa 、0O6, 则 名 的 长 度 =aE+6E>2aE>20a=2. 
12.91 彼此 没有 公共 内 点 的 三 个 圆 的 圆心 在 同一 直线 上 .证 明 : 
如 果 第 四 个 圆 和 所 有 三 个 圆 都 相 切 ,那么 它 的 半径 不 可 能 小 于 所 有 三 
个 圆 的 半径 . 








《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 设 O .DO .O; 是 三 个 已 知 圆 的 圆 
心 , 且 设 点 O; 在 点 O 和 0O; 之 间 , 圆 的 半径 
用 ~ ,rz .rs 表示 .第 四 个 圆 的 半径 为 >, 圆心 
为 O. 
知 某 个 圆 与 第 四 个 圆 相 内 切 , 则 这 时 第 
四 个 圆 的 半径 大 于 它 的 内 切 圆 半径 ,结论 成 
i. 
奉 三 个 圆 和 第 四 个 圆 相 外 切 ,考虑 和 全 OOO3; , 则 有 不 等 式 
OO + OO0; 之 O10O;. CQ) 
因为 圆 彼此 外 切 , 则 
OOI=rtri, OO0y= r+r;. 
又 因为 O01 .O;、O; 在 一 条 直线 上 , 且 三 个 圆 中 任何 两 个 都 没有 公 
共 内 点 ,于 是 
O10O3 之 r+ 2r, + ri. GO 
OOI+ OOD3 = 让 十 2r 十 三 3) 
由 中 ,信和 得 rit+2rs+ ra2ri+2r; + ra. 即 yy 之 +,. 
于 是 ,第 四 个 圆 的 半径 不 可 能 小 于 中 间 的 圆 的 半径 ,从 而 + 不 能 
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小 于 所 有 半径 ri 、r2 、r3. 
12.92 zt 是 圆周 率 , 试 证 :3.1<x<4. 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] 如 图 , 作 半 径 为 1 的 圆 及 圆 外 切 正 方形 和 
内 接 正 24 边 形 ,其 面积 分 别 为 S 男 、Si、S2. 
显然 S2< S 四 多 S1. 
而 Si 二 4，S 辆 二 Xx， . 





1 。 
且 S) = 人 apo X24=24X sinlS 


EE 
= 12 一 >6v 2— 1.7322 


=6 v0.2678 >6x0.517= 3.102>3.1, 
故 3.1<r<4. 


(二 ) 关 于 角 的 不 等 式 


12.93 已 知 :锐角 三 角形 的 角 平 分 线 AD ,中线 BM 和 高 线 CH 
交 于 一 点 . 求证 :BAC>45.. 

(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 人 人 BAC 之 45"，- 
则 ACH245°, LBCH<45°, LCBA> 


BC<AC. 
. 作 AB 边 中 线 CP. 由 AC>BC, 则 AB 中 点 P 
应 在 AH 上 . 


设 CP 交 中 线 BM 于 K, 有 PK=. 


过 O 作 HP 的 平行 线 交 PK 于 TTT， 
则 OH_PT_PR 1 

OC TC KC 2. 
在 全 AHC 中 ,由 角 平 分 线性 质 得 
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所 以 ACH<30', 有 人 《人 BAC 之 60". 与 假设 人 BAC 扫 45 "了 予 
盾 . 所 以 人 人 BAC >45". 

12:94 设 P 是 人 ABC 内 的 一 点 ,求证 :人 人 PAB、 和 PBC、 人 PCA 
至 少 有 一 个 小 于 或 等 于 30”. 

(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 令 a= LPAB, 8= 人 PBC, y= 
LPCA. 

P 到 AB 的 中 离 = PAsina = PBsin(B 8)， 

P 到 BC 的 距离 = PBsin8= PCsin(C 7)， 

P 到 CA 的 距离 = PCsiny = PAsin(A 一 a). ,2 一 NA。 

三 式 相 乘 可 得 

sina*sinB’siny =sin(B- 8):sin(C— 7Y) :sin(A — a). 

由 通 数 y= sinx 在 (0,x) 上 的 凸 性 可 得 

sin’ a sin’ B'simy 

=sina'sin( A — a)'sinp'sin(B— B):siny :sin(C— 7) 

| 


二 [sin 6 


二 (im 王 ) = 工 
6 64 


. . ， 1 
sina ‘sinf' sin ry . 


由 此 可 知 ,a .8、y 中 存在 一 个 ,例如 a 满足 sina< 
则 a 帮 30” 或 a 宇 150". 
车 a 夺 30” 则 本 题 得 证 . 
若 a 之 150"， 则 A 之 150°, 从 而 8、y 都 小 于 30". 
12.95 三 角形 的 边 长 不 等 且 构 成 等 差 数 列 . 试 证 :该 三 角形 有 两 
个 角 小 于 60° 
(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 此 三 角形 三 边 长 分 别 为 a、a + da+24, 其 中 >0. 
a 边 所 对 的 角 为 a,a + d 边 所 对 的 角 为 8. 
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几 
何 
不 
学 
式 





i 





ex 言 忆 


显然 <60".， 由 余弦 定理 知 

(a+2d) ta’—-(at+d)’ a’+2ad+3d’ 
2a(a+2d) 2(a?+2ad) 

1 3d- 1 


cosp = 





2 2(a2+2ad)”2 
而 8 为 锐角 , 故 6< 60”. 


12*96 在 锐角 三 角形 ABC 中 ,最 大 的 高 AH 等 于 中 线 BM. 求 
证 :全 ABC 不 大 于 60". 


1 (第 1 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 过 M 作 MK | BC 于 K. 


gy 则 MK= 二 AH= 二 BM， 






2 2 
ec .. /MBK = 30°. 
作 CP 1AB 于 已 . 
”4HZ>CP，:… BC 过 4B. 
过 M 作 MQ AB 于 Q, 则 A、K、M.Q 四 点 共 圆 . 
1 


1 
多 MQ= 了 CS AH= MK, 人 QBM 过 人 MBK = 30". 


ABCE<60". 


12:97 在 全 ABC 的 最 长 的 边 AC 的 延长 线 上 取 一 点 M 使 得 CM 
= BC. 证明: 一 ABM 是 钝 角 . 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
8 [证 ] 如 图 , 连 BM . 


AS LABM= /ABC+ /CBM 
4 NM 


1 、 工 、 工 
> = FLABC+ LABC+ LACB 
1 。 上 
= 7 <ABC+% 7 全 A 
=90°+ (ABC- ZA)>90" 
即 一 4ABM 是 印 和 角 . 


12.98 设 S 为 人 ABC 内 部 任意 一 点 , 直线 AS、BS 、CS 与 
全 ABC 的 三 边 BC、AC 、AB 分 别 相交 于 Aj、Bl 和 C 点 .求证 :至 少 在 
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四 边 形 4BSCI 、C1SA1B、A1SBIC 的 某 一 个 之 中 ,或 有 项 角 C， 和 
Bi, 或 有 Ci 和 和 Al, 或 有 Al 和 B) 同时 不 是 锐角 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[证 ] 在 四 边 形 4BSCI 中 , 若 一 4ACIS< 
90" ,一 AB,S<90"， 
则 二 BCIS>90"， 一 CBIS>90. C) B， 
车 人 CA1S 之 90', 则 4 SBIC 中 有 一 4 、 一 B， 
同时 不 是 锐角 ,得 证 . 
知人 CA1S<90', 则 人 BAI1S>90° 即 在 四 边 形 
CISA1B 中 有 一 A .一 CI 同时 不 是 锐角 ,也 得 证 . 
12.99 设 ] 为 全 ABC 的 内 心 , 量 人 ABC 的 内 切 圆 切 三 边 BC .CA 
和 AB 于 点 KL 、M .过 B 点 平行 于 MK 的 直线 分 别 交 直 线 IM 和 LK 
于 点 RR 和 S. 求 证 :RIS 为 锐角 . z z 
(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 
[证 1] 连结 BI MI、KI. 
在 全 BKS 与 人 AMLK 中 ,人 LKM = 人 人 KSB， 
LBKS= /LKC= /IMK. 


A C 





BS_LK 

0 二 . 

有 全 BKSWA 人 MLK， 从 而 Tn 
同 理 可 证 BR _ LM 
yi 


可 知 BR: BS= BM.:BK. 

又 显然 BI [MK ，BM = BK ，, 

于 是 BM':BK= BM*<BI, 即 BR': BS< BL. 

这 表明 ,在 BI 内 存在 点 已 ,使 得 BR: BS = BP2. 

在 信 RPS 中 ,应 用 射影 定理 的 逆 定 理 ,可 知 了 RPS = 90" ,于 是 点 7 
在 以 RS 为 直径 的 圆 外 ,从 而 RIS<90*. 

[证 2] 由 RS/ MK 有 MBR= 人 KMB， 
LKBS= /MKB. 

又 BM 、BK 是 1 的 两 条 切线 , 则 

BM= BK, /KMB= /MEB, 

了 MBR = /KBS. 
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a 言 已 


连 1B, 则 BI RS. 
又 ALMK=90 -FLC= LCKL= ZBKS, 


BRM= /LMK= /BKS, .. 人 BMR ~ 人 A 公 BSK. 
BR BK 
一 二 一 ‘BK = BR BS, 

因而 BM ™ BS 即 BM.:BK : 


从 而 ”BR*' BS= BA = 有 ?一 一 < 本 ,这 里 为 和 4BC 内 切 圆 
半径 . 
一 RIS<90", 即 人 RIS 是 锐角 . 
12.100 会 ABC 中 各 边 不 相等 ,G、K HH 分 别 为 重心 .内心 与 垂 
心 ,求证 :人 GKH > 90". 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] (1) 若 全 ABC 为 锐角 三 角形 . 
设 AM .CQ 为 BC 、AB 上 的 中 线 ,AL .CP 为 


DAN BC .AB 上 的 高 . 
0 A 设 BC>AC> 有 AB. 
/ STN 由 于 对 不 等 边 三 角形 , 角 的 平分 线 位 于 高 线 
”LM ” 和 中 线 之 间 , 又 由 AC>AB 知 M 在 上 和 C 之 间 ， 
由 BC>AC 知 Q 在 P 和 8B 之 间 . 
y 由 以 上 ,内 心 K 在 图 中 四 边 形 HEGD 中 , 显 
Pr 然 ， 
O /GDH>90 ,GEH>90"， 
6 人 一 一 C 所 以 DD\E 均 在 以 GH 为 直径 的 贺 内 ,因而 天 
也 在 此 图 内 ,从 而 有 人 GKH >90". 
(2) 大 入 ABC 为 非 锐角 三 角形 ,不妨 设 BAC 宕 90*. 
这 时 内 心 K 在 全 AEG 内 ,因而 也 必 在 全 HEG 内 ,于 是 
LGKH>/ HEG >0.. 
12*101 在 人 ABC 中 ,已 知人 A=90', 又 人 B=2C, 车 人 人 C 的 平 
分 线 交 中 线 AM 于 点 D(M 是 BC 的 中 点 .求证 ;MDC 志 45' ,又 等 号 
成 立 的 条 件 是 什么 ? 
(伊朗 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 设 BC=a，AC=6b，AB=c, 由 设 一 B=2C， 知 
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=c(c+a) (WD 
建立 直角 坐标 系 , BC 为 x 轴 正 问 , 且 B 为 
原点 , 则 点 A 的 坐标 是 (ccosB ,csinB), 点 C 的 


坐标 是 (a,0), 点 M 的 坐标 是 ( -2 ,0 





” C 
则 CD 的 斜率 是 k=tg(180"- 夺 )= -世子 ， 
日 AM 的 斜率 是 k= 一 一 DO 
CoosB 


由 余弦 定理 6*= c+ a? 2accosB， 





将 代入 上 式 有 (c+a)=e + a’ —2accosB. 
R=<— 《全 > 几 
有 ccosB > 2sinB. 何 
由 B=2LC, 且 sin2C=2sinC'cosC， 则 和 
式 


k;2= — 4dsinC cosC. 





C . 
hi-ky -tg(S ) + 4sinC cosC 





C 
1 + tg( 六 ice 





设 =tg 上 ， 则 sinC= 人， cosC = 上 二 下， 代入 @ 式 有 


7 


[| 


~—1(1+1°)*+8:(1— 12°) 

tg MDC = (1+1°)+81(1 22) 
欲 证 tg 二 MDC 委 1， 只 需 证 

81(1— 71)— tl +1) 8 2) +(1+t) 

即 811-2)(1~ tA(1+t)(1+1), 
或 81(1 -1)? 寺 (1 + 22)?, 
即 11~-8r +18z: -8t+1 守 0, 
而 上 式 等 价 于 (1? 一 41+1)? 守 0， 这 是 显然 的 . 
上 式 等 号 当 且 仅 当 -41+1=0 即 MDC=45° 时 成 立 . 
当 +=2-Yy3 时 ,人 C=30°+360".k(kEZ) 
或 当 1=2+y3 时 ， 和 C=150° +360*k(kEZ) 
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1 十 和 汗 





几 
何 
卷 


惟一 可 能 的 什 是 人 C= 30”. 
故 MDC = 45° 的 充 要 条 件 是 A=90', 人 B=60', 人 C= 30.. 
12.:102 锐角 公 ABC 的 三 边 长 满足 不 等 式 AB< AC< BC. 如 了 
是 全 ABC 的 内 心 ,O 是 外 心 .求证 :直线 IO 与 线段 AB 及 BC 相交 . 
(第 18 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 由 于 全 ABC 为 锐角 三 角形 ,所 以 外 心 O 


在 人 ABC 的 内 部 . / 
延长 AO、CO 分 别 交 BC .AB 于 DE. 
C 4 我 们 证 明 内 心 一定 在 人 AOE 内 ,从 而 直线 
OI 一定 与 线段 AE 及 CD 相交 , 即 与 AB 及 BC 相 
交 . 
由 于 AOC=2 了 LB 及 0A= OC， 则 
180° ~ AOC 


LA0AC=— -90 -LB. 


又 由 AB<AC<BC 可 得 LC< 人 LB<LA. 
于 是 OAC=90'- 一 B<90'- 人 LC. 

由 于 (90"-B)+(90"-C)= 一 A 

以 及 90"- 一 B<90 -一 C， 


则 0O4CA 二 CA， 


于 是 人 A 的 平分 线 在 人 BAD 内 . 
又 AQOC4=90'- 一 8B>90- /A, 


LOCA> 二 2C， 


于 是 人 C 的 平分 线 在 一 ACE 内 . 
因此 I 在 全 AOE 内 , 即 直线 IO 与 AB 及 BC 都 相交 . 
12 .103 ”如 果 三 角形 的 一 边 小 于 其 他 两 边 的 平均 数 ,那么 该 边 的 
对 角 也 小 于 其 他 两 角 的 平均 数 , 试 证 之 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ] 不 失 一 般 性 , 设 c 委 cc 委 6， 则 一 C 近 一 4 过 一 5 


当 p< 时 ， 这 种 情况 不 可 能 ; 





680 傣 界 数学 喘 林 匹克 解 题 大 辞典 

















十 1 
当 c<9 时 ,显然 人 C= 了 (人 A+ 人 LB); 
bt+ce a pb C 
25 一 一 一 时 ， ， 一 三 一 一 ， 
当 a< 2 了 snA sinB sinC 


1 
a=2RsinA< 了 (2RsinB + 2RsinC) 








. 1 ，. ， 1 | ,B+C | 
-一 十 一 一 一 人、 一 一 
即 sinA 过 7 (sinB + sinC ) 7 2sin 2 COS 7 
_. B+C B-C. B+C 
sin 2 COS 7 过 -Sin 7 


/A 和 二 (人 8B + 了/C) 是 锐角 ， 
对 于 锐角 来 说 ,加 数 sinx 是 增 函 数 . 


LA<—(LB+LC). 
12*104 设 凸 四 边 形 ABCD 与 凸 四 边 形 ABCD 的 边 对 应 相等 
( 即 4AB=A43B ,BC= BC ,等 等 ). 求 证 :如 果 ~A4A> 一 A , 则 必 忆 B< 
BAC>AC AD<D- 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1951 年 ) 
[证 ] 如 图 . 连 Bp、B8D.. 


B | 4A. 


D C D CC” 


在 全 ABD 与 人 A'B'D' 中 ， 
AB=A'B’, AD=A'D’, /AA>/A’, 
BD>BD.. 
在 全 BCD 与 人 BCD' 中 ， 
BC= BC’, CD= CD’, BD>BD’, 
LC>LAC, 
因此 AB+ 人 LD<AB'+ 人 LD 0 
假如 人 B 宇 人 B', 连 AC .A'C”， 
在 全 ABC 与 人 A'B'C' 中 ， 
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入 全 己 


1 十 和 四 








AB=A'B’, BC=BC’, LB>LB,, 
AC 宇 A'C.. 


1 在 和合 ADC 与 人 ADC 中， 
AD= A'D’, DC= D'C’, AC 之 A'C’, 
LD>LD.. 
从 而 B+ 人 AD 之 LB + 二 D 与 矛盾 . 
故 一 B< 一 B 


同 理 可 证 一 D< 一 D- 

12.105 求证 :梯形 大 底 上 的 两 角 之 和 小 于 小 底 上 的 两 角 之 和 ， 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[证 1] 在 梯形 ABCD 中 , 设 4B > CD， 


D 
7 “7 在 DC 的 延长 线 上 截取 DE = AB. 连 BE. 
/pe to Me Sag 
4 3 /DCB>LE=/A, 
D+ DCB>/ABC+AA, 


Dp [证 2] 在 梯形 ABCD 中 , 设 AB > CD， 


/A 入 则 可 在 AB 上 截取 AE= CD 
/ A\ 在 忆 AECD 中 ,人 人 D= ~AEC> 一 B， 
4 F Bb 且 DCB>ALDCE= 人 A, 
AD=ADCB>/A+/B. 
[证 3] 作 梯 形 ABCD 的 两 腰 4C 、BC 延长 线 
相交 于 点 M. 设 诸 角 如 图 所 未 : 
由 三 角形 外 角 性 质 不 难 有 
clf+B>(C8+7y)+(a+y)>a+B. 
12.106 ”Ai,A,,…,Asg 是 任意 西 八 边 形 的 八 
B 个 内 角 , 试 证 :sinAl +sinA…+sinAs<4V5. 
(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1962 年 ) 


Al+A, 





[证 ] sinAl+sinA,=2sin 
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A3+A 
同 理 ”sinA; + sin4A, 委 2sin 5 - ， 











Ai+4 th) 


+ sin 


sinAl1 + sinA; + sinA3+ sinAs2 ( sin 


Al+A;+A;3+A 
<4sin 一 人 
As+Asct+Aj+A 
且 sinA;+sinAse +sin47 + snAs 委 4sin 一 一 一 一 ， 


sin4i +snA> 二 … 二 SnAs 


A +A TAITA As+Act+As+A 
<4 (sin 1 2 3 4 各 6 7 
4 4 
Ait+ A2+.…+A 
gs 人 人 | 
-8sin =4 3, 和 一 
12.107 入 4BC 的 内 切 圆 在 各 边 上 的 切 点 分 别 为 L.M 和 N. 求 | 和 


证 :全 LMN 恒 为 锐角 三 角形 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 如 图 ,由 圆 的 各 种 角 的 性 质 有 


C 
LLMN= ANL= IN, 
N 
但 LANL= LALN=90°- 广 LA<90", M 
故 LMN< 90°, 4 B 


同 理 可 证 MNL<90°,， NLM<90". 
于 是 和 售 LMMN 为 锐角 三 角形 . 
12.108 给 定 和 4BC, 用 直线 两 两 连结 
它 的 三 个 旁 切 圆 圆心 O;`O, 和 0O3;， 求 证 ; 
所 得 的 全 O10,O3 是 锐角 三 角形 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[证 ] (如 图 ) 由 题 设 可 有 


LO =180"— 广 (LBCF+ LDBC) 
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-180'- 广 (24 + BT LAT+AC) 


= 180° ~ (180"+ 人 A) = 90° -<A<90 


同 理 可 证 ”二 OO),<90" ,一 O;<90". 

即 ” 公 O10,0O; 是 锐角 三 角形 . 

12.109 ”假设 在 全 ABC 中 , 边 AB 和 AC 不 相等 ,AP 是 角 A 的 平 
分 线 ,点 卫 在 边 BC 上 .求证 :(1) 若 边 BC 的 中 点 为 F, 由 点 A 作 边 BC 
的 高 , 垂 足 为 工 ,那么 点 卫 在 点 下 和 点 工 之 间 ;(2) 如 果 和 人 ABC 是 锐角 
三 角形 ,那么 人 FAP< 一 PAT. 


纺 言 已 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1932 年 ) 
[证 ] (1) 作 全 ABC 的 外 接 圆 ,显然 人 A 的 


4 
/ 平分 线 和 外 接 圆 交 于 一 点 ,而 县 点 . DD 在 B 和 C 
\ 之 间 不 包含 顶点 A 的 圆 弧 上 ;日 把 BC 两 等 分 . 
C 过 BC 的 中 点 下 所 作 的 垂 线 也 和 外 接 圆 交 于 
TY 1 
D 如 果 全 ABC 不 等 重 ,那么 人 人 A 的 平分 线 AP 
与 过 A 的 高 AT 不 重合 ,因此 点 下.P 和 全 是 互 
不 相同 的 ,因为 点 P 在 人 A 的 平分 线 上 ,和 且 PP 在 AD 内 部 , 则 由 A 和 DD 


回 BC 作 垂 线 时 , P 也 在 两 个 垂 足下 和 了 人 的 内 部 . 
(2) 如 果 公 ABC 是 锐角 三 角形 , 则 线段 OD 与 BC 相交 , 虽 下 是 


OD 的 内 点 ， 
FAP</OAD. ”0Q 
为 一 方面 ,因为 全 AOD 是 等 腰 三 角形 , 目 FD/ AT， 
LOAD= LODA= LPAT. © 


由 只.@@ 得 人 FAP< PAT. 
12.110 设 入 ABC 为 锐角 三 角形 , 它 的 三 边 满足 AB< AC< BC. 
如 果 点 I 是 全 ABC 的 内 切 圆 圆心 .点 O 是 全 ABC 的 外 接 圆 圆心 . 求 - 
证 :人 OBC< 一 IBC,OCB< 一 ICB. 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 如 图 ,一 BOC =2A， 和 BOC 为 等 腰 三 角形 ， 


LOBC= LOCB=7(180"~ LBOC)=90°- ZA. © 
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入 4BC 的 内 心 是 角 平分 线 的 交点 了 ,所 以 , 


LIBC- 坟 人 B， ZICB= 地 人 C. © RN 
在 三 角形 中 边 的 大 小 顺序 和 它 所 对 的 角 的 大 ”| 人 全 Sc 
小 顺序 是 相同 的 ， 
LC<LB<AA. Cy 
由 中 、@ .四 ,有 
90 -A = 全 人 LA 
_ZLC+(AB-LA) 
7 
LOBC= LOCB=90°- LAA<ALICB</IBC. 
故 OBC<LIBC, LOCB</ICB. 
12*111 试 证 :顶点 在 单位 圆 上 的 锐角 三 角形 的 三 个 角 的 余弦 的 
和 小 于 该 三 角形 的 周 长 之 半 . 






1 十 小 


入 


《中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,在 单位 圆 O 内 任 作 一 内 接 锐角 三 


角形 ABC, 令 A、B、C 各 角 所 对 的 边 长 分 别 为 a、6、 

c, 其 和 的 一 半 为 ;. oN 
… 全 ABC 为 一 锐角 三 角形 ， 
. 4+B>90"， 即 4>90"- 了 B， "~ 7 


从 而 cos4<cos(90" -了 B)=sinB. dQ) 
同 理 ”cosB<sinC，. (2) 
日 cosC< sinA. (3) z 
由 + 四 + 二 得 cosA + cosB +cosC<sinA + sinB + sinC, (4) 
由 正弦 定理 有 : 
a _b rc 
sinA sinB sinC 
at+bte 加 
sinA +sinB+sinC “i 


即 sinA tsinB+sinC= (atbte)=s. 
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由 由 .@@ 可 得 cos4+cosB cosC<s 
12.112 如 果 OO 是 入 ABC 内 的 任意 一 点 ,全 ABC 的 半 周 长 为 请， 


2 1 OBeos SA + OCeos < p, 并 确定 等 式 何 








人 求证 ; OA cos 
者 时 成 立 ， 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] 设 人 人 OAC= al, 人 人 0A4B = aas, 人 OBA 
= Bi, LOBC = B,, A OCB = Yi;1, LOCA = Y, 
LBAC=a= at+a, LABC= B= B+ B, 
ACB= Y= Yi1+ Y;. 

作 OE | AC 于 E,OD_LBC 于 D,OF.|AB 
于 下 , 则 
AE= OAcosal, CE = OCcosy;, 
CD= OCcosY1, BD= OBceosp;, . 
BF = OBcosB!, AF = OA cosas. 





p = (AB+ BC+ CA) 


1 
= LOAcosa! + OA ‘cosa2 + OB cospl 
+ OB cosBy + OC cosy1 + OC cosy? 











a CI 02 Bb Pi — Bb 
一 二 -一 -一 4 十 二 一 一 -一 一 一 一 一 
OA cos 7 C0 5 OB eos 2 COS > 
7 71 一 Ya2 
十 重 i = 一 一 一 一 一 一 
OC cos 7 COS 7 
<<O4.oosge 了 +OB:eog 且 +oc:oos 之 
2 2 2 
~ OA :00s SEE DB. 经 + Occos <0. 


当日 仪 当 al=a2,Bi= ;71== 2; 即 OO 为 全 ABC 的 内 心 时 ,等 式 成 立 . 
12:113 设 ABCD 是 凸 四边形 , RA4、Rp、Re、Rp 分 别 表 示 
个 DAB 全 ABC 人 ABCD、ACD4 的 外 接 圆 半径 ,证 明 : Ra + Re> Rp+ 
Rp 成 立 的 充 要 条 件 是 A+ AC>LB+ 一 万. 
(第 37 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
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[证 ] (充分 人 性) 如 图 , 若 人 A+ 人 LC>LBt+ : 
了 D,; 则 B+ 人 D<180',D 点 在 和 ABC 外 接 圆 全 太 
的 外 部 ,有 a>a’,B>B,0>0 ,p>9. 


A So 
B 




















==( AB ,AD ) + 了 (+ C 
2 \2sing’” 2sing 2 \2sina 2sing 

1 ( AB BC ) 1 ( AD CD | 

7 十 = 十 一 * 十 =- 六 

2 \2sing 2sina 2 \2sing 2sing 
= Rp+ Rp. 


(必要 性 ) 将 上 面 已 证 得 的 人 A + 人 C> 了 B+ 人 LD 可 推出 R。4+ 
Rc Rp + Rp 中 的 A、B8、C、.D 作 一 轮换 ,得 到 

LB+AD>AC+AA, 可 有 Rp+ Rp> Re+ Ra 的 

若 Ra+ Re>Rp+ Rp, 但 人 A+ 人 ALC/AB+LD: 

如 果 A+AC< 了 B+ 人 D， 由 的 可 得 矛盾; 

如 采 了 A+ 人 C= 了 B+ 人 LD, 则 A、B、C.D 四 点 共 圆 , Ra。+ 
Rc= Rp+ Rp, 逆 盾 . 

12*:114 给 定 一 圆 内 接 七 边 形 A1A,A;AsA;A6Ay. 如 果 这 个 圆 
的 圆心 在 七 边 形 的 内 部 ,那么 以 Ai .A3 和 A; 为 顶点 的 内 角 之 和 小 于 
450°. 

(第 6 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 由 一 4 = 方 (360"- 4 人) 


Al 
。 1 ~ pa “~~ 
= 180 一 了 4247， A, 


/A;= 方 (360"- AsA2) 
= 180" 一方 A4A2， 4 
/As2 地 (360" — AcA,) = 180° 


AA, 3» 


2 
相 加 得 人 Aj+ 人 A3+ 人 As 
二 2 XX 180° 十 (180° 六 4747 广 A442 六 A6Aa) 
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=360° + 二 A;A.. 


2 
几 由 于 圆心 O 在 七 边 形 内 部 , 故 A7A< 180 ， 
何 “. LAI+/Ayt+/A;<360°+90°=450°. 
着 


12.115 设 人 ABC 为 任意 三 角形 ,求证 : (1D) 妈 分 + 好 本 + 

好 与 >1;(2)cosA + cosB+ oosC >1. 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[证 1] (D2 (i -es) >0, : 
+ 了 2 地 

同 理 +t 2 

且 + St 

上 述 三 式 两 边 相 加 有 
tt 人 

但 (gt 人 1 


C22 


、 B ( A 2) A B 
$1 一 一 一 一 -一 十 一 一 一生 一 一 一 

C | B 5) B 

+ -一 一 -te 一 上 十 一 。 
及 tg 2 tg -7 8 7 tg 7 tg 
A ( C a) C A 
s+ 一 一 一 to 下 + .to 
且 tg tg 7 = tg 本 g 了 2tg 7 tg 


二 趟 两 边 各 相 如 得 
2(tp 分 +te 7 ttg 可 和 ) 
(全 


之 2， 
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刀 信 + 刀子 + 刀 上 1 
(2) 由 和 差 化 积 法 ,很 容易 证 明 . 


cosA + cosB + cosC=1+4sin Ssin Begin <. 
2 2 2 
和 A B C 
因 sn 一 ,sin 一 ,sin 一 都 是 正 值 ，.*. cosA +cosB+cosC>1. 


2 2 2 
12.116 车 A、B.C 是 锐角 三 角形 的 三 个 内 角 , 试 比较 sinA + 
sinB+ sinC 和 cosA + cosB + cosC 的 大 小 . 
(中 国 江 苏 省 南京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 




















十 一 
[ 解 j … sinA + sinB =2sin A B.ATB 
2 2 第 
十 —— 
及 eosA t cosB =2e0s Seo0s OT. 几 t 
条 一 
一 + 
由 A 、B 是 锐角 知 -45'< 全 于 <45 45 < 全 <90"， 
ww 人 一 吕 、0 . A+B A+B R 
六 ， Sin 7 COS 3， 


从 而 sinA + sinB > cosA + cosB. 

同 理 sinB + sinC > cosB + cosC, 

且 sinC + sinA >cosC + cosA. 

于 是 有 sinA + sinB + sinC>cosA + cosB + cosC 

12:117 求证 : 对 任意 三 角形 的 内 角 c、8、7y, 有 不 等 式 
2{ 2 十 2 十 2 < (5 十 sna 十 (= 十 一 ) snp 十 
(Ca 

a 1 
《第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 不 妨 设 o 委 8 委 7, 则 a、B8、y 所 对 边 a .5 c 有 a 和 胺 25 妇 c ,由 

正弦 定理 知 ， 
sina<sinBSsiny. 
] 1 


又 > 由 排序 不 等 式 , 得 
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ai 


sing | sing | siny~sing , Sing | Siny OD 

p 7 a a B 7 

sina siny ~ sing , sinp , siny | 

7 有 & 8 7 

由 + 四 整理 , 即 得 所 求证 的 结果 . 

12.118 平面 上 有 和 定点 A、 有 和 任意 的 四 个 点 Pi 、P; 、P3 、P4 , 求 
证 :这 四 个 点 中 至 少 有 两 个 点 已 .Pi (天 ,满足 | sn 一 APB - 


+ Sn + 
a 


sinZLAPB|<= : 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 0 志 人 人 APBS&r, .. 0 委 sin AP.BSI. (i=1,2,3, 
4) 
加 | 1 1 21r2 
把 区 间 [0,1] 等 分 成 三 个 小 区 间 :| 9, 二 | ,| 二 ,于 | ,| 三 ,| 


在 每 一 小 区 间 内 任意 两 个 数 的 差 的 绝对 值 不 会 超过 二 
而 sinAPB(i=1,2,3,4) 这 四 个 数 中 至 少 有 两 个 数 会 落 在 同 -- 
个 小 区 间 内 , 设 以 “sin 二 APB，sin 了 AP.B(i 关 站 表示 这 两 个 数 , 则 


|sin/ AP.B ~ sinL APB | < . 

12.119 平面 上 任意 给 定 六 点 ,后 三 点 共 线 .求证 :总 能 找到 三 个 
点 ,使 得 以 此 三 点 为 顶点 的 三 角形 中 有 不 超过 30" 的 角 ,将 30" 改 成 29" 
结论 是 否 还 对 ? 
(中 国 吉林 省 长 春 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 六 点 为 A、B、.C.D.E.F, 将 它们 
两 两 相连 ,总 存在 过 二 点 的 直线 1 ,使 其 余 点 皆 在 
/ 的 同一 侧 , 不 妨 设 C.D、E.F 在 AB 连 线 同 侧 ， 
BC 了 D 正和 上 绕 A 烦 时 针 方 向 排列 .车 人 BAF 志 
120", 则 由 于 
ABAC+/ACAD+ /DAE+ /EAF= /BAF, 
故此 四 个 角 中 必 有 一 角 小 于 30”. 
奇人 BAF > 120*， 则 在 全 BAF 中 ， 

了 ABF+ BFA<60"， 其 中 必 有 一 角 小 于 30*. 
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如 果 将 30" 改 成 29" 结 作 也 不 成 立 . 

因为 当 六 个 点 是 某 个 正六 边 形 的 顶点 时 ,其 中 各 角 均 不 小 于 30". 

12.120 ”在 平面 上 给 定 了 7 条 直线 ,其 中 任何 两 条 都 不 平行 . 求 
证: 必 能 找 出 两 条 直线 ,它们 之 间 的 夹 角 小 于 26”. 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 任 选 一 点 O, 作 7 条 直线 的 平行 线 1;(i=1,2,…7). 

由 于 7 条 直线 中 的 任何 两 条 都 不 平行 , 故 这 7 条 直线 将 周 角 分 成 
14 个 角 , 且 这 些 角 就 是 原来 那些 直线 的 交角 . 

如 果 这 14 个 角 均 不 小 于 26°, 则 它们 的 和 : 

. S 之 14 x 26° = 364° > 360°， 
闻 盾 . 

因此 , 必 存 在 两 条 直线 ,它们 之 间 的 夹 角 小 于 26”. 

12*121 已 知 :平面 上 几 条 直线 两 两 相交 ， 求 证 :它们 的 交角 中 至 


少 有 一 个 角 不 大 于 - 


(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[证 ] 平面 上 ”条 直线 两 两 相交 所 得 交角 个 数 最 多 有 
4|[ (x -1)+ (nm2)+…+1l=2n(n -1). 

在 平面 上 任 取 一 点 O, 将 wn 条 直线 平移 ,使 它们 均 过 O 点 ,成 为 
交 于 O 点 的 儿 条 直线 . 

了 在 江 风采 在 绕 将 以 O 为 顶点 的 周 角 分 为 22 个 角 , 不 妨 设 这 27 
个 角 为 CQ2， Oo 

由 平行 线 的 性 质 知 ,这 2n 个 角 中 的 每 一 个 都 与 2n(n 一 1) 个 交角 
中 的 一 个 相等 . 


若 27 个 角 中 的 每 一 个 角 均 大 于 LS ， 风 


al tat a, >2n: 1 = 360", 


这 与 gj + as 十 … “十 Qo， -360* 矛 盾 1 
“1] o 
咸 ai ,a2,…, ay, 中 至 少 有 一 个 大 于 车 0 
天 
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(三 ) 关 于 面积 的 不 等 式 


es 这 六 


1. 三 角形 中 的 面积 不 等 式 


12'122 已 知 : 人 ABC 与 人 ABC 是 两 个 锐角 三 角形 ,日 AB< 
AB BC<BC ,CA<CA’. 求证 :SApreXSA4Apc 
(中 国 吉 林 省 八 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 BC=a,CA=6b,AB=c,BC=a,CA’ =b,A'B’ -= 


由 已 知 有 a 之 a ',b<b ,cc<e. (1) 


由 条 件 知 0< 一 A<90". 按 ~A 与 <A 的 大 小 关系 分 两 种 情况 研 
究 . 

(1) 当 一 4 之 AAA 时 ， 

当 0<l 一 A 近 人 A <90 时 ,有 sinAsinA ， (2 

又 Sangc= besinA, Sarge = besinA”, 

由 Q) be<be, 电 

由 人 、.G) SAABC < SAABC 

(2) 当 人 A'<AA 时 ， 

A+AB+/AC=180., (4) 

A+/AB+/AC =180", ©) 

由 四 四 ,有 LB +AC>AB+ALC. © 

由 @@ 知 ,一 B > 人 B 或 LC > 人 C 必 至 少 有 一 个 成 立 ,不 妨 设 为 
BAB. 

则 Sawac= FacsinB. Soagc = a sinB’ 

由 全 ac<ar. 


由 OABAB<90 有 sinB<sinB ， 
SAABCS SaaBC， 因此 ,总 有 SAABCS SAABC 
12.123 ”如 果 三 角形 的 每 条 边 长 都 小 于 工 ,那么 该 三 角形 的 面积 
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小 于 旺 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[证 ] 设 4B 是 入 ABC 的 最 长 边 . 

由 题 设 AB<1. 

以 AB 为 边 作 一 个 等 边 三 角形 ABC ,使 它 写 人 ABC 
在 直线 AB 同一 侧 . 

因为 AC 志 AC1, BC 夺 BC, 所 以 点 C 位 于 以 A 为 图 
心 ,ACI 为 半径 的 圆 内 ,也 落 在 以 B 为 圆心 , BC| 为 半径 
的 圆 内 , 即 C 在 如 图 的 两 圆 公 共 部 分 之 内 . 

因而 和 全 ABC 的 高 不 超过 和 全 ABC 的 高 . ， 

因为 入 ABC 和 售 ABCI 有 公共 底 边 AB ,所 以 有 Seagc 守 SAaBc 





2 
由 于 全 ABC 为 等 边 三 角形 , 则 SA npc, = 348. 0o. 
soc< 


12.124 在 和 ABC 中 ,D 是 AB 边 的 中 点 ,E、F 分 别 在 AC、BC 
上 ,求证 :全 DEF 的 面积 不 超过 全 ADE 与 全 BDF 的 面积 之 和 . 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 延长 ED 到 EE, 使 DE = DE, 连 结 


4 . 
EB.EIF, 

则 人 BDEI,QA 人 ADE. KA 

“Sape F= SAper, 汉人 

BEIDF 是 上 是 四 边 形 ， 

SAADE + SABDF = SBE DF > SADEIF = DADEF:- 

12.125 已 知 : 合 ABC, 证明 :存在 一 条 直线 1( 在 全 ABC 所 在 平 
面 ) 使 得 入 ABC 关于 1 的 对 称 图 形 人 ABC 与 人 ABC 的 公共 部 分 面 
只 ,大 于 全 ABC 面积 的 三 分 之 一 . 





(美国 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 不 妨 使 BC= wa,AC=p,4B=c, 且 cc 委 0 和 受 c. 又 设 AD 为 
BAC 平分 线 , 则 点 B.C 关于 AD 的 对 称 点 B,C 分别 在 AC 和 AB 
上 , 且 BC 过 DD. 
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何 
人 
了 
式 





i 











由 5eBpC = AB BC SAABC 
| Sa 
郑 -Sag 

= apc> 4 Saag 





于 是 AD 即 为 所 求 的 直线 7. 
12.126 ”过 三 角形 的 重心 任 作 一 直线 ,把 这 三 角形 分 成 两 部 分 .证 
明 :这 两 部 分 面积 之 差 不 大 于 整个 三 角形 面积 的 二 
(中 国安 徽 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 过 全 ABC 的 重心 G 的 任意 直 
线 分 别 交 AB、AC 于 DD.E, 过 G 作 平 行 于 底 边 
BC 的 直线 分 别 交 AB、AC 于 已 .Q. 


、 ] 
首先 证 明 人 S 梯 形 PBCQ 一 SA4PO 三 -一 人 AAABC 


9 
事实 上 ， SS 梯形 paco SAApQ 
= SAABC — 29 和 APO 


25 
_ san (1 ea 
9AaBc 








4 
(1 9 SAABC 
1 


7 9 SAARc. 


其 次 证 明 ”SS 四 边 形 DBFE - SAADE < S 梯 形 PBcQ - SA apa. 
由 于 人 DPG = 了 人 A + 人 GQE > 人 GQE , 故 能 在 全 PDG 内 部 作 直 
线 PR ,使 人 RPG = 人 GQE. 
又 ” PG=G6Q, .. A 人 PRGQA 人 QEG. 
于 是 SAppG > SApgc = SAQE. 
今 四 边 形 DBCE 二 今 梯形 PBCQ 一 SA Pp + SA QEG < S 梯 形 PBCO; 
SA ADE = SAap + 9APpe 一 SAage 之 9^Apo. 


1 
今 四 边 形 DBCE 一 SADE << S 梯 形 PBCQ 一 SA aApe = 9 SAABC. 
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为 了 说 明 不 等 式 的 左 端 是 个 正 数 ,最 后 我 们 证 明 Sm 边 形 DBCE > 
Sape. 
连接 BG 交 AC 于 N, 则 BN 是 人 ABC 的 中 线 ， 
SAABN = SaABcy- 
延长 PR 交 BN 于 S, 则 因 RG = GE ， 
人 RSGEA ENG. 
于 是 S 四 动 形 DBGE 二 SABN 一 SAGEN + Sa pg 
> SABY ~ SaAGEN + SaRS; = SABcY. 
SAADE = SAABY ~ SADBG + SAGNE < SAABY. 
今 四 边 形 DBCE > SAADE. 
12.127 在 直角 入 4BC 中 , AD 是 斜 边 BC 上 的 高 ,过 全 ABD 的 
内 心 与 全 ACD 的 内 心 的 直线 分 别 交 边 4B 与 4C 于 K 和 上 ,个 ABC 和 
全 AKL 的 面积 分 别 记 为 S 和 全 .求证 : S 守 2T. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 记 合 ABD 和 公 ACD 的 内 心 分 别 为 M 和 





N. 
由 于 个 ABDWDA CAD. Kk 
注意 到 DM 与 DN 是 由 点 A 出 发 的 两 条 角 平 分 

线 ， 

由 相似 三 角形 对 应 线段 的 比 等 于 相似 比 得 
DM _ BD 
DN AD: 
又 AMDN=90°=/ADB, .. 作 ABDWA NMD. 


因此 这 两 个 相似 三 角形 的 对 应 边 的 交角 相等 , 故 有 
LLKA= /BDM=45°. 
从 AKL 为 等 腰 直 角 三 角形 . 


又 MNESAMD, .. AK=AD=AL. 
于 是 有 S= AB: AC., : 
1 l 1] AB*.:AC™ 
T= . 二 一 一 “2 二 一,- 一 一 一 
且 > AK AL 7 AD 2 “Ap2T A 
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SS AB’+ 4C 2AB:AC 





] . 


2T 2AB.:AC 2AB:AC 

几 即 SS 之 2 了 了. 
何 12.128 设 入 4BC 是 等 腰 直 角 三 角形 , 它 的 腰 长 是 1,P 是 斜 边 上 
入 一 点 ,由 了 到 其 他 两 边 的 垂 足 是 Q 和 及 ,考虑 人 APQ 和 人 PBR 的 面 
积 , 以 及 和 定形 QCRP 的 面积 .证 明 : 无 论 已 怎样 选取 ,这 三 个 面积 中 最 


大 的 至 少 是 二 


(第 1 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 设 BR=x, 则 BR= RP= QC=.x， 
RC= PQ= AQ=1- 


(1) 如 果 z>>， 则 





3 9. 
(2) 如 果 < ， 则 1 -x 之 之 ， 
({—-x) (2) 2 
4) 二 一 一 一 之 一 [一 = 二 . 
SAA 2 2\3 9 
z 1 2 1 1 1 
-一 十 -一 一 一 一 
(3) 如 果 3<xz< 卫 ,， 则 F<7 < 
Sar=z(1 DO= tr) + 
2 4 
1 1 2 
一 -一 十 一- 二 一 
> 36 4 9 
因此 ,全 BRP 全 AQP 和 矩形 PQCR 的 面积 中 至 少 有 一 个 不 小 于 
9 
| 12. 129 如 图 ,在 和 4BC 中 ,PP 为 边 BC 上任 
F 意 一 点 , PE// BA,PF// CA. 若 Saapc = 1, 证 明 . 
F Sairr，Same 和 Sopear 中 至 少 有 一 个 不 小 于 地， 
B > C (中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 





[证 1] 昂 知 ,全 BPFcA PCEcA BCA ， 
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相似 三 角形 面积 之 比 等 于 对 应 边 长 的 平方 之 比 
PC 
BC 


BP 
史册 
tx BC 人 , 则 





=]1—-7rx, 0<zx<l. 


(1) 当 0< xs 时 ， 








Su-=(-a)2 了 了 

一 Ye 2 ~ .2 4 

同 理 当 sx<1 时 ， SABPFE = 之 9g- 

(2) 当 二 < xs 时 可 在 PC 上 取 点 Q, 使 PQ= BP, 过 各 
作 MNVAB ,分 别 交 FP 的 延长 线 和 AC 于 M、N. 有 


QC BC-2BP 1 
112， 
V Bc BC ”3 
,1 8 
SAacv=(1 一 27) <“ 9， Sm 四边形 BQNA > 0 


©@ 人 BPFSO 人 QPM, 


1 1 
JPE4F 二 7 SIMNAF = 7 S 四 边 形 BQNA 人 9 : 





当 <r<3 时 ,可 在 BP 上 取 点 Q, 使 QP = PC ,再 用 同 法 
证 出 

SOPEAF > 0 

[证 2] 易 知 入 BPFcAPCEcABCA ,相似 三 角形 面积 之 比 等 
于 对 应 边 长 之 比 的 平方 . 

设 i 则 1 0<r<1l. 


由 Saape=1 知 |， S1= Sappe = x”, S,= SapE= (1- x), 


S33 二 Sm~prAF =1— SABPF 一 SAPF=27z(1 一 工 )， 


四 当 0<x 二 工时 ， S>(1- 工 ) = 壮 ， 
3 3 … 9 
2 2\ 4 
当 ,~ <<1 时 ， >( 二 】 一 
@ 当 3 本 才 1 3 9 
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高 己 





1 2 
当 ”一 < 一” 时 ， 
地 当 3 < 3 十 


sa 人 


[证 3] 如 图 , 设 BM= MN= NC= 本 BC 


过 N 作 NK/AB，NL/ AC, 易 知 


1 4 
SANcKk = 9 ,OA BNL Tg ; 





4 
从 而 SoMAL™ oO- 


4 
9 和 
同 理 “ 当 己 在 BM 上 时 ， Ser 全， 
因此 只 需 考虑 P 在 线段 MN 上 的 情形 . 
从 PE/ANK/BA 和 PF/NL/ CA 可 得 出 
由 和 PNDcA BCA， 设 相似 比 为 &, 即 PD= kBA,，ND= kAC. 
OPF>3 CA, NK>3 BA. 
@ 平 行 四 边 形 PDLF 和 NKED 对 应 角 相 等 ， 
DOPDLK _ PD': PF _ k: BA':PF 
S/NKED NK *: ND 1 


3 “kA 


外 此 知 SppaAF CNKAT 一 人 
12.130 如 图 ,在 和 ABC 中 ,P、Q、R 将 其 周 长 三 等 分 , 且 PQ 


当 王 在 NGC 上 时 ，SAagpF 之 SABpNl = 


之 1 





Ah4 在 AB 边 上 ,求证 :2 > 了 
SA aABC 9 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
0 【证 ] 不 妨 设 周 长 为 1, 作 公 ABC、 人 PQR 的 . 


B ~ ”高 CL、RH. 
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1 
Ser 2 “KpQ.AR 
Saagc L.AB:CL AB' AC 
1 1 PR、 2 

AP<AP+ BQ=AB-PQ< 了 了- 广 = 志 ， 

1 ] 1 1 1 
4 二 3 4 人 3 6 6 ££ AC<=, 

1 

S 

A 则 Argrp 2 1 2 
AC” 1 SanBt 3 3 9 

5 


12:131 在 全 ABC 的 三 边 AB、BC 与 CA 上 分 别 取 点 M 民工 (不 
与 人 ABC 的 顶点 重合 ) ,证 明 : 和 MAL .个 KBM .入 LCK 中 至 少 有 一 个 
的 面积 不 大 于 和 ABC 面积 的 一， 

(第 8 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 在 全 ABC 中 , 设 4 
AB=c, BC=a, AC=5, 

CK=k, AL=!1, BM= nm. L 
则 0<k<a, 0<!<p，0<7im<c. 因 而 有 B pa C 


Sa = l(c- m )sinA, 


Soax = m(a -kh)sinB, 


1 
SAKCL = Fb — 1)sinC, 


© © 是 


] 
SAABC = 7 sinC = 7 bcsinA = casinB. 


(Sons) = Hab?c?sinA “sinB sinC. @ 
由 中 , 书 ,@@ 和 @ 得 
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四 第 为 曾 沁 


1 二 








党 言 二 


SALaw'SeMBK SAkcL _ mkl(c— m)(a—k)(b-1/) 加 
(SaApr)3 CQ202c? 


因为 c-- 刀 >0，a ->0，5-- 7 >0， 则 








__ 2 -2 
0< me ms 和 | -上 ©) 
2 4 
十 一 此 2 2 
0<k(a- hk)<[ ee | = 一 ， @ 
2 4 
(pp 2 ,2 
0<10-D<| | -二 ， ® 
2 4 
a bc* 
©@ x 全 Xx@ 得 0< mki(c—m)(a -kb DE 有 
1 3 
由 名 得 Sa" SAMr" Sak < (Saage | 。 9) 


于 是 公 LAM. 个 MBK、 公 KCL 的 面积 中 至 少 有 一 个 不 大 于 
入 ABC 面积 的 一 
12:132 (1) 设 入 ABC 为 任意 三 角形 ,点 X、 
Y.Z 分 别 在 边 BC、CA .AB 上 . 若 BX 夺 XC,CY 专 
) YA,AZ<ZB. 求 证 :Saxyz 之 二 Sana 
Box C (2) 设 入 ABC 为 任意 三 角形 ,点 和 Y、Z 分 别 
在 边 BC .CA .AB 上 (但 对 距离 的 比 ,如 人 -不 做 任 


何 假 定 ), 用 (1) 或 另 法 证 明 , 公 AZY、 公 BXZ、 公 CYZ 中 必 有 一 个 三 角 
形 的 面积 不 大 于 全 XYZ 的 面积 . 
(第 34 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1973 年 ) 
[证 ] (1) 如 果 义 、Y.Z 是 BC、CA、AB 的 中 点 , 则 有 


1 
SAxY2 DAABC- 


由 已 知 BX 过 XC, CY 过 YA,AZ 志 ZB, 着 Y.2 不 动 ,把 X 移 到 
BC 的 中 点 ,这 使 人 XYZ 中 YZ 边 上 的 高 减少 或 不 变 , 因 而 全 XYZ 的 面 
积 不 会 增加 ,因此 会 XYZ 的 面积 不 超过 由 各 边 中 点 为 顶点 的 三 角形 的 


面积 , 即 不 小 于 A4BC 面积 的 二 , 即 
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SAmz 之 了 了 : SAABC. 
(2) 在 ( 1) 的 假定 下 ， 


SARBXZ + SAcxY + sanz SAABC, 
于 是 在 全 BXZ .个 CXY .个 AYZ 中 必 有 一 个 三 角形 的 面积 不 大 于 
入 ABC 面积 的 一 ,从 而 由 (1) ,不 大 于 人 XYZ 的 面积 
在 其 他 情况 下 也 可 得 到 同样 的 结果 . 
注 本 命题 为 上 一 道 题 的 特例 . 
12.133 试 证 :从 任何 面积 为 S 的 等 腰 三 角形 中 都 可 以 剪 出 3 个 


互 不 相交 的 全 等 三 角形 ,使 得 每 个 三 角形 的 面积 都 大 于 这 


(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 在 人 ABC 中 有 AB = AC. 下 面 分 两 | 


种 情形 来 分 别 构造 . 
(1) LBAC >60", 显然 ， 这 时 二 BAC 是 全 ABC A 
NN 


中 的 最 大 角 , 所 以 BC> AB = AC. 设 O 为 全 ABC ,EN 
的 内 心 ,连结 OA .OB .OC, 于 是 有 ” 
人 人 AOBSQA AOC. 
在 BC 上 截取 BD= BA ,连结 OD, 则 又 有 
人 AOBSEA DOB. 


C 


、 9 
为 证 SABDD> 一 4 只 需 证 明 BD> DC. 


2BD= AB + AC> BC> BD, 
DC= BC - BD< BD. 
这 就 证 明了 全 AOB 全 BOD.、 人 AOC 即 为 满足 题 中 要 求 的 3 个 全 
等 三 角形 . 
(2) BAC 委 60' .在 BC 上 取 点 D、E, 使 得 人 BAD = 人 DAE = 
全 FAC. 由 对 称 性 知 有 AD = AE. 分 别 在 AB、AC 上 取 点 下 、G ,使 得 
AF= AD== AE= AG ,连结 FD .EG ,于 是 有 
人 AFDSQA 人 人 ADEQA AEFEG. 
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几 
何 
不 
学 
式 





1 -十 第 





S 、 
A 为 证 Seam> 二 ,内需 骨 证 SAAFD> 2SAFBD. 


而 这 又 只 第 证 明 AF>2FB, 亦 即 4 > 二， 
也 入 设 生 ABC 的 BC 边 上 的 高 为 h ,于 是 有 
Dp E AF AD.、 ih A /3. 2 
-一 一 一 一 一 一 一 一 一 全 人 mi 一 一 unm 
这 就 完成 了 全 部 证 明 . 


12.134 在 人 ABC 的 三 条 边 BC、CA 、AB 上 分 别 取 点 D、E、F, 使 
入 DEF 为 等 边 三 角形 ,a、5、c 分 别 表示 全 ABC 的 三 边 长 ,S 表示 
(a2+62+cz+4V3S)2 
(第 34 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 
[证 ] 将 二 BAC .CBA 、 了 ACB 分 别 记 为 
a .8B、Y. 并 设 圆 DEF 与 边 BC、AC 分 别 另 交 于 点 
H.G. 
显然 人 FGA= 人 FDE = 60", 
LFHB= /FED=60°. 
因而 有 人 GFH =360'- 人 人 FGC~ AFHC-Y 
=360"- 120" -120"- > 








= 120 ~ >. 
设 4AF=>x, 则 由 正弦 定理 有 
FG Sna 2 . FH 2 . 
sin60 J ci 


由 余弦 定理 有 
HG* = 全 [zzsinza + (cC— xr)*sinB—2x(c ~ zx)sina sinf 


"cos(120° — y)) 
4 


-3 (Lr -2Mcr + Ne’). 


其 中 LL=sina + sin*B+2sina'sinB'cos(120° — 7), 
M= sin’ B+ sina'sinB'cos(120° ~ 7), 
N= sin’B. 
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设 圆 DEF 的 半径 为 如 ,由 正弦 定理 有 
HG _,,-_DE 
sn GEH “fsin60° 
3 HG 
DE 3 7 sn(120° 7) © 
由 于 NL 一 M?= sina'sin B'sin (120° — 7). @ 


由 正弦 定理 有 se -SF -= SI = .其 中 RR 为 圆 ABC 的 半 
径 ,因而 有 


L =sin2a +sin28 一 sinasin8(cosy ~ V3siny) 





02 十 12，2 
2 
4R? 
a*+b+c:+4y3S @ 
8R? 
由 中 .四 . 翅 .由 得 
3. HO’ 
4 sin’(120°— 7) 
22. M120° 7) 
sin*a sin 8:8R? 
az+b+cz+4WS 
2a“c2sin28 
a*+b+ce +4Y3S 
.85 
a2+b2+c2+4V3S 


22+B 一 cb + y3absiny 


DE? = 


_ 2， 
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办 庆 言 记 


1 十 洲 





于 是 有 DE2>— 2 
(a2+b2+c2+4V3S)2 


12.135 如 果 AD、BE 与 CF 是 入 4BC 的 角 平分 线 ,证 明 : 人 DEF 
g| 的 面积 不 超过 入 ABC 面积 的 四 分 之 一 . 
(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 记 a=BC,6=AC,c=AB. 
在 全 ABC 中 ,由 三 角形 内 角 平 分 线 的 性 质 得 
F 、 4F_ BF_4F+B ec 
D bp a bia artb’ 
be 
4 C … 4 二 


同 理 有 _ AFE=-e 
dtec 








Saer = 7 AEAFsinZ BAC 





1 . pc 
= 了 bcsin BAC (Cato) (are) 


Saage 
(a+6)(a+e) 


同 理 可 得 SA BDF 一 





aCS A ABC 
(a+b)(b+e) 
acSAABc 
Soe tar dre 
由 SAABC = SApEF + SAAEF + SABDE + SamE 及 平均 值 不 等 式 可 
得 
SAABC — SADEF 
一 SA AFF 十 SA BDF 十 SACPE 
(atb)(b+t+e) (bta)(b+ce) (ct+a)(c+6) 
cb+t+bcta’ctcatbata’b 
(atpb)(b+c)(ct+a) A 
Gabc 
Faro (Bre) ta) A 
3 Se 
(at+b)(atc) (atb)(c+6) (cta)(c+5) 和 


| SA ABC 
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=3(SAapc ~ SAAEF ~ SABDF — SACpE) 
二 39ADpEF， 
即 SABpc 之 4SAper: 
改 SApgr 志 二 Saagc 
12*136 设 P 是 全 ABC 的 一 个 内 点 ,Q、R、S 分 别 是 A、B、C 与 
P 的 连 线 和 对 边 的 交点 .求证 :Sagxs 志 二 Saag 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 


[证 ] 设 SApAC = XTX, SApBC = y, SAPAB = %， 4 


则 






i 


DaspQ _ 这 B C 
SA ABC (z+ y)(xrt+ z) 
DASAR _ Xz 
Saapc (y+x)(yt+z) 
SAQCR XYy 
及 Saapc (z+zx)(z+y) 
因 SAaBpc = SAORS + SASpQ + SAsAR + SAOCR, 
所 以 为 证 明 本 题 只 需 证 明 不 等 式 
这 Tx% XYy ~ 了 
(z+y)(z+z) (ytzx)(y+z) (z+7)(z+y) 4 
即 可 . 
整理 该 不 等 式 得 z 
y (rtiz)+r (ytz)+z (r+y) -6rm>0. OD 
Xr y+ yzt+ zi re3 V XT yy zr r= 3ry, 
县 zy + yz? + xr? 之 3 V XY ye zr = 3ryz. 
以 上 两 个 不 等 式 相 加 即 得 引 式 ,从 而 





2 说 这 己 


生 





Sars SA ABC. 


当 且 仅 当 z= y=z, 即 PP 为 人 ABC 的 重心 时 ,等 号 成 立 . 
注 “本 命题 系 上 一 命题 结论 的 推广 ， 
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12.137 ”过 人 4BC 内 一 点 O 引 三 边 的 平行 
线 ,DE/ BC,FG/ CA,HI// AB, 点 DE.F.G. 
HH\IT 都 在 全 ABC 的 边 上 (如 图 ), Si 表示 六 边 形 
DGHEFI 的 面积 , S, 表示 三 角形 ABC 的 面积 , 求 
证 :Si 之 信 S2. 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 


[证 ] 设 BC=a,CA=6,AB=c,IF=x,EH=y,GD= zx. 
由 OE/ BC,OH/AB 得 人 OFEHc 和 BCA， 


OECF 为 平行 四 边 形 , 则 OE = CF，.… 立 = 全 
同 理 宇 = 过. 
七 a : 
十 
a b C a 
由 柯 西 不 等 式 有 
2 2 
XxX” YY 之 (三 Yy z ) 1 
一 十 交 十 一 宇 一 [一 Xl1+ 王 xXx1+ 一 xl1||= 一 . 
a* b* ce 3\a 六 


SAOF + SAOEH + SAocp 


即 有 


1 . 
< 一 
S， 3 


2 
今 四 边 形 OHAG 十 今 四 边 形 ODBI 十 SS 四 边 形 OFCE 信 3 92， 


2 
且 2SAAGH + 2 ADBI 十 2SAEFRCS 3 S,, 


1 
于 是 SAacr+ Sapgl + SFrc 委 二 9)， 


3 


2 
SI= SS; (SAacy + SapBr + SAErc) 志 二 S). 


3 


12.138 给 定 面积 为 1 的 和 ABC. 设 点 Ai .Bi 、Ci 分 别 是 三 条 边 
BC、CA 、4B 的 中 点 ,如 果 点 K、L 、M 分 别 在 线段 AB1、CA1、BC, 上 ， 
求 : 人 A1B1Ci 与 人 KLM 的 公共 部 分 的 可 能 的 最 小 面积 . 
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(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
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[ 解 ] 如 图 , 连 KMj、KjLi、L1Mi. 
设 DACIMKI 二 >1， SAMMIK) = 了 1 


SaAL MI = 32, SAL LM {2 





SAB KL = 3, SAKKL 二 工 3， 


CM _AK_AB 1 
MM KC BC 
CiMs 人 MMi. 故 Si 委 癌 . 
同 理 ”Ss 压 T,，S;3 夺 了 了 ;. 
Si+ S;+ $3 TI + T+ Ty. 
设 人 ABC 与 全 KLM 公共 部 分 面积 为 5S, 得 
SaaBc ~ S=S1+ S22+ ST tT +T3<S. 
2S>>Seaac = 二 S> 二 
当 线段 KL .LM 和 MK 之 一 与 人 ABC 的 中 线 重合 时 , 取 到 最 小 值 


1 
8 

12.139 在 人 ABC 中 , 任 取 点 KEBC,LEAC,ME AB,NE 
LM,RE MK,FE KL, 若 Ej、Es、E3、Esy、E;、Es 和 上 分 别 表示 
和 人 AMWMR .个 CKR .个 BKF 个 ALF .全 BNM .个 CLN 和 和 人 ABC 的 面积 ， 


求证 : E 之 8( EIE,E3EsEsEc)s. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 





[证 ] 我 们 以 记号 下 (AMK ) 表 示人 AMK 1 
的 面积 . 
了 ECAMR) M 
E E(ABC) A 
_ E(AMR) E(AMK) F(ABK) B PAA, 


~ E(AMK) E(ABK) E(ABC) 
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ee 这 己 





MR ,AY EE) = 
MK AB BC 


慨 
局 
(oj 
十 
局 
tn | 一 
人 


1 1 1 
同 理 E33 + E43 志 E3,， 


之 
由 @,@® 得 6(][E3) 


i= 1 
6 1 

且 8( [[E)s <E, 
i=1 


E > 8(EEEEE, Ec)S. 

12.140 已 知 :锐角 三 角形 ABC 的 三 边 a、5、c 满足 不 等 式 a > 
>c, 问 四 个 顶点 都 在 三 角形 边 上 的 三 个 正方 形 中 ,哪个 面积 最 大 ? 证 
明 你 的 结论 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
[ 解 】 在 全 ABC 中 设 BC = a,AC=5,AB= 
c, 各 边 上 的 高 分 别 为 hs hp \h.. 


9 P 如 图 , 设 正 方形 PQRS 的 一 边 RS 在 BC 上 ， 
令 PQ=1， 由 个 AQPWDAa ABC， 
RDS C hl J ah 
zz 日 a 一 - 二 a 
9 解 得 1/ rt 
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同 理 , 如 果 正 方形 的 一 边 在 AC 或 AB 上 , 设 它 们 的 边 长 分 别 是 
nn, 
则 ”由 ahs = bhs， 得 加 故 2 
a—h,>6-h, Bm at+h, >b+h,. 
aha Oh, 
a pih 
ch. 
同 理 可 得 ph enh 
故 锐角 三 角形 最 小 边 上 的 内 接 正 方形 面积 最 大 . 
12:141 设 上 是 四 边 形 ABCD 的 面积 为 1. 求 证 :在 它 的 边 ( 包 括 顶 
点 ) 或 内 部 可 以 找 出 四 个 点 ,使 得 以 其 中 任意 三 点 为 项 点 所 构成 的 四 个 


三 角形 的 面积 均 大 于 一 ， 








即 <m. 








B] mm<n. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 如 图 ,考虑 四 个 三 角形 人 4BC、 

和 ABCD.、ACD4、AP4B 的 面积 ,不 妨 设 

SapaB 最 小 ,分 四 种 情况 讨论 : 4 F 
(1) Sep > 二 .这 时 ,显然 4.B.C.D 

即 为 所 求 的 四 个 点 . 


1 . 
(2)Sepas< 了 本 : 设 G 为 全 BCD 的 重心 . 





B C 
3 
因 Sapp=1-— 5ADaB 一 本， 故 
SACBC = SAcD = DaopB = 3 SABD> 
于 是 ,B、C、D、G 四 点 即 为 所 求 . 
1 一 一 — pa 
(3) Senas= 才 而 其 他 三 个 三 角形 的 面积 均 大 于 一， 


由 于 Saagc =1— Sam < = Saam 


故 过 A 作 BC 的 平行 线 / 必 与 线段 CD 相交 于 CD 内 部 的 一 点 EE 
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1 
故 SAFAB > SADAB = 7 
| 


又 SeEac= SAEAB, SAEBC = SAABC> 下， 
郑 1 站 故 玉 .A 、B、C 四 点 即 为 所 求 . 
E F (4) Sapap 一 广 而 其 他 三 个 三 角形 中 
还 有 一 个 面积 为 二 ,不妨 设 Sa = 二 


因 Sapap = 二 Sacpa， 故 AD/ BC. 


又 SaAapc = Samc = 
故 得 ”BC = 3AD. 
在 4AB 上 取 瓦 ,DC 上 取 下 ,使 


3 
4 ? 


1 
人 AFBF = SAECF = SAABF 4 “7 DAABC> 本， 


1 
SAFBC = SAFBC> SAEBF > 


故 玉 .B.C.、F 四 点 即 为 所 求 . 

注 下面 的 试题 与 之 类 同 : 

设 入 XYZ 的 边 上 有 A,B,C,D 四 个 点 ,其 中 每 边 上 至 少 有 一 个 点 , 且 A、 
B、C、D 四 点 都 不 和 XX、Y、Z 三 点 重合 . 求证 在 人 ABC、 公 ABD、 公 ACD、 
全 BCD 这 四 个 三 角形 中 ,至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 人 XYZ 面积 的 四 分 之 一 . 

(中 国 山西 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 三 角形 底 边 为 1, 高 为 有 ,不 失 一 般 性 ,可 设 有 一 条 边 上 有 两 点 , 设 
C,D 两 点 在 边 YZ 上 , 且 YZ= 了. 

(1) 若 四 边 形 ABCD 中 至 少 有 一 边 和 公 XXYZ 的 边 平行 . 

例如 当 AB// YZ 时 ,过 义 引 XH| YZ, 则 XH=h,XH 交 AB 于 K, 由 
人 XA4ABcpAXYZe 得 

AB_ XK 


一 FE 二 
mh 


AB':h 


上 
nl 


则 天 五 = 六 -也 .AB. 
ml 
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7 一 AB 由 4 
一 已 2 1 
故 当 4 号 = 一 一 = 三 一 三 一 访 时 ,SA 有 极 大 
2 2 Y Z 


2a h CC HD 
—27 
值 ,其 极 大 值 为 
| - 生 . 加 = 二 i 
7 7 h 2 8 nih 4 SAavyz. 
(2) 若 四 边 形 ABCD 中 设 有 一 边 和 XYZ 的 边 平行 ， y 
此 时 仍 设 CD 在 YZ 上 , 因 AB 与 YZ 不 平行 , 故 在 A,B 
中 取 一 点 使 此 点 到 YZ 的 距离 比 男 一 点 到 YZ 的 距离 小 ， WA 
设 此 点 为 A 点 . EA A 
过 和 AA 引 AE// YZ,AE 交 BC 于 FF, 因 YY 与 C 点 不 重 /| 人 
连接 DE、DF, 由 (1) 中 结论 可 得 Son Sanz, 
又 AE>AF, .. Ser< Sarn< Sanz 


车 BCV AD, 则 有 Sapap== Saamc = SAAarD= Swz 

又 因 BC 与 AD 不 平行 , 则 公 BAD 与 公 ADC 中 一 定 有 一 个 的 面积 小 于 
个 ADF 的 面积 . 

由 (1)、(2) 可 得 原 命题 成 立 ， 

12:142 已 知 :四 边 形 PLP,P;Ps 的 四 个 顶点 位 于 入 ABC 的 边 
上 ,求证 :四 个 三 角形 人 Pi P;, Pi 、 APiPP、 APiPiP 和 AP;PiP; 中 ， 
至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 全 ABC 面积 的 四 分 之 一 . 

(第 1 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 

[证 1] 为 方便 , 设 公 ABC 的 面积 为 S$, 其 他 
图 形 的 面积 则 在 S 的 右 下 角 标 上 该 图 形 的 顶点 的 | 
字母 . 

Qi) 先 证 明 最 简单 的 情形 : 

四 边 形 Pj P,P;Ps 为 平行 四 边 形 , 日 其 中 一 
个 顶点 与 人 ABC 的 一 个 顶点 重合 . BP) PP CC 
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闭关 


i 





如 图 , 忆 P P, P; P, 中 必 有 一 边 不 大 于 另 一 边 ,不 妨 设 。 PP 入 


P,P;. 
4 过 P, 作 PP /AC 交 BC 于 P,, 交 P,P; 于 0O. 
六 则 | 人 OP;Ps 尘 全 AP;P ， Sp P,P,P, 一 DEP,CP,P, * 
于 是 有 2Sep pp,Pp, = SP 已 PP 十 SopyCp; + 950OP;P， 
= Sopp PPP 十 9OpyCP, + SAAP,P, 


<S. 
SopPiPPyP S75: 
因此 ,以 局 PiP;P3Ps 的 任何 三 点 为 顶点 的 三 角形 的 面积 不 大 于 
S .命题 成 立 . 


(ii) 再 证 明和 ABC 的 任意 内 接 平 行 四 边 形 P, P; P; P4 的 情形 . 
如 图 ,过 P; 作 P;3P,/ AB 交 BC 于 P,, 则 


SOP PsPyP, SOBP, PP 


1 
2 


、 1 
如 (所 证 ， SoBIPPP 7 5- 


1 ,. 
划 SOP,P,P P < 3 从 而 命题 成 立 . 


2 3 4 

(ii) 四 边 形 PP: P3P4 为 任意 四 边 形 , 且 两 
个 顶点 在 一 边 , 另 两 个 顶点 分 别 在 另 两 边 的 情形 . 
设 Pi. 忆 在 BC 上 ,P; 在 AC 上 ,已 在 AB 
上 上， 

如 图 ,我 们 依次 令 PP; P;P4 的 内 角 为 人 1、 
2、 人 3、 一 4， 

由 人 1+ 人 2+ A3+ 人 4= 360' 可 得 , 必 有 两 
角 之 和 不 小 于 180" ,不 妨 设 

3+ 和 4 这 180"，3 + /2 之 180"， 

我 们 过 PP4 作 PMA P;Ps, PsM/ PsP;, 且 两 平行 于 P3P4、 
P;P; 的 直线 交 于 M, 则 M 必 落 在 PP P;P,4 的 内 部 ,于 是 








S =—S 
APyPyPs™ 7 SOP,PPAM OD 
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延长 PPM 交 PiPsy 于 N, 过 P3 作 P3R//AB 交 PN 于 Q, 交 BC 
于 展 , 过 尺 作 RTACN 交 PP4 于 丁 , 则 


SP, PPM 二 Sgp,PN < SIRP,P,T © 
、 1 
由 (让 所 证 SRP PT S. 


由 OD.@ 得 ”Sap,p,p, = 二 从 而 命题 得 证 ， 
(iv) 四 边 形 P,P;P;Ps 为 任意 四 边 形 , 且 两 个 顶点 在 一 边 上 , 另 两 
个 顶点 在 男 一 边 上 . 
设 PjP; 在 BC 边 上 ,P3Ps 在 AC 边 上 . 
如 图 ,不 妨 设 ”PP 之 PP4， 
连 PPi, 过 Pil 作 PPI /PPs, 交 AB 于 
Pi , 连 Pi Py, 则 


S 二 ， 
APPP SAPIP,P,， 





且 PIP,PsPy 二 SPIP,PsP, 


而 四 边 形 P, P,P3Ps 属于 情形 (iii)， 


1 1 
则 有 Sp ‘P,P,.P 一 S,， Sap,pP SA 5: 


1] 2 3: 4 2 
从 而 命题 得 证 . 
由 (0 (i) (i)(iv) 本 题 得 证 . 
[证 2] 分 两 种 情况 进行 讨论 . 
(世人 ABC 的 每 一 条 边 上 均 有 Pl、P;、P;、Ps 中 的 点 . 
由 于 四 个 点 在 三 条 边 上 ,所 以 至 少 有 一 条 边 上 上 有 其 中 的 两 个 点 , 设 

BC 边 上 有 PP3; 点 ,Pi 在 4AB 上 ,P4; 在 AC 上 . 

设 P4 到 BC 的 距离 之 Pi 到 BC 的 距离 . 
过 己 作 PSABC 交 PiP; 于 Q, 交 A4C 于 S. 
考虑 同 底 的 三 角形 : 
和 人 PPP 全 PiP;Q, APPIPI 有 
min | APiPaP3 » SOAPIP,P, ESAap,p,Q 


三 SepPsS， 
又 PIS/BC, .. DAPIP,S™ SAP,BS, 
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几 
何 
不 
和 
式 





1 十 加 





ee 言 志 





min | SapiP,P,, SAPP,P, | 委 S<p gs. 
PIB 


设 AB = 则 Sap,Bs = XSABSA, 
PiB_Sc 4S _ 
又 由 AB ~ AC:' 可 得 aAc™! TX. 


有 SAP,BS= TSaps4 = xX(1- x)S, 


_ 2 
当 0<xz<l 时 ， zz)< | 一 | -J 


4 
1 
从 而 SapBs 人 SH S. 


即 min! Sap P,P,, SAPP,P, < 二 

(ii) 人 人 ABC 中 有 一 边 不 含 PI .PP， \.P;3、P, 中 的 
任何 一 点 , 设 此 边 为 BC. 

设 Pi\P 在 AB 上 ,P;3.P 在 AC 上. 
p。 由 于 A 和 Pi.P;.P;.Ps 产生 的 四 个 小 三 角 
C 形 中 必 有 一 个 面积 不 大 于 Saap,p， 
又 由 Saap,p,<S. 





是 人 有 一 个 小 角形 的 不 大 于 人 48 的 面积 的 一， 

由 (iD , (让 ) 本 题 得 证 . 

12'143 ”全 ABC 的 三 边 长 为 a、.5、c, 现 将 AB、AC 分 别 延 长 a 长 
度 , BC 、BA 分 别 延长 6 长度, CA 、CB 分 别 延长 e 长 度 , 设 这 样 得 到 的 6 


个 端点 所 构成 的 凸 多 边 形 的 面积 为 G, 入 4BC 的 面积 为 FF. 求证 :号 > 


(德国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 1] 设 人 ABC 的 三 个 内 角 为 A.B.C， 
由 题 设 


1 
DAAB,C, 一 7 bcsinA, 





1 
SABC,A, ~ sinb, 
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1 
7 bsint, 
SeAaB,ci 二 SABCA 二 9Ac4B = SAABc = TH. 于 是 


DACA,B, 


SABC,C, + SBcAsA, + SAcBB, + 4 
F 
DAAAA, ™ DABBB, + DAG 十 了 
-一 一 一 一 一 一 一 一 
1 . 1 
F(atb)(cta)sinA Fath6)bt esinB 


= 1 + 
F F 


GC. 
F 


(b+ c)(c+a)sinC 


F 


1+ (a+b)(c+a)sinA 站 (a+b)(b + ce)snB 
pcsinA acsinB 
十 (b+ce)(c+a)sinC 
absinC 
actbta tab, abtb tacth, bec+c+batac 


二 ] 十 
bc ac ap 


a ad 
1+3+ t+ 





之 4+9 


= 13. 
[证 2] 由 全 等 三 角形 的 判定 及 性 质 有 


SAABC = SAAB,C) = SABA,C, 二 SACBA， 
AB B,C CA) SAAAA) + SABB,B + SAcoci + SAABc. 
1 1 
区 SAAA,A, 三 7 AAi AA,'sinA = (a +c)(a tb)sinA, 
. a a 
而 sm 和 = 机， 故 3eA4a44 一 Re catb). 


二 _ 
同 理 SapBB, = RO ca + 2b)， 
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2 


1 十 深 





Saic, zhe t+c)(6b+e), 


几 1 
二 一 GG 宇 13 丰 ,只 需 让 
何 叉 SAapc= 四 2 ， 这 样 欲 证 和 
和 (ato(ate) ti (ato(bte)t (ate(ste) 
be 
A4R 
即 d+ +e +ab+ab’ +ac+ac +pbict+ babe, | 
而 上 式 显 然 成 立 . 


12.144 者 点 Ai 在 等 边 合 ABC 的 内 部 ,点 A, 在 三 角形 A1BC 
的 内 部 .求证 :I Q. (A1BC)>I.Q. (4BC). 这 里 工 Q.(F)= 


的 面积 。 ,, 凡 图 形 玉 的 等 周 商 . 


(下 的 周 长 )2 "~ 
(第 11 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 设 任意 人 ABC 的 三 个 内 角 为 4、.B、C, 其 对 应 相应 为 4、 





我 们 首先 证 明 : 对 于 任意 人 ABC , 它 的 等 周 商 为 
_ 工 .4 .B.C 

LQ. (ABC)= 4 tg > tg 7 tg 7 、 

根据 等 周 商 的 定义 得 


— ab snC 


[QAPO TD 


_ 2R’* sinA: sinB'sinC 
4R’(sinA +t sinB + sinC)? 
sinA :sinB'sinC 





一 一 
2(4 cos es 六) 


2 . 2 


.A4 .了 
sin 一 "sin 一 "Sin 


2 2 ”2 
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下 面 证 明 本 题 的 结论 .延长 BE41 交 (CAI 于 4 
现在 来 考察 人 ABC 与 全 A’BC 的 等 周 商 . 


为 方便 计 , 记 
LBAC=A’, LAIBC= BI,， 一 C 


A,BC= B,, AICB= Ci, LACB= C,. 
于 是 人 AUBC 和 全 A'BC 的 等 周 商 为 


LQ.(A BC) = 二 .go 

.a 1 一 tg 2 “tg 7 “tg 7 9 
4 $B， Cl 

1LQ.(A'BC) = 人 刀子 tg ， 


A 
为 比较 I.Q. A I. Q. (ABC) 的 大 小 ,就 需要 计算 tg “tg 


了 和 tg 全. -了 ,并 比较 它们 的 大 小 . 





























2 
央 Ai Bi Ari— BI Al+ BI 
nsin— cos 一 cos 
tg d=- 2 2- 2 2 
2 B87 A, BI AI-B: A+B, 
cos “cos COS 7 十 3 
Arit+ Bi 。 CI 
2 2 
.CO 
A B, “sn 
2 82 4-B oa V 
十 Sm 一 
2 
2sin 所 
_ 4” 了: 2 
同 理 Eo 2 (2 
COS 7 Sn 


A1>60°>B!, Ar >60°>B,, A’>A,, Bi>B,. 
piB A Bo 
2 2 ’ 
AI-B A’-B 
1 1 > 5 2 
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涯 言 去 


C C 
又 0°< <%0", 的 sin 3 >0. 


”A B A B， 
于 是 由 避 , 凶 得 tg tg >tg tg -一 


> 
由 此 可 得 LQ CABC) ST QABC), 
同 理 可 证 1.Q.(Ah'BC)>1.Q.(A;,BC), 
所 以 有 TIQ.(4BC)>IQ.( ABC) 


2. 多 边 形 中 的 面积 不 等 式 


12.145 ” 设 四 边 形 的 4 边 之 长 依次 为 ao.c .ad, 它 的 面积 为 S. 证 
明 :S< 二 (e+ co)(b+d). 


(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[证 ] 设 在 四 边 形 ABCD 中 , 连 对 角 线 AC， 


D 
gd 如 图 . 
“ 1 1 
a \ >» SDAABC= 7 ab sinB< ab, 
B b C 


区 Sancm= 方 cd sinD< 了 了 cd ， 
SS (ab+ od) 
同 理 可 证 SS (ad+ be), 


故 2S< 二 (ap+ cd +ac+gr) 


= [a(btd)te(b+d)]= (ato(b+d). 


因此 S< 二 (at+c)(b+t+a). 
12.146 M 和 和 PP 是 虞 四 边 形 ABCD 的 边 BC 和 CD 的 中 点 ,已 知 : 


2 
AM + AP=&a. 求 证 ;四边形 ABCD 的 面积 小 于 ， 


(第 14 届 全 苏 数学 奥 林 多 充 1980 年 ) 
证] 连 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC. 易 证 
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SaABD = 2 SAMcP. pM ce 
2 
所 以 ,只 需 证 ”Sawp< 条 。 即 可 . 
设 天 为 AM 与 BD 的 交点 , 易 知 
SACMP ~ SAMKP. 
由 于 ABCD 是 凸 四 边 形 ,点 K 介 于 A 与 M 
之 间 . 
SAMKP < SAAMP, 
SAMp = SAaaMP + SAMP = SAAMP + SAMKP <2SAAMp: 
令 4M=z， 则 AP=a 一 +， 因 市 z 


a 


2 2 
2SAamp= Xx(a~ x) sin MAP< xr (a -7)= 一 (xz-) 


12.147 在 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 ( 单 位 正方 形 ) 内 任意 给 定 9 个 


点 , 试 证 明 : 在 以 这 些 点 为 顶点 的 各 个 三 角形 中 , 必 有 一 个 三 角形 , 它 的 


面积 不 大 于 。 

(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[证 ] 先 证 明 平 行 四 边 形 内 任意 三 点 连 成 的 
如 图 , 设 A、B、C 为 平行 四 边 形 内 三 点 ,过 C/A— 

A .B.C 作 平 行 四 边 形 一 组 对 边 的 平行 线 分 别 交 

男 一 组 对 边 于 A '、A”.B .B.C 、C ,有 旦 B 在 A 和 CC’ 之 间 , 则 


SAABC = SAABD + SARD 


f 


| 


1 1 
< 了 SIAABB 十 2 SIBBCC 


low 可 


者 也 与 A 或 C 重合 , 则 上 ., 述 结论 也 成 立 . 
现 连结 单位 正方 形 对 边 中 点 ,分 原 正 方形 成 四 个 
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站 箱 尖 主 汪 


1 十 种 





小 正方 形 ,其 面积 均 为 一 , 则 9 个 点 中 至 少 有 三 个 点 落 在 同一 个 小 正 
方形 中 , 记 此 三 点 为 M.N.P .那么 


3 言 六 


1 1 
SeMPS 了 SS 小 正方 形 二 8 
12*148 假设 ABCD 为 任 一 平行 四 边 形 , 试 证 :以 该 二 ABCD 的 


有 两 条 邻 边 AB 与 BC 为 边 所 作 的 两 个 正方 形 的 面 


积 的 和 ,不 小 于 以 性 ABCD 的 两 条 对 角 线 的 长 为 
[人 CT 边 所 作 的 矩形 的 面积 . 又 问 在 什么 情况 下 一 者 相 
4 B 等 ? 
《中国 陕西 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 根据 余弦 定理 ， 在 人 ABD 和 人 ABC 中 ， 
BD’= AB* + AD’? -24B.4D cosBAD, 
AC? = AB* + BC2 ~ 2AB': BC cos4BC， 
ABCD 是 平行 四 边 形 ， 
AD= BC， 人 BAD 与 人 ABC 互 为 补 角 ， 
- 即 cos BAD= 一 cos ABC. 
+@ 得 ”AC + BD’*=2(AB?+ BC2)， 


OO 


AB’*+ BC*= 本 (4C: + BD’) 守 AC'.: BD. 


上 式 中 的 等 号 , 仅 在 AC = BC 时 成 立 , 即 己 ABCD 的 两 对 角 线 
AC 、BD 相等 时 ， 

AB2+ BC2=A4C.BD， 

而 在 己 ABCD 中 , 当 二 对 角 线 AC .BD 相等 时 为 矩形 , 故 当 ABCD 
为 矩形 时 ,有 

A4B2+ BC2 = 4C.BD. : 

12*149 ” 设 某 平行 四 边 形 的 两 个 顶点 分 别 是 凸 四 边 形 ABCD 的 
边 AB 和 CD 的 中 点 ,而 它 的 另外 两 个 顶点 则 分 别 位 于 边 BC 和 AD 
上 . 求证 :平行 四 边 形 的 面积 是 四 边 形 ABCD 
的 面积 的 一 半 . 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 乙 BFGH 的 对 角 线 交 点 为 O, 于 是 

O 为 EG 的 中 点 . 取 BC 和 AD 的 中 点 M 和 六， 
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连结 EM MG .GN NE EG .MN. 
因为 下、G 分 别 为 AB 和 CD 的 中 点 ,所 以 四 边 形 EMGN 也 是 平 
行 四 边 形 . 
从 而 MN 也 过 EG 中 点 O 且 被 点 O 所 平分 . 
故 知 FH 与 MN 互相 平分 于 点 O. 
因而 四 边 形 NFMH 为 平行 四 边 形 ,( 若 丘 . 互 分 别 重合 于 M 、N， 
则 以 下 证 明 更 简单 ) 
NH/FM, Bp AD/ BC. 
EE 为 梯形 BCDA 的 中 位 线 ， 
AD// EG/ BC. 
SANEG = SAHEG, SAMEC = SAFEG. 
OEFGH = SEMGN: 
EM 、MG、GN、NE 分 别 为 人 ABC、 公 BCD 个 CDA 全 DAB 
的 中 位 线 


SAFBM + SAMCC + 9AcDpvy 二 SANAF 


一 本 (SA4g+ Sapp + Sacna + Sapap). 


1 
二 PABcD- 


1 
DEF 二 SEMeN = 7 SABD: 


12.150 ”在 凸 四 边 形 ABCD 的 边 AB 和 CD 上 分 别 取 点 KK 、M, 设 
AM 与 KD 交 于 点 上 ,KC 与 BM 交 于 点 N. 求证 :(1) 若 KK、M 分 别 是 . 





3 + 1 书本 
边 AB、CD 的 中 点 , 则 SkIMY < 3 SABcp: (2) 若 AK: KB= CM :MD = 


man 
m+mntn? 

(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 先 证 (1) 设 今 四 边 形 ABCD 二 5，SABCD = 二 a， 月 C 


SAaApD=b,， SAABD=C,， SAapc=d. 


m:n, 则 SpminKLMN < 今 四 边 形 ABCD . 


ni 








二 a， = 68. 天 


mtn m+n 4 让 
SAAMB =p， SaApkC = 4, SAAKMD 二 六 
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E 言 己 





已 四 边 形 KBCM 二 
利用 面积 关系 可 得 
P=actBd, g=aat+pp. 
r=apt+B, t=agt+ td. 
DAkM_ 应 ， _ obpa 
7 





(ap) rr 


同 理 得 ”SA ksev = 2 : 


四 aBpa(r+t) _ aBpg*s 
SmwWBKIMNYT = 


所 要 证 的 不 等 式 即 为 
apbpao * s aB's 
A aB+ Be 
它 等 价 于 xt-- pg(1- 08)>0. 
将 r .+t 、p 9q 用 关于 a、6 cd 的 表达 式 代 入 ,并 考虑 到 a+ B=1. 
上 式 经 整理 得 
a(ab+cd—ac)+B(b’+ bd+d’~-ad- bc)>0. 
现 只 需 分 别 证 明 ap+ 吧 一 ac>0 及 天 + 上 + 于 > 十 下 
事实 上 ab+cd-ac >Sab+cd—ac-bd 
=(a-d){(6-—c)=(s—-c-ad)(s-d-—c)>0. 
同 理 可 证 ab+ cd > bd 
而 ad+bc =(atc)(b+d)~(abt+cd)<s -bd 
=(b+td) ~ bd= 6 + bd+d;. 
于 是 (2) 的 不 等 式 得 证 . 
当 ”m=n 一 1 时 , 便 得 (1) 的 结论 . . 
12.151 不 重合 的 两 个 全 等 矩形 的 周 界 共 有 8 个 交点 ,求证 :它们 
的 公共 部 分 的 面积 大 于 矩形 面积 的 一 半 . 
(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 显然 ,矩形 的 每 条 边 至 多 与 男 一 
Mp 个 和 矩形 有 2 个 交点 .由 于 共有 8 个 交点 , 故 每 
条 边 都 与 男 一 个 矩形 恰 有 两 个 交点 .如果 有 
一 条 边 与 男 一 矩形 的 一 组 对 边 相 交 , 则 将 导 
致 后 者 的 一 条 边 与 前 一 矩形 没有 交点 ,矛盾 . 
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所 以 每 条 边 都 与 男 一 矩形 的 一 组 邻 边 相交 . 
连结 EG .FH, 过 玉 作 EL | DC 于 点 L, 使 G 作 GK | A'B 于 点 
K. 
GK= BC’= BC=EL, 
人 GEKLQA ECL. 
LEGL= 人 GEK=AEGD ， 即 GE 平分 人 DGTC. 
同 理 HF 平分 人 BFC.. 


LD'GC=/BFC, .. /OFB= /OGC. 
G、O.F.C 四 点 共 圆 . 
AC=90，.… /GOF=90". 


SS 


两 个 矩形 公共 部 分 的 面积 大 于 矩形 面积 的 一 半 . 
12'152 设 ABCD 为 任意 给 定 的 四 边 形 , 边 AB、BC、CD .DA 的 
中 点 分 别 为 下 .下 、G 、 五 . 试 证 : 


Swpapp <EG* HF<(AB+ CD)， (AD+ BC). 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 如 图 ,由 题 设 知 HE// DB/ GF,， 


1 
县 HE=- BD= CP, 


故 ”EFGH 为 平行 四 边 形 ， 
于 是 SAapye + Sac 





l 
= (SAAp + SAcap) 一 SmwABcD ， 
同 理 有 SaAaEF+ Sapcn = 1 SmogpAgep. 
号 四 边 形 EFPGH = SaBCD ~ (SAAHE + SABEF + Sacre + Sapeg) 
_1 
一 2 今 四 边 形 4BCD . 全 
EFGH 是 平行 四 边 形 ， .… Smauprors 一 7 EG* HEF. © 
设 M 为 BD 的 中 点 ,显然 有 
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3 言 志 





(AB+ CD)= HM+ MF>HF, 
同 理 有 7 (AD+ BC)>EG. 


EG"HF< (AB+ CD)-3 (AD + BC). 


12.153 ”三 四 边 形 ABCD 的 面积 为 S,O 为 四 边 形 内 部 一 点 ,KK、 
L、M 与 N 分 别 是 边 AB 、BC、CD 与 DA 内 部 的 点 .如 果 四 边 形 OKBL 
及 OMDN 都 是 平行 四 边 形 , 求 证 :YS 之 VSi+ VSs ,其 中 Si 与 S， 
分 别 是 ONAK 与 OLCM 的 面积 . 

(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[证 1] (1) 如果 OO 在 AC 上 , 则 ABCD、AKON、OLCM 相似 , 且 
4C= AO + OC, 这 时 可 得 
VS= VSi+ WS,. 

(2) 如 果 O 不 在 AC 上 ,可 假定 O 各 在 
AC 的 同 侧 . 

一 条 过 O 点 的 直线 分 别 交 BA 、.AD、CD 与 
BC 于 W、X、Y.2 各 点 . 

开始 时 , 令 W=X=A， 

、 OW OZ 

这 时 oOg = 上， 而 DY7>L， 
然后 围绕 O 点 旋转 该 直线 ,最 后 到 Y=2Z=C 时 结束 ， 
OW OZ 
这 时 >1， 而 站 三 | 


因而 ,在 旋转 过 程 中 , 必 存 在 某 一 位 置 ,使 得 “Ce = 尼 , 将 直线 


OX OY 
固定 在 这 一 位 置 . 
设 Ti、T;、Pi、P;、Qi、Q; 分 别 为 KBLO、NOMD、 WKO、 OLZ、 
ONX 、YMO 的 面积 , 则 所 要 证 明 的 结果 等 价 于 
Ti+ TT22 VS1S, . 
由 于 个 WBZWHA WKODA OLZ,， 


WO Oz 
有 VPi+ VP= VP+Tt+ (Wo + 
X ! Pit+ ith WZ Wz 


=v PitTTit+P,; 
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平方 得 了 1 三 2 Vv 卫 | P; . 
类 似 得 T=2 V QI CC ，- 





OW OX . P! OW’_OX’_Qi 
OZ OY’ ‘| P, OF oz Q 
QI QQ; 
l 一 一 一 三 一 一 川 
设 上 上 Pp 已 ， 则 


Ti+T =2 VPiP; +2 VQiQ=2 VPIP (1+k) 
=2 V(1+k)PI(l1+k)P, 
=2 V(Pi+ Qi)(P;+ Q,) 
2 VSIS，. 
[证 2] 若 O 在 对 角 线 AC 上 ,那么 
AO’ 


PAOANT 0 SAACD; 
AO* 
SAKOA 三 一 SAABC, / /~ 


AC* 
AO? 


两 式 相 加 ,得 ”SI 一 Ar S, 


即 VS = VS . 
同 理 V5= < VS . 
VSI+ VS2=YS. 
对 于 一 般 情况 ,过 O 作 BD 的 平行 线 交 AC 于 
Of“ .关于 O , 设 相 应 的 四 边 形 O'NAK .OMCL 
的 面积 为 S 1、S',, 则 L/D 
VS>VS1+ VS',. 
连结 L'M , 交 OM 于 P. ML 与 OL 的 延长 线 8 
相交 于 Q, 由 OL’/AB，O'M /AD, 得 
CL’_ CD _CM 
CB CA CD 
所 以 LM /BD， 从 而 
SS 由 边 形 OOMM 之 SS 四 边 形 OOMP 二 SS 四 边 形 OAQ 之 3 四 边 形 OO 和， 
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总 





即 S'; 之 Ss. 同 理 S 之 Si1， 


VS 守 VSit+ VS,. 
12*'154 ”在 正六 边 形 内 作 一 平行 四 边 形 , 其 对 称 中 心 与 正六 边 形 
的 中 心 重合 . 证 明 :平行 四 边 形 的 面积 不 超过 正六 边 形 面积 的 本 
(奥地利 ~ 波兰 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 平 行 四 边 形 ABCD 内 接 于 正六 边 形 
M, 它 的 中 心 O 是 平行 四 边 形 对 角 线 4C 和 BD 的 
交点 . 
取 正 六 边 形 的 顶点 下 与 下 ,使 得 它们 与 B 点 位 
于 直线 OA4 的 同 侧 , 并 且 满 足 ”AOF < 60*， 
了 AOF<120°. 则 有 
60' 委 一 AOF<120" . 
于 是 ,正六 边 形 中 位 于 直线 Oh 同 侧 的 顶点 已 和 G 到 直线 O4 的 
距离 不 超过 顶点 下 到 OA 的 距离 .因此 
SAAOBSESAAOF = Sa pOF. 
其 中 , SasoF = SagoF 可 由 AE/ OF， 因而 人 AOF 与 人 EOF 
同 底 等 高 而 得 到 . 
由 平行 四 边 形 与 正六 边 形 的 性 质 可 得 





9A408 = DapOC = SA00D = Sapo4 = 4 SPABD- 


1 ， 1 1 
且 9AEDF 一 下 SM 4 SOABDEE SM 


故 Soncn< SM:- 
12*155 给 定西 多 边 形 , 它 的 项 点 和 边 上 某 点 的 连结 线段 将 多 边 


形 面积 等 分 ,任何 这 样 的 线段 的 长 度 均 不 超过 1. 
试 证 :该 多 边 形 的 面积 小 于 二。 
(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 考察 所 有 面积 等 分 线 (它们 不 一 定 相 交 


于 一 点 ). 每 两 条 “ 相 邻 "的 等 分 线 AD 和 BC 相交 
构成 蝴蝶 结 形 ABCD , 即 由 个 AOB 和 会 COD 与 它 
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们 在 公共 点 O 处 的 角 v 构成 的 图 形 . 由 条 件 易 知 SA so8 = Saop ,得 出 
AD: BCsina 
4 

如 果 现 在 沿 着 多 边 形 的 边界 按 等 分 线 AD 从 端 A 到 另 一 端点 也 
的 固定 方向 移动 ,那么 ， 

首先 ,所 有 “" 蝴 怒 结 " 形 将 逐一 被 考察 ; 

第 二 ,它们 的 总 面积 小 于 二 ; 

第 三 ,这 些 “ 蝴 蝶 结 " 形 做 盖 了 和 多边形 的 任 一 点 M. 

这 是 由 于 M 在 射线 AD 和 DA 的 异 侧 . 


当 等 分 线 AD 逆 时 针 转 经 历 了 所 有 ”等 分 线 " 后 才 到 DA ,所 以 点 
M 总 是 在 某 对 “ 相 邻 "的 “等 分 线 "EH 和 FG 之 间 的 蝴蝶 结 形 之 内 ,多 


边 形 面积 将 不 大 于 蝴蝶 结 形 面积 之 和 , 即 多 边 形 面积 小 于 一 . 


12.156， 切 一 个 凸 n 边 形 指 的 是 选 出 一 对 相 邻 
的 边 AB .BC , 切 去 AMBN 得 到 一 个 凸 n+ 1 边 形 ,其 
中 MN 分 别 为 AB:BC 的 中 点 .一 个 正六 边 形 P。 
面积 为 1, 切 成 七 边 形 P;, 再 将 P;( 用 七 种 可 能 的 切 C 
法 之 一 ) 切 成 八 边 形 Ps,… ,如 此 继续 下 去 . 试 证 :无 


论 怎样 切 , 对 所 有 的 n 宇 6, 总 有 PP 的 面积 大 于 


(美国 数学 奥 林 丐 克 ,1997 年 ) 
[证 ] 设 凸 多 边 与 B 相 邻 的 两 顶点 为 A 、C， 
则 称 线段 AC 为 短 对 角 线 . 
设 Pe 为 正六 边 形 ABCDEF ,其 六 条 短 对 角 
线 组 成 六 边 形 AB'CDE'F' ,显然 它 亦 为 正六 边 如 
形 . 记 为 Pe. | 
P'o 与 PP 有 公共 中 心 0O, 又 


-Sapp 于 < 也 (sina < a). 





_ 9P' = 
Pe 含有 P6, 且 Pe 的 每 条 短 对 角 线 不 经 过 P's 内 部 .假设 P, 含 
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加 -条 涪 训 忆 


11 十 各 





e 高 忆 


有 P'6, 且 每 一 条 短 对 角 线 不 经 过 P'6 的 内 部 . 
对 忆 , 切 一 刀 , 如 图 , PP, 为 多 边 形 LGHK…, 又 
MM yy MN 分 别 为 GH、HK 的 中 点 , 则 P41 为 多 边 形 


L LGMNK 


因 GK 不 经 过 P 的 内 部 , 故 MK 亦 不 经 过 
Kp’ 的 内 部 ,过 NN 的 短 对 角 线 亦 然 . 
故 P, ;1 仍 含有 P'6, 生 其 每 条 短 对 角 线 皆 不 过 





P 5 的 内 部 ,从 而 
1 


Sp > Sp = 了 

12.157 多边形 A1A,…A, 内 有 男 一 多 边 形 B1B,… B, ,这 两 个 
多 边 形 的 边 对 应 平行 ,并 且 每 两 个 平行 边 之 间 的 距离 都 是 1em，, 背 多 边 
形 B18，…B, 的 周 长 为 Pem, 面 积 为 Spcmr ,多 边 形 A1A，…A, 的 面积 
为 Suem2 ,求证 : S, 一 S > 已 +r. 

(中 国 部 分 省 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 

[证 ] 两 个 多 边 形 对 应 边 互 相 平 行 ,日 距离 都 是 1cm, 所 以 分 别 以 
Bi1、B;,…,B, 为 圆心 ,以 1cm 为 半径 画 弧 , 必 与 多 边 形 44…A4, 的 

设 切 点 为 MI Ni AM NI AM N 连 BINMI BINI、 BAM2、 
By Ns;、** .BM, BN 

则 易 得 BM1N2B1、B> MN3B;3、… B,MN1B1 为 矩形 ,其 面积 和 和 
为 pcm* 1cm= pem. 

又 人 NIBIM 与 人 B,B1B, 互补 ， 
NB;M 与 了 BiB;B; 互补 ， 


调和 


M AN 





A 人 NIBIAMI + NBAM + … + 
NBM, =nr—-(n—-2)xr=2r. 
扇形 Nj,ByMi、 NB M,N,B,M, 
恰好 能 拼 成 一 个 半径 为 tem 的 圆 . 
故 这 些 扇形 面积 的 和 为 x (lcm)? = rcm2 . 
5,— S,>pt+x. 
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12.158 求证 :如 果 在 凸 ” 边 形 中 依次 连接 各 边 的 中 点 ,2 之 4, 则 

得 到 的 多 边 形 面 积 不 小 于 原 多 边 形 面积 的 一 半 . z 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] 设 点 B1、B，、…'、B, 依次 是 面积 为 S 
的 凸 多 边 形 A1A，… A 诸 边 A1As、A2A3、… 
AnAs 的 中 点 . 

记 As+1= Al, As+2 = A442,,…, 则 任意 一 
人 AjAi+1Ai+2 与 其 他 三 角形 , 除 两 个 以 点 Ai 为 包 
公共 顶点 的 三 角形 外 ,没有 公共 内 点 ,而 且 这 两 B; 
个 三 角形 也 没有 公共 内 点 . 

因此 , 凸 2 边 形 内 任意 一 点 至 少 是 上 述 三 角形 中 两 个 三 角形 的 内 
点 .由 此 可 得 


4 之 3 SAAA, ,A 
由 于 每 条 线段 B,B; ,1(B, ;i= Bi) 都 是 人 AA;, 14;;; 的 中 位 线 , 所 


4, 





11 十 种 


-如 澡 这 忆 


以 
i 2 


1 
SABA,, 1B.y) 人 4 SaAA A. 


从 而 有 B81B,%B = SS- > soa B. 


it+i1 i+ 
1 
5 4 2 sen， 14，， 
S 5 
>S- 全 = 二 . 
> 2 2 


12.159 考虑 同一 平面 的 点 O、Al、A;、A;、A4, 已 知 Seoaa 之 1 
(i,j 三 1,2,3,4, i 关 j). 求 证 :至 少 有 一 对 io, jo E11,2,3,4|, 满 足 
Seon 4 2. 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 设 OA1=a,OA4;=6b,0O0A3=c,044=d, 人 Ai10A,= au， 

A0A;=B, A3044=7, 则 


_1 
1 三 SAoA, A, ”2 —ab |sina | ; 
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. 
S27 二 Saosas= 7 aclsin(a + B)!, 


1 
S3= SaoaAa = 3 adlsin(a + B+ >) | ， 


1 . 
S4 = Saos,4s™ 3 br lsing| ， 


3 言 已 


1 . 
955 二 口 AOA,A, 二 3 bdlsin(B+ 7Y)|, 





1 , 
Se = SA0A,A, 一 3 ‘dlsinyl. 


容易 证 明 sin(a+B+ 7Y)sinB + sinasiny=sin(a + B)sin(B+ 7). 
所 以 对 上 面 的 S;(i=1,2,…,6) 可 以 适当 地 选择 +” 号 或 “一 ” 
号 ,使 得 z 
S394 t+ S16 + $05=0. 
比如 说 S$S3S4= SiSe + S;S;， 
则 (maxSi)? 宇 Ss3S4= S1S6+ S2Ss 之 1+1=2， 


即 maxSi2>V2 . 


3. 直线 形 与 圆 中 的 面积 不 等 式 


12'160 两 个 正三 角形 内 接 于 一 个 半径 为 > 的 图, 公共 部 分 的 面 
积 为 S, 求 证 :2S 之 /377. 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 如 图 ,由 对 称 性 有 
SIAABC 3SAAP. 
又 图 形 关 于 OP .OQ 对 称 ,所 以 
AQ= AQ, AP= BP. 
于 是 APQ 的 周 长 为 A4B=Y3r. 
由 于 周 长 一 定 的 三 角形 中 以 正三 角形 的 面积 
最 大 ,所 以 





730 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 








即 s>2. (V3r)?— 

则 ,S32 

12"161 已 知 : 公 ABC 是 锐角 三 角形 ,人 A、 人 人 B、 和 人 C 的 平分 线 延 
长 后 与 AAABC 的 外 接 圆 交 于 A, .Bi .C1. 直线 AA1 与 B.C 的 外 角 
平分 线 交 于 40, 点 Bo 与 Co 与 此 类 似 而 得 . 求证 : (1) 公 ApBoCo 的 面 
积 是 六 边 形 AC BA1CB, 的 面积 的 二 倍 . (2) 全 AoBoCo 的 面积 至 少 是 
全 ABC 的 面积 的 四 倍 . 


3 
3 2 | 


(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] (1) 记 全 ABC 的 内 心 为 1, 则 I 为 


AAo、BBo .CCo 的 交点 .因为 0 4 第 
ZBIA! = LABI+ /BAI Bo .+ 
_ ZABC+ LBAC B 人 全 
2 
条 
=/AIBC+ /CBAI=/ IBA. 4 式 
1A = BA. 


又 人 IBAo 是 直角 ， 
AiBAo= LBAoA, 
BA|= AoAl. 

从 而 IA1 = AoAt. 因此 有 SALBA, = SapA,A,. 

同 理 可 证 SaIca, 一 DAC4 AN y 
SAiCB| = SABIBg SSAAB, = SAh4BB， 
Sanc, = Saac, cs, Soe, = Sagcc,. 

将 以 上 六 个 面积 等 式 相 加 即 得 
SAABoC = 2SAc, BACB, - 

(2) 设 五 为 和 ABC 的 垂 心 , 连 AH 并 延长 交 

全 ABC 的 外 接 圆 于 万 .因为 
HBC= /DAC= /DBC, 
LBCD= /BAD= /BCH. 
A BDCQABHC. 
又 由 于 AA| 是 和 BAC 的 平分 线 , 所 以 A| 是 
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BA,C 的 中 点 ,因此 
SABA CSABpc = SeaBHc. 
同 理 Saac,BSAAHB, SAACB, 之 SAAHC. 
将 以 上 三 个 面积 不 等 式 相 加 得 ”Sac aa ca 2Seasc， 
由 (1) 的 结果 ”Sea Bc 之 4Sapgc. 
12.162 入 ABC 的 外 接 圆 K 的 半径 为 R, 内 角 平 分 线 分 别 交 图 K 


于 A’、B’、C’. 证 明 : 不 等 式 16Q@; 之 27R4P. 其 中 Q、P 分 别 为 全 AB 
C 与 人 4BC 的 面积 . 


人 


(第 30 届 国际 数学 侈 林 匹 克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 公 ABC 的 内 角 为 a、.8、7, 则 


1 
P= FR (sin2a + sin2B + sin27).. 


由 于 人 A'B'C' 的 内 角 为 EY, et, ek, 











Q= 7 Ri[sin(B+ 7)+sin(at+ 7) + sin(a + B)]. 
由 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 得 
16Q’” =2Ro[sin(8+7Y)+sin(a+y)+sin(a+B)j 
>2R°:27sin( y+ B)sin(a + 7)sin(a + B) 
=27R°lcos(a — 8)— cos(a + B+27)]sin(a+B) 
= 27R?°[ cos(a 一 B) + cosy lsin(a + B) 
二 RLsin(e t+B+7)+sin(a+B-— 7Y)+sin2ea + sin2p) 


-全 Re(sin2a +sin28+sin27) 
=27R4P. 
12.163 锐角 全 ABC 内 接 于 圆 O, 作 人 4BC 的 边 BC 上 的 高 , 边 
CA 上 的 中 线 和 二 C 的 平分 线 并 延长 ,分 别 交 @O 于 点 ABC 求 


证 :SAasc 魏 SAaBC+ Saapc + SAaBpc. 


(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 
[证 ] 取 和 ABC 的 垂 心 昌 ,连结 BH .CH ,于 是 
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人 HBCLQAA'BC. 

过 点 A 作 BC 上 的 中 线 和 一 A 的 平分 线 ， 
分 别 交 @O 于 点 EE 和 DD, BC 中 点 为 M. 作 @O 
直径 AA”, 连 结 BA ”、A’C、.A”A’, 于 是 AA |] 





AA”. 
~ AA’LBC, .. AA’YBC. 
OAABC—= SAABC. 
AD 平分 人 BAC， 
点 也 为 BC 中 点 . 
O MD 三 点 共 线 ，.， 点 正在 4D 上 . 


SApgc> Saagpc. SAFBC> SaaBc. 
… SApBcSAHBc, SAEBC SAHBC: 
同 理 SapACSIAHAC, SACRA>SA HAB. 


SAABC ~ SAHBC + SAHcA + SAHAB 


1 十 沫 


pi 


SAACB + SABAC + SAcpa. 
12*164 全 ABC 的 角 A、B、C 的 内 角 平 分 线 分 别 与 外 接 圆 交 于 
A .B.C .证 明 : 和 ABC 的 面积 不 小 于 和 ABC 的 面积 . 
(第 29 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 】 设 AB=c,BC=a,CA=656， 则 


1 
SAaBc = 了 pcsinA 


-1 (2RsinB)(2RsinC)sinA 





2 
=2R’sinAsinBsinC. 
其 中 R 为 人 ABC 外 接 圆 的 半径 . 
Ba LA'=atp=S 4", 
/ZB = 4 A/C = 


SAABC 一 2R’*sinA sinB’sinC’ 
A+B. B+C. C+A 


SIN Sn 


2 2 











=2R’sin 
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A+B A+B A-B 

之 28i 

2 2sin 7 COS 7 
字 2 v sinAsinB ， 


十 
sin A 7 > snAsinB, 


十 
日 sin >v sinB sinC, 


十 
及 sin C 7 A sinC'sinA . 


从 而 有 Sanpc =2R?sin A 5 二 sin 7 sin 7 
之 2R’*'sinAsinBsinC = SA agc. 
12'165 设 圆 K 与 Ki 闻 心 ,它们 的 半径 分 别 为 R 和 Ri1,RI>R. 
四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 K , 四边形 AlB1C1iDi 内 接 于 贺 K| 且 点 Ai 、 
DABICID RR? 
Bi CD 分 别 在 射线 CD .DA 、AB .BC 上 ,求证 :一 一 一 之 2- 
ABCD R 
(第 8 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 将 四 边 形 ABCD 和 ABCID 的 面积 分 
别 记 为 $ 和 Si ,于 是 有 





=SsinA+sn 吕 








”2sin 


学 襄 志 























S1 SAABIC, SABCD, DADIA, 

一 二 1+ 十 一 一 一 一 十 一 一 一 

S 9 9 9 
SApA,B, 

5 中 
BAC1=180 -LDAB= ADCB=180° -人 AICDi， 
LAIDBI=180° AADC= /LABC=180° -LCBD, 
>e4BC x(a+y) SABCD! _ y(b+2) 

S adtb ” 5S abtca 
>ecpa 2(ct+w) SADAB _ w(d+ zx) 四 
9 ad+p S ap+cd 
其 中 a= AB,5b5= BC,c= CD,d= DA,x= AB),y= BC),z= CD;,w 
= DA!( 见 图 ). 


由 切割 线 定理 知 zxz(d+7x)=y(at+y)=z(b+z)=w(c+w) 
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= Ri- R’, 
. 从 而 由 中 .台式 及 均值 不 等 式 便 得 
S 


=1+(RI- R’) 


Cm 


tt 
ylad tbc) zl(ab +ed) wlad+ We) 


+ 
x(abt+ca) 


1 
之 1 + 4( Ri R?) 


V(adtb) ab toad) 

再 由 均值 不 等 式 又 有 

2v (ad tbc)(ab ted)(ad th)}+(abt+cad)=(at+c)(o+a) 

Satdtet dp’, 由 

其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 因为 圆 内 接 四 边 形 中 ,正方 形 的 周 长 最 大 . 

SI RI-R? Ri 

将 @ 式 代 人 @ 式 即 得 >1+ 2 

12.166 已 知 :正方 形 和 三 角形 都 外 切 于 半径 为 1 的 全 .证 明 ; 正 
方形 和 三 角形 的 公共 部 分 的 面积 必 大 于 3.4, 你 能 否 断 定 这 个 面积 必 
大 于 3.5? 


(3) 





(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 当 外 切 三 角形 的 边 不 平行 于 外 切 正方 AN 
形 的 边 时 ,三 角形 的 边 截 正 方形 一 角 所 成 的 直角 三 
角形 便 在 “公共 部 分 "之 外 . 先 讨论 这 样 的 直角 三 角 站 
形 的 面积 . 

如 石 图 ,JKL 为 外 切 三 角形 的 边 的 一 部 分 截 正 / 
方形 一 角 得 直角 三 角形 JAL , 易 知 其 周 长 为 2. 设 
JL 与 AN 的 夹 角 为 po( 锐 角 ),| 大 |= 产 , 则 

m+ msing+ nicosg = 2, 

加 2 
sing + cosp + 1 
易 证 五 边 形 ONJLM 的 面积 等 于 mx, 所 以 三 角形 JAL 的 面积 
Sy=1-—— 1 
smnp+ cospt+!} (2+1) 
当 g=45* 时 上 式 取 等 号 ， 
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nm 





= (V2 — 1)?. 





i 


由 于 “公共 部 分 ”的 面积 S 不 小 于 外 切 正 方形 的 面积 减 去 三 块 这 
样 的 S。, 所 以 
S 宕 4- 3(Y2—1)*=6Y2-5>3.4. 
下 面 指出 ,“ 公 共 部 分 "的 面积 未 必 大 于 


3.5. 可 设计 如 左 的 图 形 :外 切 三 角形 的 两 条 边 分 
别 与 正方 形 的 边 成 4$" ,而 引 第 三 边 时 ,使 截 得 的 
$ 直角 三 角形 面积 S, 满足 不 等 式 


了 -2(V2-2)2< So<(V2-1)2. 
这 时 “公共 部 分 ”的 面积 
S=4-2(/2-1)*- Ss,<4-2(/2- 1)?- 二 +2(/2—1)*=3.5. 


前 面 已 证 S。 <(/2- 1), 今 再 证 满足 S。 > - 2(Y2 - 1) 的 锐角 


2p 确实 存在 . 
人 1 > ~、li_ 2 
* 1 rr 20W2 1) 
此 式 可 变形 为 
V2sin(45° + p)>(8V2 -9)/A13-8 v2), 
即 sin(45 9) > 


从 上 图 中 注意 到 4$"“< pe< 90" ,所 以 当 


+ | 
82 


时 , 便 有 5S。 > La 
这 时 ， 公共 部 分 的 面积 将 小 于 3， 5. 


43 < wp<135— | 


外 . 贱民 KC 交 © Ss, 于 点 DD. 求 证 : Sacpgp 志 7. 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 
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[证 ] 





设 四 边 形 ACBD 的 两 条 对 角 线 AB、CD 所 在 的 直线 交角 为 ,于 
是 有 


| 
SacBp 一 了 4 ” CDsinp< 了 4B “CD. (QD 
设 连 心 线 1 交加 Si 于 点 MK,/ 与 @S, 的 位 于 MK 之 间 的 交 





i111 





点 为 L ,连结 CM .DL 并 过 点 DD 作 DN/ CM 交 ! 于 点 NN. 
LMCK=ANDC=90°, .. MN>CD. 不 
ALDK<90"， .点 N 位 于 点 M 与 之 间 . 
CD< MN< ML ©@ 


设 两 圆 的 略 心 距 为 4, 于 是 ML=4d 生 AB=v4r-d*. 由 此 及 

人 .四 即 得 
Scip< AB ML=V d*(4r*— a’). 

1 ad’+(4r -dqd’) 
2 2 
12.168 ”求证 :单位 圆 的 内 接任 意 n 边 形 的 面积 不 大 于 加 sin < 

z (中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] 在 单位 圆 内 的 内 接 正 n 边 形 的 面积 


< 7 


S -人 了 Resin 人 一 全 Sin 人 f/f \ 
i 
如 A.B,C 是 加 内 接任 意 ” 边 形 的 三 个 相 邻 项 间 
点 (如 图 ), 取 AC 的 中 点 有 , 联 AB'.B'C, 则 ~ /2 
SA aC SAABC - 4 


推广 之 得 ,单位 贺 内 接任 意 ” 边 形 的 面积 委 单 
位 圆 内 接 正 n 边 形 的 面积 ， 
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单位 圆 内 接任 意 ” 边 形 的 面积 不 大 于 二 sin 和 


12.169 假设 入 ABC 的 人 A 宇 90', 靠 着 全 ABC 的 边 BC 作 内 接 正 


方形 BLDEC1 (如 图 ). 在 全 ABIC 内 靠 着 BiCi 再 作 内 接 正 方形 
BD1E1C;. 这 样 继续 作 任 意 有 限 个 正方 形 . 证 明 : 所 有 这 些 正方 形 的 


面积 的 和 小 于 全 ABC 的 面积 的 一 半 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 





[证 1] 作 全 ABC 边 BC 上 高 AF. 


部 上 或 加 内 ， 故 


AF< 了 了 BC， 





BD + FC- 了 (BF+FC)= 了 2 BCZ2BID 
AF 7 AF 站 


1 1 
则 DABBDT+ 5eccg 了 BID DT+ CE EL 
= 了 BID(BD+ BC)> 亲 BiD'2BiD 
= BID2= SEN pm ， 


} 
即 口 正方 形 B DEC 了 梯形 B, BCC，， 


一 1 
同 理 。S 方 形 B,D E CS 3 梯形 BBCiCa， 


和 


] ， 
口 正方 形 B 万 ， 一 1E, 一 | (， 了 7 口 梯 形 B,B， 一 1 -1 (5 


设 个 正方 形 面积 之 和 为 S$, 将 以 上 不 等 式 相 加 ,得 


1 
> SS (SB BC + S81B,C 0 tt DB 有， 一 Cc,) 


n—i 


1 
一 了 梯形 BB C c< SaaBc. 


nn 


了 A 宇 90"，.. A 点 在 BC 为 直径 的 


[证 2] 设 BC = ad,7 个 正方 形 的 边 长 分 别 为 al、a2、“…*、a,. 作 
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和 4BC 边 区 二 高 AF ， 设 AF=h. 
BC/ BI Ci / BGC, 
C1 六 -al h 








a hh ath’ 
目 G2 _ Rrra a ha 
al h—ai h 
故 2 
a 地] 
a AQ AQ . h 
同 理 可 推 得 ,有 0<A= 一 一 <1. 
2 ul 人 一 a+h 


于 是 af+a$+…+as 





2 a 2p 1 
-aa 各 一 
一 天 和 
272 
位 天 式 
1 一 及 
ah” 





a+2h 
由 于 过 A 实 90° ,因此 A 点 应 在 以 BC 为 直径 的 加 上 或 俩 内 ， 知 '4 之 
2h. 
ah? ah? 1 ,1 
A SIRtIh 4h 2 AaB 





2 
故 af+a5+*…+an< 
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第 十 三 草 ” 极 值 问题 


(一 ) 线 段 极 值 问题 


三 角形 中 的 线段 极 值 


13.1 在 平面 上 给 定 一 条 直线 和 两 个 点 A 和 B, 应 该 在 这 直线 上 

怎样 选取 点 才能 全 max{ AP, BP}i 有 最 小 值 ? 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1928 年 ) 

[ 解 ] 设 A 点 到 给 定 直线 e 的 外 离 不 小 于 B 点 到 直线 的 距离 ,并 
设 A 到 ee 的 射影 为 A1,B 到 e 的 射影 为 Bj, 妈 设 AA) 之 BB,. 
(1) 如 果 AA1 宇 A1B, 则 A| 就 是 所 要 求 的 点 P. 
事实 上 , 当 PP 与 A| 重合 时 ， 

maxj AP, BP| = AA', 
一 上 一 一 而 直线 。 上 任何 其 他 点 已 ,都 有 

maxl AP ,BP =AP >A4A 
= maxi .AP, BP}. 


A 


1 
t 
| 
I 
! 


(2) 如 果 4AAI< AIB. 

作 线 段 AB 的 中 短线 人 

如 果菜 一 点 到 点 A 的 距离 小 于 这 点 到 B 的 距离 , 则 该 点 属于 以 直 
线 f 为 边界 且 包 含 点 A 的 半 平 面 . 同样 ,如 果 某 一 点 到 点 B 的 距离 小 
于 这 点 到 A 的 距离 , 则 该 点 属于 以 直线 f 为 边界 且 包 含 点 B 的 半 平 
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AAI<A1B, BB!AAI< AB', 
点 Al 和 点 Bi 分 别 属于 直线 f 记分 
成 的 不 同 的 半 平 面 ,因此 ,线段 A1B1 与 直线 f 
交 于 一 点 C. 
我 们 证 明 : 点 C 就 是 所 要 求 的 点 . 
事实 上 ,有 max! AC,BC! = AC= BC. 
如 果 在 直线 e 上 取 一 个 异 于 C 的 点 口 ,并 设 点 了 DD 点 Bi 在 C 的 同 
一 侧 , 于 是 AD> AC. 
maxl AD, BD! >max! AC, BC|. 
因此 C 点 为 所 求 . 
13'2 定点 A 和 B 分别 在 定 直 线 / 两 侧 ,AC1T1,BD1」 1,C、D 是 
垂 足 , M 是 CD 内 的 点 ,p 和 g 是 已 知 的 正 数 , 试 证 : 当 p:AM + BM 
最 小 时 有 p'sin CAM= a .sin DBM. 
(中 国 福 建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 1] 如果:= pAM+ gq:BM 最 小 , 则 点 M 在 1 上 向 左右 邻 
近 移 动 时 ,相应 的 i 值 都 连续 增 大 ,对 于 左 邻 
每 一 点 Mi ,都 可 在 右 邻 找到 点 M;, 使 相应 的 
t 值 相 等 , 即 
pAMI+ 9g:BMI= p*AM,+ 9g: BM;. 
令 AMIAC=al, LMIBD= Bi, 
MAC=a,, LM,BD= Bp,, 
AC=a, BD=&b, 
则 有 pasecal + qbsecBl = pasecas + qbsech,, 
即 gb (secBi1 — secB;) = palseca; — secal), 





4 


gb (cosB2 — cosB1) palcosat ~ cosa2) 





或 / 
cosPBicosB> COSQ 2COSQ! 
Blithe. Bi-B, . QQ2tar. a a 
gb sin sin pasin Sm 一 一 一 
2 2 2 四 
6 /CoOsp» coOsQ 2 COsa ] | 


义 atgal t+ btgBi= atga + btgp,, 
bltgB1 ~ tgB2) = altgas 一 tgai)， 


vm 
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I 





ex 言 忆 





sinBicosB2 — cosBisinB> sitna2cosal ~ Cosazsinal 
有 ? cosBicosB>2 7 COSQa2COSQ] 
bsin(B1 ~ B2) asin(a2 ~ a1) 
cosB1cosp2 | CoOSC2COSG1 
1+ p> ， CQ2 十 ai 
psin 


pi1~ PB, qz 一 al 
COS 





gsin 
= 多 得 
p> cos ”7 
当 MI 一 RM 时 ,MAM,ai 一 MAC,o > LMAC, LB 
MBD,/ BL MBD. 
上 式 成 为 gsin/ MBD = psin/ MAC. 
[证 2] 仿 上 得 p'AMi+9g:BMI=p:AM,+ gq':BM,， 
即 p(AM;— AM))= gq(BM'~ BM,). 
令 CMI=xi, CM;=x;, CD= ee, 


则 有 plw ry +tas -Vr t+a’) 
=glV(c~-r) + -Vc-r2) + 06), 


故 p(x2 -x1 ) _ ql(c~ x1) ~(c~ x2)] 
Vr statvVr ta Vc~-r)y th +V(c-r2) +b 
或 p(x2+ x1) _ q(2c ~ ri— x2) 


~、 X22 十 a 十 ~ TI +a’ VY (c— x1)*+ b*+ VY (c— zx2)°+ pi 





2pxr __ 2g(c—-x) 
2 Vx:+a’” 2 Vcr)ito 
即 p:CM a:DM 
AM BM 


亦 即 psin CAM = dgsin 二 DBNM . 
[证 3] 如 前 得 
bp:AM+ ga:BM= gq*AM,+ gq'BM,, 
p(AM, -AMI)=oOBMI - BM,). 
在 AM; 上 截取 AQ = 4M ,在 BM 上 截取 
BR = BM , 则 上 式 成 为 
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p* QM = gq* AI OD 

当 MI 一 M 时 ,M? 一 M, AM,C->/AMC, /BMID™ /BMD, 
MIQM， 和 人 MRM 都 趋 近 于 直角 ,所 以 
CQM RM cwos/ /AMC sin CAM 

QM2: RM = YM; MM; BMD ™ sinZ DBM 

代入 @ 即 得 ”psin 人 MAC = gsin 人 人 DBM . 

13'3 在 人 AOB 的 两 边 上 分 别 自 O 点 开始 截取 线段 OA 和 OB， 
使 0A > OB .在 线段 OA 上 取 点 M, 在 OB 上 取 点 NN, 使 得 AM = BN 
= 工 . 试 求 : 当 线段 MN 的 长 度 最 短 时 的 x 的 值 

(第 9 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[ 解 ] 显然 M、N 分 别 在 O4 、OB 内 方 能 最 





小 . 设 OA=a，0B= 6b. 陆 : 
MY = OM’ + ON -2.OM'ONcosa 
=(a 一) +(b~ x) -2(a— 7x)(b— x)cosa 0 本 
=a~2ar+ xi+ 6b -2br+ x +2cosa(ab— ar 
一 Er) 


= a + b* +2abcosa +2[x*— (at+b)xr)(l+ cosa), 
今 欲 MN 最 小 ,只 要 y= zx? (a+65)z 最 小 即 可 . 


即 当 z= 廊 (a +5) 时 ,MN 最 小 . 





13.4 ”两 个 等 边 人 ABC 和 人 KLM 的 边 长 分 别 是 1 和 二 又 


全 KLM 在 全 ABC 的 内 部 . 记 站 表示 A 到 直线 KL 、LM ,MK 的 距离 之 
和 . 试 求 : 当 之 取 得 最 大 值 时 ,全 KLM 的 位 置 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 首先 平移 个 KLM ,使 得 K 位 于 
AB 边 上 ,L 位 于 BC 边 上 ,这 样 新 的 小 的 值 将 
大 于 原来 的 人 值 .由 于 

LBLK=120°- /BKL= /AKM. 

记 BLK=4a. 

考虑 下 面 两 种 情况 . 

(1)60" 委 a 委 120?. 
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这 时 A 点 位 于 KLM 的 内 部 , 设 AP、AQ、AR 分 别 为 A 到 
从 KLM 三 边 的 距离 , 则 


Sa = "KL*AP= 记 "AP, 
故 ”AP=8SAak. 
同样 AQ=8Saskm. AR=8Saarm. 
3=8(Saax + SaAm + SAAKM) = 8(Sakm + 2SaakM). 
因为 Sakim 的 值 固定 ,所 以 当 且 仪 当 SAakm 取 得 最 大 值 时 , 之 取 
得 最 大 值 . 


I 1 1,,. 
PAAKM 一 2 AK 4 8 Ksina. 


KL':sing 2 sina 
=- KLsna=——,， 
sinB v3 2 /3 


且 AK=1- BkK=1- <. 
2V3 


、 1 
注意 到 Som = Ta = 二 [13 Jsine, 60 委 a 雪 120 "， 


在 sna=1， 期 w=90" 时 取得 最 大 值 . 
所 以 ,过 在 KM 与 AB 垂直 时 取得 最 大 值 . 

(2) 0' 委 wa<60”. 

这 是 A 位 于 一 KELAM 的 外 部 . 

设 N 是 K 关于 直线 LM 的 对 称 点 ,因为 a < 
60" ,所 以 


.no 1 
在 一 一 一 一 BL < KL .sine0 <7SLC. 


因此 六 在 人 ABC 的 内 部 . 

两 个 三 角形 人 AKLM 与 ANLM 的 沁 值 显然 相同 ,而 人 MLB 之 60"， 
这 时 4 在 MLN 的 内 部 ,问题 归结 为 (1), 因 此 仍 为 人 KML 的 一 边 
与 人 ABC 的 一 边 垂 址 时 , 取得 最 大 值 . 

13:5 设 人 ABC 中 , BC 上 一 点 M 到 AC、AB 的 正 射 影 分 别 为 
BC .确定 M 使 BC 为 最 小 . 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,由 MB 1 AC,MC | AB， 


给 言 己 


又 BK= 
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则 4、C 、M.、B 四 点 共 圆 , 且 AM 为 该 圆 的 
直径 . 
由 正弦 定理 可 得 ”B'C”*= AM sinA. 

由 于 A 是 定 角 , 则 当 AM 最 小 时 , BC 最小. 
因此 AM 为 BC 的 高 , M 为 阜 足 时 , BC 最小. 

13.6 在 A4ABC 中 ,BC=5,AC=12,AB= 
13. 在 边 AB、AC 上 分 别 取 点 万 . 王 ,使 线段 DE 将 人 ABC 分 成 面积 相 
等 的 两 部 分 . 试 求 :这 样 线段 的 最 小 长 度 . 

(全 国 初中 数学 联赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 由 于 +12:=13, 知 全 ABC 是 直 有。 


角 三 角形 ， ] 了 
故 Sore = x5X12-30, Cc 1 


设 AD=x,AE= y. 





1 
由 于 SAApE = 7 XYsinA = 15,sinA = 了 ， 知 xy=78. 


13 
由 余弦 定理 知 
DE’* =x*+y ~—2rycosA=(x-y)+2ry(l- cosA) 


=(z-y)2+2x78x (1-E)=(z-y) +12>12, 


当 z=y 时 ,上 式 的 等 号 成 立 ,此 时 DE = V12=2 V3 达到 最 小 值 . 
13*7 ”由 平面 上 的 定点 了 到 某 个 等 边 人 ABC 的 两 个 顶点 A 和 8B 
的 距离 分 别 是 :AP=2,BP=3. 试 确定 线段 PC 的 长 度 的 最 大 可 能 值 . 
(第 24 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[ 解 】 引 射 线 BM ,使 得 人 CBM= 人 ABP, 在 
BM 上 截取 BP = BP, 如 图 . P 
则 ZZPBM = LPBA + /ABM = /CBM + 多 
ABM= /ABC=60°. 
全 BPP' 是 等 边 三 角形 , 即 
PB= PB= PP 
又 AABP= /CBP’, AB= BC， 
个 ABP 人 CBP', 有 PC= PA,， 





| 
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a 





PA + PB= PP’ + PC 二 PC. 
在 令 已 在 PC 上 , 则 PC 可 取得 最 大 值 5.. 
13.8 设 公 ABC 是 边 长 为 6 的 正三 角形 ,过 顶点 A 引 直线 1, 项 


点 B.C 到 1 的 距离 记 为 dj 、qd;. 求 :d+ d, 的 最 大 值 . 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 延长 BA 到 了 ,使 AB = AB. 
连 B'C, 则 过 顶点 A 的 直线 1 或 者 与 BC 相交 ,或 者 与 BC 相交 . 
(1) 若 :与 BC 相交 于 万 , 则 


7 (dit da) 4D 
= SAApD + SAApc 
- Sauce= 昌 x36-9,5 
目 由 + 员 = 再 娄 < 丽 娄 -6 等 导 当 且 仅 当 /| BC 时 取 到 . 
AD 3v3 


(2) 落 与 BC 相交 于 D’, 则 
1 ， 
(di + d2)* AD’ = Sappa + SAA 


= SAABTC = Saagc= 守 X36， 
且 dt d= ll V3. 等 导 当 和 且 仅 当 | B'C 时 取 


到 . 
综 上 所 述 , di + d, 的 最 大 值 是 6V3. 
13"9 在 全 ABC 中 ,了 人 C=90', 了 A=30',BC=1. 求 :个 ABC 的 
内 接 三 角形 (三 顶点 分 别 在 三 边 上 的 三 角形 ) 的 最 长 边 的 最 小 值 . 
(第 11 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 首先 在 全 ABC 的 内 接 正三 角形 的 范 
SAF 围 内 , 求 边 长 的 最 小 值 . 


? ~ 在 BC 上 任 取 一 点 D, 记 BD=x. 


A 然后 ,分 别 在 C4 .4B 上 取 点 上 和 下 ,使 
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3 Xx 
CE= > ,BF=1 2 
由 余弦 定理 有 
DF* = BD? + BF? -2 BD. BF cos60° 


2 
一 2 < ( -三 jx 过 
7 + (1 2 ) 一 2711 7 7 


7 
> -2x+1, 


| 2 
DE’*=(1— x)?+ (到 -| = 72+ 


/3 2 7 2 
er (Be) + (+3) 2603) | 
| + 
~ 了 2 极 一 
= 本 27+1. 值 
于 是 DE= EF= FD, 即 人 DEF 是 正三 角形 . 


这 表明 ,对 于 BC 上 任 一 点 DD, 都 可 以 作出 一 个 内 接 正三 角形 、 
记 CA 、AB 的 中 点 分 别 为 N、M, BM 的 中 点 为 S, 则 当 点 DD 从 B 


变 到 C 时 ,点 已 从 C 变 到 N, 点 下 从 M 变 到 S 
记 入 DEF 的 边 长 为 a, 则 间 
4\2 3 


2+ (eA4)s 了 

于 是 当 x 六 时 , 边 长 a 取得 最 小 值 /= ,如 图 中 P.Q.R 的 位 
置 ， 

、 _- 、 3 
下 面 证 明 , 任 何 内 接 三 角形 的 最 大 边 的 边 长 都 不 小 于 /了 


为 方便 计 , 引 入 以 C 为 原点 ,CA 为 正 半 >z 轴 的 直角 坐标 系 . 
设 和 人 XYZ 为 AABC 的 任 一 内 接 三 角形 ,其 中 点 XX、Y、Z 分 别 位 


于 BC.CA.AB 上 
在 BM 上 取 点 Ri, 使 MR， = 三 MB, 取 点 R,, 使 MR2= = MB, 


2 
于 是 AR 本 4B， BR2 = BM, 从 而 有 
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给 言 己 


2 3 11 ,yy3、10_Y3 3 
= 二 > /二 . = 一 X 盖 > 一 X 盖 > 
2 了 >MT 了 TAR 7 


(1) 若 点 Z 位 于 线段 BR 上, 则 ,yz 之 yr, > 


a 
| 


大 点 Z 位 于 线段 RA 上 , 则 rz 之 xR, >A ER 


可 见 ,这 是 人 XYZ 的 最 长 边 的 边 长 大 于 、 /5 

(2) 设 点 Z 位 于 线段 RIR; 内 部 , 则 将 Z 作为 F, 作 正三 角形 
DEF ,不 难 验 证 , xp << xk, yp << ye. 

因而 ,车 点 X 位 于 线段 DC 上 , 则 ZX 宇 2ZD = FD; 

若 点 Y 位 于 线段 CE 上 , 则 ZY 宇 ZE = FE; 

若 点 X 位 于 有 ED 上 ,县 点 了 位 于 E4 上 , 则 由 色 册 定理 知 XY 之 
DE ， 

所 以 和 AXYZ 的 最 长 边 的 边 长 不 小 于 ADEF 的 边 长 ,从 而 不 小 于 


/也 
7 
综 上 可 知 , 所 求 最 长 边 的 最 小 值 为 /5 


13.10 试 证 ;在 底 边 与 面积 给 定 的 三 角形 中 ， 等 腰 三 角形 有 最 小 
的 周 长 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1948 年 ) 
[证 ] 设 底 边 AB=&a, 且 全 ABC 的 面积 
为 S$. 则 这 些 三 角形 的 顶点 C 在 直线 MN 上 ， 


MN /AB 有 目 距离 为 和. 如 图 ， 
N AB 


设 B 为 B 关 于 MN 的 对 称 点 . 
设 AB 与 MN 交 于 C, 则 CC 即 为 所 求 之 


六 
> -~ 局 


4 


首先 AC= CB’= CB. 
又 DD 是 MN 上任 一 点 , 则 
AC+CB =AC+CB’ = AB’ <AD+DB’=AD+DB. 
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13'11 在 底 边 AB 及 顶 角 C 给 定 的 所 有 三 角形 中 , 求 具有 最 大 内 
切 圆 半径 的 三 角形 . 
“(基辅 数学 奥林匹克 ， 1970 年 ) 
[ 解 ] 没 人 C= 8.@O(7) 为 AhBC 的 内 
圆 . 如 图 . 


/AO,B -180' -三 (LA+LB) 





2040 


-90* + 人 C= 90° + 79 


故 01 点 的 轨迹 是 以 AB 为 纺 , 对 AB 所 张 的 角 为 90"+ 二 的 加 
i 

故 当 AC= BC 时 ,y 最 大 . 

13.12 在 钝 角 公 ABC( 人 LC 为 钝 角 ) 的 BC 边 上 选取 点 DD( 异 于 
B.C 点 ), 过 线段 BC( 异 于 品 ) 的 内 点 M 引 直 线 AM , 交 公 ABC 的 外 接 
圆 S 于 点 NN ,经 过 点 M.D 和 NN 作 圆 , 交 圆 S 于 点 N 及 另 一 点 P. 问 点 
M 在 何 位 置 时 ,线段 MP 的 长 度 最 短 . 

(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 过 点 A 引 AK/ CB, 交 图 S 于 点 K， | ， 
延长 KD, 交 圆 S 于 点 Po, 现 证 明 , Po 就 是 题 设 SS 
中 的 己 点 . NS 

(1) 当 点 N 关 Po 时 , 设 点 N 在 PoB(CPo) 内 ~ 
(如 图 于 乙 ). 

A、K、N .Po 共 圆 . ( 甲 ) 
ANP, 与 人 AKP, 相等 ( 相 补 )， 


… CB/AK, LMDPo= /LAKPo. 
`， 了 MNPo 与 人 MDPo 相等 ( 相 补 ) C 4 
因此 ,M.D.N.P, 共 贺 .PP- Po. 


(2) 当 点 N= Po 时 ,以 点 Po 为 位 似 中 心 ,将 
点 下 变换 为 点 也, 直线 AP 变换 为 自身 ,由 于 ( 乙 ) 
CB/ AK ,所 以 线段 AK 变换 为 线段 MD, 即 点 A 变换 为 点 M. 
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Sx 总 二 





于 是 圆 S ade 的 外 接 圆 . 因为 Po 是 位 似 中 心 ， 所 以 
这 两 加 只 有 一 个 公共 点 , 即 P= Po. 

所 以 ， 所 要 求 的 和 M 的 位 置 应 是 点 Po 在 BC 上 的 射影 

因为 人 A 是 锐角 , 则 该 射影 在 线段 BC 内 ; 

又 因为 人 KDC > KBC = ACB, 则 KDC 是 印 角 , 故 点 Po 在 
BC 上 的 射影 不 会 与 点 DD 重合 . 

13"13 ”对 给 定 的 公 ABC 中 的 点 了 ,mm (T) 表 示 线 段 TA、TB、TC 
的 长 度 的 最 小 值 , 求 全 ABC 中 所 有 使 m( 工 ) 取 得 最 大 值 的 点 . 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 和 全 ABC 为 非 钝 角 三 角形 . 
我 们 证 明 ,所 求 的 点 工 即 是 入 ABC 外 接 圆 的 俩 


设 公 ABC 外 接 圆 的 圆心 为 DO, 半径 为 尺 . 
过 O 作 OH, 1 AB 于 万 ， OH: 1 BC 于 瑟 ， 
OH; 1 AC 于 Hi;, 
这 时 和 全 ABC 被 分 为 三 个 四 边 形 :OF AH 、OB BH,、OH, CGH;. 
如 果 了 天 0, 则 点 休 在 上 述 的 某 个 四 边 形 中 ， 不 妨 设 在 四 边 形 
OHIAH; 中 . 
由 于 人 人 OHIA = 人 OH3A = 90', 所 以 四 边 形 OHiAH; 内 接 于 直径 
为 AO 的 圆 ,于 是 工 落 在 该 圆 内 ， 所 以 有 
m(T)<AT< AO= R= m(0). 
这 表明 , 当 下 =0 时,m( 芽 ) 取 到 最 大 值 . 
1 (2) 设 全 4BC 为 印 角 三 角形 ,人 A 是 钝 


本 角 , 设 CB. 
CN NA 过 边 AB 与 AC 的 中 点 DD 与 玉昌 重 直 于 
” “该 边 的 垂 线 分 别 与 BC 边 交 于 下 与 G. 


记 BF=6,CG=c. 可 以 证 明 < 妇 c, 且 仅 
当 人 LAC=AB 时 b= ec. 

事实 上 ,由 正弦 定理 ,对 个 BDF、 公 CEG 与 人 ABC, 有 

656__ BD cs/C ABoos/C 


一 一 一 “一 一 


c cosAB CE ACcs/B 
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_ Sin 人 CecosC sin/C 
~ sin Becos LB sin2 一 B 
AG=GC, .. ACAG= LC. 
由 8B+C<90"< 一 BAC. 
得 ”LB</ABAC-AC=LBAC- /CAG= /BAG. 
于 是 BG>AG= GC=C. 
同样 有 FC>56. 
作 公 ABC 的 高 AR, 则 AH 把 全 ABC 分 为 两 个 三 角形 :个 ABH 和 
人 ACH. 
如 果 点 T 关 FF, 且 在 全 ABH 内 , 则 工 点 或 者 在 以 BF 为 直径 的 圆 
内 ,或 者 在 以 AF 为 直径 的 圆 内 ,从 而 有 
m(T)<m(F)=56. 
同 理 ,如 果 点 TT 关 G, 日 在 全 ACH 内 , 则 
m(T)<m(G)=e. 
于 是 ,如 果 公 ABC 是 等 腰 钝 角 三 角形 ,下 与 G 均 为 所 求 ,如 果 
会 ABC 是 非 等 腰 钝 角 三 角形 , 则 mm (FF)<< m(G), 即 所 求 的 点 为 点 G. 
13.14 有 定 角 A 和 定 半径 为 > 的 内 切 圆 的 一 切 三 角形 中 , 试 决 
定 哪 一 个 三 角形 有 最 小 的 周 长 . 
(第 12 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 1] 设 周 长 为 p, 则 


=27 (cg tag +togs | 
p "(ctg > ctg > ctg 7 . 


由 于 ;x 和 A 为 定 值 ,所 以 需 考虑 ci + ctg 5 的 最 小 值 





< 


ti 


极 
值 
问 
题 











wos sn rsnd oo 
BC 
2 2 “8B 
sn 了 sin 3 
. B+C 
| sin 5 “cos 了 
C B-C B+C 
sin sin > cs 7 C08 7 
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几 B-C .A 
cos 一 一 一 一 Sin -一 


何 1 2 2 
当 cos 一 最 大 时 ,ctg +etg 二 最 小 . 进 时 有 吾 = C. 
于 是 , 周 长 最 小 的 三 角形 在 角 A 为 顶 角 的 等 腰 
三 角形 时 出 现 . 
[ 解 2] 作 半 径 为 x 的 圆 的 外 切 等 腰 三 角形 
ABoCo 和 任意 三 角形 ABC, 上 且 使 项 角 A 为 已 知 定 
c 角 . 如 图 . 
Bo ¢, 设 BoCo 与 BC 交 于 DD. 
不 妨 假定 BoD> DCo. 
过 Bo 作 ACo 的 平行 线 , 交 BD 于 EFE, 则 EE 在 BD 
的 内 部 . 
人 BoDEWA CDC, 
BoD>DCo，… SaBpe> Sac,pe 





4 


多 DAB DB > DAB DE, - 、 SAB DB > SAC DC 
从 而 SAABC> SAAB Co 


即 (AB+ BC+ C4) > 本 (4Bo+ BoCot+ C0A), 


或 AB+ BC+CA>ABo+ BoCo+ CoA. 
所 以 全 ABoCo 的 周 长 最 小 , 即 顶 角 为 A 的 等 腰 三 角形 周 长 最 小 . 
13.15 求证 :三 顶点 与 一 已 知 点 P 相距 分 别 为 3.5、.7 的 所 有 三 
角形 中 , 周 长 最 大 者 以 P 为 内 切 贺 圆 心 . 
(第 3 届 拉 丁 美洲 地 区 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

5 [证 ] 设 公 ABC 的 三 个 顶点 分 别 在 以 P 为 
、 圆心 ,以 3、5.7 为 半径 的 圆周 S1 ,S,、S; 上 .并 令 
全 ABC 为 这 样 的 三 角形 中 周 长 最 大 的 一 个 . 

我 们 证 明 : P 必 在 一 BA4C 的 平分 线 上 ,这 样 
同 理 可 得 P 也 必 在 人 人 ABC .BCA 的 平分 线 上 ， 
从 而 了 为 人 ABC 的 内 心 . 





792 志 界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





为 此 ,只 要 证 明 二 BAC 的 外 角 平 分 线 4 与 圆 S, 相 切 .用 反 证 法 . 

若 la 不 与 加 Si 相 切 , 则 44 与 圆 S; 还 有 一 个 公共 点 A“. 

因为 BC 在 和 的 同 侧 , 且 点 C 关于 人 的 对 称 点 C 一 定 与 B.A 
共 线 .于 是 有 

BA +A4C=B4 +AC>BC =BA+AC =AB+AC. 

即 BA +AC+BC>AB+ACT+BC. 

从 而 全 ABC 的 周 长 大 于 入 ABC 的 周 长 ,出 现 矛 盾 . 

因此 一 BA4C 的 外 角 平 分 线 与 圆 S; 相 切 , 即 PA 为 人 BAC 的 内 角 
平分 线 . 


2. 多 边 形 中 的 线段 极 值 


13.16 面积 一 定 的 平行 四 边 形 中 , 求 出 长 对 角 线 最 短 的 平行 四 边 

形 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[ 解 】 在 呈 4BCD 中 设 AC=di!，BD=4di, 且 di 之 d;， 又 

AC 与 BD 的 夹 角 为 a. 再 设 S= S np， 
$= 地 dd di Sinac ， 。。 2S 委 di dd 

于 是 dj 宇 V2S， 当 sina=1 且 dj=4d, 时 等 号 成 立 ,此 时 平行 

四 边 形变 为 正方 形 . 





13*17 已 知 :平面 四 边 形 ABCD 中 ,AB=1， BC- ，CD= 


，DA=Y3 ， 了 人 D=75°. 求 ;四边形 ABCD 内 一 点 到 四 条 边 各 中 
点 的 距离 之 和 的 最 小 值 . 


~ 


(中 国 河北 省 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 设 对 角 线 AC 和 BD 交 于 O, 又 设 人 AOD = 96，/ADO = 


总 


由 4B“+ CD = AD?+ BC2= 了 ， 


即 AB2-A4D2= BC2- CD?， 
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则 ACLBD, 人 AOD=0=90. 


从 而 OD=Y3 ce cos(75° 一 wx) 的 





元 
何 
十 
郑 由 的 及 jin75" = ， 
coe75° 6 一 籽 
4 
得 ‘ga= 守 ， 
0 = 30". 
于 是 可 求 出 oD= 广 ， oa= 吨 ， OC= 











设 AB、BC.CD、DA 的 中 点 分 别 为 P.Q、 
R .S .PR 与 QS 相交 于 M ,显然 M 即 为 到 P、Q、R.、S 连 线 之 和 最 短 
之 点 . 
由 于 AC | BD, 则 四 边 形 PQRS 为 矩形 ,于 是 所 求 的 最 小 值 
为 
MP+MQ+MR+MS =PR+QS=2PR 


=2 VY PQ’+ QR’= VACI+ DB = V28+6Y3. 


13.18 ”由 四 边 形 中 ,有 两 条 边 的 长 度 为 1, 而 其 余 的 边 和 两 条 对 
角 线 之 长 都 不 超过 .试问 ,四 边 形 周 长 的 最 大 可 能 是 多 少 ? 
. (第 45 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 竹 ) 
[ 解 ] 设 对 角 线 相交 于 O 点 ,如 图 
AC+BD =(AO+ OC)+(BO+ OD) 
=(AO+ OB)+ (CO+ OD) 
>AB+ CD 
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即 两 对 角 线 长 度 之 和 大 于 一 组 对 边 之 和 , 故 相 


对 的 边 不 能 都 等 于 1, 否 则 ,将 有 / 
AC + BD >2, ON 
导致 某 一 条 对 角 线 的 长 度 大 于 1. . 
设 AB= BC=1, 由 于 AC 委 1 所 以 ABC 志 60". 
DD 在 以 B 为 圆心 半径 为 1 的 @@B 内 (上 ), 且 在 人 ABC 内 ， 
欲 四 边 形 ABCD 的 周 长 p 最 大 ,只 要 DA + DC 最 大 . 
故 吕 在 ©@B 上 ， ABC=60"， DA = DC 时 p 最 大 : 
p=AB+BC+CD+DA=1+1+2DA 


=2+2V1 +1—2c0830° =2+2V2(1 ~ cos30”) 
=2+2V4 sin15 =2+4 sinls’. 
13.19 . 在 和 矩形 的 边界 上 取 一 点 M . 求 一 条 最 短 的 路 线 , 它 的 起 点 


be 


1 


极 
和 终点 都 是 M 点 ,并 且 它 与 矩形 各 边 都 有 公共 点 . 什 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 内 


[证 ] 设 点 M 位 于 矩形 ABCD 的 
边 AB 上 . , Ny 

按 下 述 方 法 在 边 BC、.CD、DA 上 取 “| 人 和 lp 
点 NN.P.Q: > 、 

如 果 M 点 不 与 顶点 A 或 B 重合 ， 人 i D 
则 作 MN/ AC,，NP// BD,，PQ/ AC. 
连 MQ, 可 以 证 明 MQ/BD. 

这 样 我 们 得 到 的 路 线 MNPQM 是 一 个 平行 四 边 形 的 周 界 . 

如 果 点 M 与 矩形 顶点 4 重合 ,那么 点 Q 也 与 顶点 A 重合 ,而 点 
已 和 N 与 顶点 C 重合 ,此 时 路 线 MNPQM 退化 为 对 角 线 AC ,但 应 通 
过 两 次 .类 似 地 ,如 果 点 M 与 点 B 重合 ,那么 路 线 MNPQM 退化 为 对 
角 线 BD ,但 也 应 通过 两 次 . 

我 们 下 面 证 明 :用 上 述 方 法 作出 的 路 线 MNPQM 是 所 有 路 线 中 最 
短 的 . 

记 路 线 MNPQM 的 长 度 为 4 ,我们 证 明 4 比 任 一 条 顶点 N 、P“、 
Q 分 别 在 矩形 的 边 BC .CD .DA 上 的 折线 的 长 度 要 短 . 

设 MI 是 点 M 关于 直线 AD 的 对 称 点 , M; 是 点 M 关于 直线 BC 
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M2 


i 















的 对 称 点 . 
由 于 1= 2，L1= 3， 所 以 2= 3， 从 而 点 已 .Q Mi 
出 在 一 条 直线 上 . 
kg 同 理 点 已 .N、M; 也 在 同一 条 直线 上 . 
“MN=MN, MQ=MIQ， 则 MIP= MP， 
全 MiPM: 是 等 腰 三 角形 . 
因此 ”路线 MNPQM 的 长 度 等 于 线段 MiP 与 M2P 之 和 . 
路 线 MN'P'QM 的 长 等 于 路 线 MNP'QM 的 长 度 . 
MQ +QP>MP, MN+NP>MP, 
) 之 MIP + MP.. 
如 果 点 Mi 与 点 Mi 关于 直线 CD 对 称 ,那么 点 M;、P .Mi; 在 一 
条 直线 上 ,并 且 
MiP’+MP’= MP +MP MP+MIP=MIP+MP. 





A 之 A. 
并 且 当 且 仅 当 点 N .P .Q 分 别 与 点 N 、P、Q 重合 时 等 号 成 立 . 
本 现在 证 明 , 顶 点 P'、N’、Q' 在 矩形 的 边 CD、 


8 ”BC.DA 上 的 任何 折线 MP'NQ'M 都 比 X 长. 
< 设 S 是 线段 MP' 与 N'Q' 的 交点 , 则 
4 一 六 MS+SN’>MN’, P'S+ SQ > PQ ， 
. MP+NQ>MN+PRQ. z 
MP+PN+NQ+QM>MN+NP+POQ+QM. 
即 ”折线 MP'N'Q'M 比 折线 MNP'QM 长 ,因而 比 4 长. 
类 似 地 可 以 证 明 ,折线 MN’Q'P'M 的 长 度 大 于 4. 
下 面 再 证 明 , 路 线 MNPQM 的 长 度 4 小 于 任何 其 他 以 点 M 为 起 
点 和 终点 ,而 且 与 矩形 各 边 有 公共 点 的 折线 的 长 度 . 
事实 上 ,这 样 的 路 线 可 以 写作 
MK1* Ky Ks M. 
其 中 K1 、.K,、K; 落 在 矩形 的 三 条 不 同 的 边 上 (不 包括 AB 边 ). 


显然 有 
路 线 M-:£KIi%*K,%…K;3°%M 的 长 度 
、 之 MKIK2K3M 的 长 度 宇 MNPQM 的 长 度 =X. 


当 且 仅 当 点 Ki.K,.K; 与 点 NP.Q 或 与 点 Q,P,N 重合 时 ,等 
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”号 才 成 立 . 
综合 以 上 ,路 线 MNPQM 的 长 度 最 短 . 
13'20 ”一 个 和 矩形 内 接 于 一 个 较 大 的 矩形 (每 条 边 上 一 个 顶点 ) ,如 
果 能 够 在 较 大 的 矩形 的 限制 范围 内 ,将 小 矩形 围绕 它 的 中 心 转动 (即使 
稍微 动 一 点 ) ,那么 称 这 个 小 矩形 为 未 钉 住 的 . 在 能 够 钉 住 的 内 接 于 6 
x8 的 矩形 的 全 部 小 矩形 中 , 周 长 的 最 小 值 可 表示 为 VN ,其 中 六 为 
一 正 整 数 , 求 N. 
(第 11 屈 美 国 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 首先 ,内 接 矩 形 的 中 心 一 定 与 6x8 甜 
形 的 中 心 重合 , 设 这 个 中 心 为 O. 
由 ACE= 人 ABC= /CDE = 90", 
易 得 和信 ABCW A 人 CDE， 
BC ED 
则 4B- CD * 
又 AC+CE = ~ AB’+BC’+ ~v CD+ DE’ 
=(AB+ CD)vVE*+1. 
kAB + CD=8, 
AB + kCD=6. 


2 
2(AC+ CE)= -+ /RI1=28 V2(ari -72) + 
设 小 矩形 的 对 角 线 之 半 OC = x+， 易 知 x 宇 4. 
BC=4+ Vii-9, AB=3- Vri-16. 
_BC_ Vr:-9+4 
AB 3- vi 
由 zx>4 可 得 k= 一 9+4>,77+4 


3- wz2-16 3 





k 


即 一 一 委 —— < 
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举 言 声 





1 1 1 1 1 -上 
由 于 函数 (37) =A/2( -也 ) + 于 在 Ti<7 时 为 
减 函数 , 则 

2(AC+ CE)>28 2( 2 二 + 二 = V8 


N = 448. 
13*21 求证 :外 切 于 已 知 贺 的 所 有 四 边 形 中 ,正方 形 的 周 长 最 短 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[证 ] 由 于 外 切 于 已 知 图 的 多 边 形 ， 其 面积 与 周 
长 成 正比 ,所 以 本 题 等 价 于 证 明 、 
外 切 于 已 知 圆 的 所 有 四边形 中 ,正方形 的 面积 最 


设 Q 是 已 知 圆 & 的 外 切 正方 形 ,ABCD 为 已 知 圆 
& 的 任意 外 切 四 边 形 , 但 ABCD 不 是 正方 形 . 
,LC 又 设 是 正方 形 Q 的 外 接 圆 . 
正方 形 Q 的 各 边 从 圆 上 中 截 出 四 个 相等 的 弓 
形 , 设 S 是 每 个 弓形 的 面积 , 则 
So= Se ~4S. 
| 3 直线 A4B、BC .CD 和 DA 也 从 圆 &' 中 截 出 四 个 面 
积 均 为 S 的 弓形 ,但 是 因为 ABCD 不 是 正方 形 , 必 有 
一 内 角 大 于 直角 ,所 以 至 少 有 一 顶点 落 在 圆 上 内 部 .所 以 这 四 个 弓形 
中 至 少 有 两 个 互相 重 选 ,所 以 面积 S -4S 小 于 ABCD 落 在 圆 & 内 部 
的 那 部 分 面积 ,因而 更 小 于 四 边 形 ABCD 的 面积 , 即 
Saagm > Sr -4S ， 从 而 有 Sapcp> Sa. 
即 所 有 圆 外 切 四 边 形 中 以 正方 形 的 面积 最 小 ,从 而 正方 形 的 周 
长 最 短 . 
13.22 ” 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 以 AB 为 直径 的 半圆 . BC = a ,CD 


=2a,DA = AT 在 以 AB 为 直径 的 ,不 含 C.D 的 半圆 上 变 


动 . M 到 BC .CD .DA 的 距离 分 别 为 hi 、h,、h3. 求 hh+ hh 的 最 大 
值 . 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] 设 O 为 圆心 ,O4 =1. 首 先 求 a 的 














邻 ABOC=a, LCOD= 8B, AAOD= 
Y. 
则 sin =， sin 6 =a, 
且 sn 了 -231 : 
x 
($s 
-es 全 cos sin 和 sin 人 
即 有 3 -ta i- 和 I 





2 _ 2 
即 13 a= 1 Vi- 2 


当 a€ (0,1] 时 ,上 式 左 边 是 a 的 增 函 数 ,右边 是 a 的 减 函 数 , 所 以 


等 式 仅 当 = 二 时 成 立 ,这 时 等 式 两 边 均等 于 人 

在 AD 上 取 4- ,使 DA’=1. 在 CB 的 延长 线 上 取 B ,使 CB =1， 
我 们 证 明 A 、O 、B 三 点 共 线 . 

由 于 CD=2a=1= OC= OD, 所 以 全 ODC 是 正三 角形 ,人 人 A DO 


与 AOCB' 都 是 等 腰 三 角形 , 则 COD = 二， 





3 
, 1 

且 ZA OD= 王 -村 CADO= 玫 -本 LA， 

又 COB'-= 亚 -六 LOCB= 于 -本 CCB 


/AOD+/DOC+ACOB 
+- (LA+LB) 


+- 二 (2x- 筷 -入 
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MM 言 二 


一 不 . 
即 A’、O、B' 共 线 . 

设 S1、S;、S;、Ss、S 分 别 为 AMBC、 AMCD 、 AMDA AMAT 
及 四 边 形 A'B'CD 的 面积 , 则 

Si=Th, SL hs, Ss=Lh 

并 且 hi+h>+hy=2(S1+ S,+ S3)=2(S+ S). 

过 O 作 A'B' 的 垂 线 交 不 含 C 点 的 半圆 于 E, 当 M = 时 ,Ss 最 
大 ,这 时 有 hh + 有 ,+ 有 最大. 


下 面 计算 最 大 什 2(S + Sy). 
: 15 3 
Saowc=2Sa0m = Saac = H Sop= 吨 ， 


ol 63, +vV5_ 3YV15+Sy3 
8 4 16 16 


六 0B’=,/208*+ 二 BC -O01=%， 


及 OA = vOD’:+AD’:-2AD.OD'cosA 


_ /9-3Y5 _v6(Y5-1) 
4 4 


Si= 二 (04'+ OB).OE= +D 


3 v15+SV3+ V30+V6 


maxihl+h;+h3|l=2(S+S,)= 8 
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(二 ) 面 积极 值 问 题 


1. 三 角形 中 的 面积 极 值 


13.23 ”两 条 平行 线 AB 和 CD 上 各 取 一 定点 M 和 N. 在 AB 上 截 
取 线 段 ME ,在 线段 MN 上 任 取 定 一 点 K ,连接 EK 延长 交 CD FF. 试 
确定 的 位 置 ,使 人 EKM 和 全 FKN 面积 的 和 最 小 . 

(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 设 AB、CD 间 的 距离 为 !, ME =a, 则 ， 
Za 为 定 值 . ~y 

又 设 K 到 AB 的 距离 为 x, 则 KK 到 CD 的 人 
距离 为 ! ->x. 于 是 ,人 FEKM 和 公 FKN 的 面积 /i 
和 C nN FD 


1 
S= Sa + Sapwr = Tar+ 7 NF(L- xz). 


但 -二 4 CC 一 


1x NF’ M7 
2 
故 Ss =- + 工 。 (x) a (24+ -21 | 
2 2 
=>a(2r+ )-al 
27x: 一 = 二 27? 为 定 值 


13*24 设 有 一 直角 QOP, 试 在 OP 边 上 求 一 点 A ,在 OQ 边 上 求 
一 点 B, 在 直角 内 求 一 点 C, 使 BC + CA 等 于 定 长 i， 且 使 四 边 形 
ACBO 的 面积 最 大 . 

(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
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极 
什 
问 
是 





1 十 浅 





给 高 过 


[ 解 ] (1) 因 同 底 等 周 长 的 三 角形 的 顶点 ,在 以 


8 底 边 两 端点 为 焦点 的 椭圆 上 ,而 当 两 腰 相 等 时 , 它 的 
C 高 最 大 . 故 同 底 等 周 长 的 三 角形 中 ,等 腰 三 角形 的 面 
积 最 大 . 


和 (2) 因 同 底 等 顶 角 的 三 角形 的 顶点 在 以 底 边 为 弦 
的 圆 弧 上 , 而 当 两 腰 相 等 时 , 它 的 高 最 大 , 故 同 底 等 顶 
角 的 三 角形 中 ,等 腰 三 角形 面积 最 大 . 
要 使 四 边 形 ACBO 面积 最 大 ,显然 O 点 和 C 点 必须 在 AB 连 线 的 
两 侧 , 且 公 AOB .人 ABC 为 等 腰 三 角形 . 
于 是 .4C= BC,AO= BO ,CO= CO 
和 4OCS2AHOC,， 则 人 AOB= 人 BOC=45". 


而 AC= AB= 方 ,这 样 人 AOC 又 是 底 边 为 上 . 顶 角 为 45* 的 三 角 


形 . 根 据 (2), 当 AO= CO 时 全 AOC 的 面积 最 大 . 
1 
了 全 1 


此 时 ,OA = O00- 2754027 
这 样 ,就 确定 了 A .BC 点 的 位 置 . 
, 13.25 已 知 : 人 AOB=30', 自 O 〇 沿 OA 边 
45 顺 次 取 Al、A，,、A;3、As、As 五 个 点 . 沿 OB 边 顺 
次 取 B1、B;、B;、B4、B;, 选 菜 个 A 与 B (i,} 一 
1,2,3,4,5) 连 结 ,形成 人 A;OB; ,这 样 一 一 搭配 形 
4B8;8 成 五 个 三 角形 .试问 :O4 边 上 的 点 与 OB 边 上 的 
点 如 何 一 一 搭配 ,才能 使 形成 的 五 个 三 角形 面积 
最 大 ? 并 证 明 你 的 结论 . 


0 











BI 8, Bs 


(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 OA1< O04A;,< 0A;< 044< O4: ,日 OB< 08,< 
OB3< OBs < OB;. 
当 A; 与 B; 相同 序号 一 一 搭配 时 ,所 形成 的 五 个 三 角形 面积 和 S 
最 大 : 
S= >AA4 0OB， 十 SAA,OB, 十 六 十 SAAOB, . 


下 面 证 明 上 述 结论 . 
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若 A; 与 B; 不 是 完全 同 序号 一 一 搭配 , 那 1 
么 总 可 以 找到 某 个 m(m =1,2,3,4), 对 于 i 过 
m 时 ,A 与 B; 一 一 搭配 ,而 i= m 时 ,A,, 与 B,, 
不 搭配 . 

不 妨 设 A 与 B, 搭配 ,A, 与 B。 搭配 (m < 
n,t 坟 5), 形 成 人 A,,OB, 与 人 4,OB,，. 诸 线段 长 
见 图 .因为 


1 。 1 ne 
Saa,o8, + Saao8, = 了 了 440 + gjsin30 十 PAG + p)sin30 





连 A,B,, A,B, , 则 有 


一 


1 
9AA OB + SAAOB, = apsin30 + F(a + p)(b+ gq)sin30" 


em 


比较 上 两 式 显然 有 : 

SAA,0B, + SAAOB, > SAA, OB, 十 SAAOB, . 

因而 A; 与 Bj; 不 是 完全 同 序 号 一 一 搭配 ,形成 的 五 个 三 角形 面积 
总 和 小 于 S. | 

即 A; 与 B; 同 序 号 一 一 搭配 形成 的 五 个 三 角形 面积 和 最 大 . 

注 结论 可 推广 到 一 般 角 a 和 点 数 为 n 的 情形 . 

显然 ,上 述 情 形 是 排序 不 等 式 的 特例 . 
BC 40 
CA 41 


| 一 ~ 


(2ab + ag + bp + pa). 


13.26 人 4BC 中 ,4B=9, 又 , 求 这 个 三 角形 面积 的 最 大 


值 . . 
(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 以 A 为 坐标 原点 ,以 AB 所 在 直线 为 x 
轴 ,B 在 xz 轴 正 方向 上 建立 平面 直角 坐标 系 ,并 设 
A(0,0), B(c,0), C(xzr,y). 
BC &a 


又 设 FA 二 了 于 是 有 
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要 
值 
问 
是 





i 





Ean 言 忆 


H Rp 


V(r-c) +y 
VTYy 
则 (62~a)x -2b2cr+(b? ~ a)y = — bce’, 
a2p2rc 2 


be V2 
有 Tp ty 


2 
所 以 顶点 C 的 轨迹 是 以 (过 7 :0j 加 六 


_a 
vb 














ED 





当 2=40 _41 2_ 41° xXx40° 
当 人生 = 分 ，C=9 时 ， 此 加 为 (= I ee, 
于 是 当 三 角形 的 高 为 该 圆 的 半径 ， 即 人 时 ,人 ABC 的 面积 最 
大 ,最 大 值 为 
_1 41x40_ 
5 了 x3x 9 820. 


13.27 ”给 定 面积 为 1 的 人 ABC ,两 个 人 做 以 下 游戏 ,第 一 个 人 在 
AB 边 上 选取 一 点 X, 第 二 个 人 在 BC 边 上 选取 一 点 Y, 然 后 第 一 个 人 
再 在 AC 边 上 选取 一 点 Z, 第 一 个 人 的 目的 是 得 到 最 大 面积 的 全 XYZ， 
而 第 二 个 人 的 目的 是 得 到 最 小 面积 的 三 角形 . 问 : 第 一 个 人 能 确保 的 最 
大 面积 是 多 少 ? l 
(第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 


B [ 解 ] 第 一 人 能 确保 的 最 大 面积 是 一. 






因为 第 二 个 人 能 达到 Seamz 科 本 而 不 依赖 
于 第 一 个 人 如 何 游戏 . 
4 .2 《 为 此 他 只 要 选择 Y, 使 XY/ AC( 如 图 ), 那 
么 对 于 底 边 AC 上 的 任意 点 Z, 将 有 

Saxyz_ XY.H-h _h(H-h) hh) 

Saapc AC 了 H? < 

男 一 方面 ,第 一 人 取 AB 边 、AC 边 的 中 点 作为 X、Z 之 后 ,就 能 保 


证 自己 有 Saxz = 地 ,而 不 依赖 于 第 二 个 人 的 选择 ， 
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13.28 ”如 果 一 个 等 腰 直 角 三 角形 的 三 个 顶点 在 另 一 个 等 腰 直 角 
三 角形 的 三 条 不 同 的 边 上 . 求 :这 两 个 等 腰 直 角 三 角形 面积 之 比 的 最 小 
值 . 
(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 分 两 种 情况 考虑 : 
¢ 入 


人 ”站 
(1) : (2) 


(1) 较 小 三 角形 的 直角 顶点 在 大 直角 三 角形 的 斜 边 上 . 易 知 C、 
ACT、 了 四 点 共 圆 . 
X AICI=BICI，… AIG= BiG,, 
LACCI= LBCC!=45", 
CC 
即 C1 为 AB 中 点 .有 4 之 让 
小 等 腰 直 角 三 角形 面积 与 大 等 腰 直 角 三 角形 面积 之 比 不 小 于 





工 
7 

(2) 较 小 等 腰 直 角 三 角形 直角 顶点 在 大 等 腰 直 角 三 角形 一 直角 边 
上 ,如 图 , 易 知 xz*+ y= a’. 大 等 腰 直 角 三 角形 直角 边 为 2+ + y. 

而 (2x + yA(2+R) (r+ yy)=5a7, 

则 2xz + y 坟 VY5a. 

小 等 腰 直 角 三 角形 面积 与 大 等 腰 直 角 三 角形 面积 之 比 不 少 于 

1 
si 

综合 (1) 2) 可知: 小 等 腰 直 角 三 角形 与 大 等 腰 直 角 三 角形 面积 之 
比 的 最 小 值 是 <， 

13.29 人 ABC 的 面积 为 1, D、E 分 别 是 边 AB、AC 上 的 点 ,BE 
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和 狗 计 疡 





和 CD 相交 于 P 点 ,并 且 四 边 形 BCED 的 面积 是 入 PBC 的 面积 的 两 
倍 . 求 :人 PDF 面积 的 最 大 值 . 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


、 AD AFE 
人 | 
l . 
SA 7 AD AFE :sinA 


三 XY. 





PAABC AB:AC'sinA 
于 是 SAapg= xy. 


1 
SS 四 边 形 BCED 二 1 一 XYy， Sarsc= 7 (1 xy). 
1 . 
Sappe _ 7 PD.PFE SDPE pp.pE_ Saare Saam 


I PB: PCsinZ BPC HPC Sone Sam 


_AE 4D 
AC AB 全 











1 
Sape= 7 (1 zy) OD 


BP EC AD_ 
由 梅 涅 劳 斯 定理 有 天 请 = 





即 BE xz(1~y)+(1-x) 1-xy 


_BP _BP EC _ (1-zx)(1~y) 
Xx | BE'AC' 7 ry 


全 ry 
这 样 ， 问题 4 化 为 在 条 件 @ 下 束 节 的 最 大 入 为 此 令 w= xy. 
由 0<x<1, 0<y<1 可 得 0<xzy<1. 


则 @ 式 化 为 (ltu- (rty) Situ-2 Vs. 


© 


即 (ultu-2 [i= (1 Vu). 
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1 ~ 2 和 V2(1- Vu). 
故 (1-va)(+Yvu)<v2(1- vu), 
即 (Vx -1l)(Vx-v2+hH>0， 
从 而 0<VvVx 和 v2-1, 或 0<uws3-2V2. 


由 于 二 次 函数 Ku) = 本 x(1- w) 在 开 区 间 (0,3 - 2 /5) 内 最 大 值 


为 F(3-2Vy2), 而 F3-2v2)=5v2-7. 

故 当 zz=yv=W-1( 此 时 x=xz=3-2v2) 时 ,SApng 的 面积 最 
大 ,最 大 值 为 SV2 -7. 

13.30 点 X、 Y、Z 分 别 在 AAABC 的 边 BC .CA 与 AB 上 ,并 且 
人 4BCoAXYZ ,在 X、. 2Z 处 的 角 分 别 等 于 在 A、B、C 处 的 角 . 求 : 
X、Y、Z 为 何 位 置 时 ,个 XYZ 的 面积 最 小 . 

(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 由 于 和 ZAY = 人 ZXY,， | 

所 以 人 AZY 与 人 XYZ 的 外 接 圆 的 半径 相等 ， 

同样 , 人 BXZ .全 CXY 的 外 接 圆 半径 也 都 与 AN 
和 人 XYZ 的 外 接 圆 半 径 相 等 . 

设 入 4BC 的 外 接 圆 半径 为 1, 和信 XYZ 的 外 接 8 C 
圆 半 径 为 ~. 则 > 也 是 AXY2Z 与 人 ABC 的 相似 
比 . 

连 AX, 则 8 与 7Y 是 人 AZX 与 人 AAYX 的 外 角 , 则 B+ y=2a. 

令 B=at+rx, Y=a-X. 

由 正弦 定理 及 BC=BX+ XC 得 

2sina =2r(sinB+siny)=2r[sin(a + x)+sin(a — x)) 


= 4rcosr'sina. 


he 





2 =1. = 之 一 . 
rcost= 二 1. 财 > Fc 7 


所 以 > 的 最 小 值 为 村 , 即 相似 比 的 最 小 值 为 地 ,此 时 入 XYZ 的 面 
积 最 小 ,X、Y、2Z 为 A、B、C 的 中 点 . 


13.31 边 长 分 别 为 了 5 /5 的 三 角形 纸 片 灌 垂直 于 长 度 为 了 的 
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纹 言 己 





边 的 方向 折 迭 , 问 重 迭 部 分 面积 的 最 大 值 是 多 少 ? 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 考 试 ,1989 年 ) 


[ 解 ] 不 芒 设 <= 卫 ,5= 总 设 
BC 中 点 为 D,AEF 为 高 , 沿 MN 折 迁 时 重合 部 
分 的 面积 取得 最 大 值 ， 

易 知 M 在 点 DD 和 上 之 间 . 设 扣 B 关于 
MN 的 对 称 点 为 B ,NB mAC=G. 


设 DM= xz, 于 是 CB =2zr. 在 AAABC 中 应 用 余弦 定理 有 





2.2_» 
Catt -cc_ 4 4 1 
2ab 3YS JS 
2 
3 


2 
B=45, sinC=—~—. 
sin 启 
sin CGB’ =sin( ACEB -一 B =sin( CC 一 B) 


=sinCcosB — cosCsinB 





2 1 1 1 1 
三 一 关 一 一 一 X 一 二 一 一 ， 
5 v2 v5 V2 v10 
BC= CE sinC -4 万， 
sinG 


1 ， 
Sec = CB ‘BG'sinB =4x”. 


I 2 
Sa = Sa = (+z) ， 


2\2 
_ 1/a 2 2 
SBNMOG = SANMB’ — SAGCB’ = 7 全 + 一 4 二 
7 ( a ) a? a* 
= 三 一 一 (一 一 上 + 二 所 一 . 
2 14 7 、7 
3 、 
可 见 , 当 z= 训 = 记 时 , 重 迭 部 分 的 面积 Soo 取 最 大 值 和 = 
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下 面 验证 当 z= 六 时 ,点 M 确 在 点 六 和 巨 之 间 . 这 时 


AE= AB':!sinB= V2'sin45°=1. 
3 1 3 
DE= BE BD=!1 4 >38: 


所 以 点 MM 在 DD 与 EE 之 间 . 
” 故 知 当 DM= 六 时 ， 重 选 部 分 的 面积 取得 最 大 值 >， 


13.32 点 E 在 二 四 边 形 ABCD 的 内 部 ， EAB. A FBC. 
人 ECD 的 边 长 都 是 整数 , 且 周 长 和 面积 在 数值 上 相等 ， 但 它们 的 面积 
互 不 相同 , 问 全 EDA 的 面积 的 最 大 值 是 多 少 ? 





(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 第 
[ 解 ] 设 和 ABE、 人 BEC、 人 ECD 的 其 中 一 个 ， 了 
的 边 长 为 正 整数 。、 bc.s= = [ 和 
由 于 三 角形 的 面积 和 周 长 相 等 , 则 有 
Vs(s—-a)(s—b)(s—-c)=2s, OQ) 
BB (s~a)(s—6b)(s—c)=4;s, 人 4 3 
且 (2; -2a)(2s—26)(2s— 2c)=32;, 人 二) 


(3 的 左边 的 三 个 因 式 的 奇偶 性 相同 ,而 右边 为 偶数 ,所 以 左边 三 
因 式 均 为 偶数 ,从 而 * 为 整数 , 令 正 整数 


X=s—-a, y=s—0b, z=s—c. 出 
则 由 @ 式 得 ”xyz = 4(X+ y+ 2). 个) 
不 妨 设 + 宇 y 宇 z， 于 是 由 器 有 4r<7Xrwl127. 

从 而 4<wx12 © 


由 @@ 式 及 @@ 式 可 得 到 x 、y、z 的 各 种 可 能 的 组 合 有 下 表 的 5 种: 
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由 织 得 a=yt+z,0=z+r,c=r+y. 9) 
所 以 中 的 解 为 


台 计 电 





由 于 AEAB .和 人 EBC.AECD 的 面积 互 不 相同 ,所 以 表 中 的 每 组 解 
至 多 出 现 一 次 . 

又 由 于 在 人 EAB ,个 EBC、 全 ECD 中 ,EB 和 EC 都 是 两 个 三 角形 
的 公共 边 ,而 上 表 中 只 有 6 和 10 出 现 两 次 ,它们 分 布 在 表 中 的 第 二 、 
三 .五 组 ,因此 只 有 6 和 和 10 可 以 作为 公共 边 ,并 且 全 BEC 的 三 边 应 为 
6.8.10, BC=8. z 

不 妨 设 EB=6，EC=10， 此 时 有 两 种 配置 方法 : 

第 一 种 : AB=29,，AE=25, DE=9, EC=10, CD=17, 

第 二 种 : AB=29,，AE=25, DE=17, EC=10, CD=9. 

对 第 一 种 ,由 余弦 定理 有 


2 4 PF2 -AP2 2 .4 K2 292 
Ap = ME +tBE -AB’_259+6729_ 3 


2xAExXBE 2x25x6 5 
BE 6 3 - 
因此 五 在 4AC 上 ， 
同 法 又 可 求 出 cs 一 DEC = -二 ,因而 E 又 在 BD 上 ,此 时 是 
AC 与 BD 的 交点 . 
A Sop = AE: EDsinZ AED 
| 1 3 \ 
29 17 =— X25xX9x - (三 
NR 7 25X9 1 5 
Ba C = 90. 
对 第 二 种 ;同样 有 
z cosZAEB= -cosZ BEC= -总 ， 
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即 在 AC 上 . 
102+172 -9% 77 





Sagm =*AE:EDsinZ AED A、 
2 
-1 x25x17x /1 本 > 
_ 1 sx171x 3 Ed 9 
2 835 
= 90. 


即 “ 在 这 两 种 情况 下 ,入 EDA 都 有 相同 的 面积 . 

13.33 在 AAABC 中 ,已 知 6(e+8+c) 王 = abc(r 为 内 切 圆 的 半 
径 ) ,考虑 内 切 贺 上 的 点 M, M 在 BC、AC、AB 上 的 射影 分 别 为 D.、EE、 
F. 用 S、Si 分 别 表示 入 ABC 与 ADEF 的 面积 . 求 : 商 忌 的 最 大 值 与 最 


小 值 . 


i 


极 
值 
问 
题 


(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 面积 公式 rta+pb+c)-S 及 abc =4RS. 其 中 SS 


为 全 ABC 的 外 接 圆 半径 ,可 得 
6xX2S.r=4RS, 则 R=3r. 
设 O、I 分 别 为 人 ABC 的 外 心 与 内 心 ,由 欧 拉 公式 得 





IO*= R(R—2r). 
”从 而 有 IO=y3r>r. 
因此 外 心 在 外 切 圆 的 外 面 
设 K、L 为 直线 IO 与 内 切 圆 的 两 个 交点 ,K 在 1.O 之 间 , 则 
OK<OM<OL<R. 
2 
由 关于 地 尼 三 角形 的 面积 公式 这 = 全 一 人 


2_ nr2 2 _ 2 
R’“— OL oleR OK 
4R? S 4R? 
由 OL=VY3r+r，OK=Y3r-r+，R=3r， 所 以 
5-2Y3 S15+2Y3 
26 S 36 
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放 这 的 最 大 信 为 a 的 最 小 值 为 5 二 2 .3 2 


1 、 13， 34 平生 为 ， 底 4B = /下 的 引 形 ABC 
-一 一 信人 中 ,ec 为 劣 绝 今 上 一 点 , 且 CD | AB 于 万 . 试 求 : 
4 ? 8 使 Sascn 最 大 的 点 C, 生 求 Sa 的 最 大 值 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 过 A 的 直径 为 AE, 连 .AE.、 BE、 
CE， 则 人 BAE=45". 
又 设 人 人 CAB=8, 则 AC =2rcos(45" + 0). 
Sorcn= 广 "2roos(45"+ 0) 
“2recos(45° + 0)costsing 
一 4 + 0)sin20 





14 coe2(45 + 0) lsin’0 


| 


Sl ol ol 


(1 ~ sin20)sin20 


2 
sin29 ] | 


I 
上 | 一 
| 

| 

fb | 一 


2 
“， 当 -sin20=0 即 90=15* 时 ，S 最 大 , 且 Snax= 
13.35 给 定 半径 为 r 的 圆 上 定点 P 的 切线 / ,由 此 圆 上 动 点 尽 引 


PQ 垂直 于 / , 交 直 线 1 于 Q , 试 确定 面积 最 大 的 和 POQR . 
(第 13 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 


[ 解 】 过 R 作 RS/ PQ 交 贺 O 于 S. 连 PO 并 延长 交 RS 于 M， 
则 PM | RS, RM= MS, RM = PQ. 


连 PS， 则 Sapag = 7 "PQ. QR, 


jp 


Saprs™ “RS: PM, 


SAPOQR 一 了 SAPRS. 
于 是 , 当 且 仅 当 入 PRS 的 面积 最 大 时 ,人 PQR 
的 面积 最 大 . 
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由 于 会 PRS 是 圆 内 接 三 角形 ,所 以 当 它 为 等 边 三 角形 时 ,面积 最 
3 ， 
4 r. 


大 ,面积 的 最 大 值 为 


APOR 的 最 大 面积 为 2 2 


于 是 , 当 人 PRS= 广 , 即 人 PRS=- 时 ,人 PQR 的 面积 最 大 ,面积 


的 最 大 什 为 3 


13.36 直径 4B 把 贺 分 成 两 个 半圆 ,在 其 中 的 一 个 半圆 上 选取 7 
个 点 Pi,P;,… ,PP, ,使 点 Pl 落 在 点 A 与 P, 之 间 , 点 P, 落 在 点 Pi 与 


<. 


P; 之 间 ,…, 点 P, 落 在 点 PP, .1 与 B 之 间 . 在 另 一 个 半圆 上 怎样 选取 点 l 
C, 使 人 CP1Ps、 合 CP;Ps、 全 CP3P4、…、 全 CP -1P, 的 面积 之 和 最 大 ? 最 三 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 人 
[ 解 ] 由 于 是 
一 
2 Sacppo,, 各 SP Pp, T 5ACPIP,， 





以 及 Spp,.…。 为 定 值 , 则 当 且 仅 当 SAcp 


的 面积 最 大 时 , >) Sacpp ，， 最 大， 


由 于 圆 上 与 芒 PiP, 距离 最 大 的 点 位 于 玉 
PiP, 的 垂直 平分 线 上 ,因此 作 PPy 的 垂直 平分 线 交 另 一 个 半 加 于 C， 





则 此 时 Sacp P 最 大 , 即 》) Sap ， 最 大 . 
i=1 


2. 多 边 形 中 的 面积 极 值 


13"37 直角 公 ABC 中 有 内 接 和 矩形 DEFG , 且 也 .上 在 斜 边 AB 上， 
F、G 分别 在 BC 和 AC 上 . 若 AC=p,BC=a, 问 矩形 的 长 和 宽 分 别 是 
多 少时 , Spsre 有 最 大 值 ,并 求 出 这 个 最 大 值 . 

(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 初中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 设 和 矩形 的 长 和 宽 分 别 为 xm , 斜 边 为 c, 斜 边 上 的 高 
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为 HC=A,4AG=x, 则 由 面积 公式 ,可 得 ”hc = ab， 








OD 
人 由 个 AGDc 人 ACH,， 可 得 = 
类 _ 
由 人 CFGOACBA， 可 得 et 
3 
hx cl(b—x) ch ,,cdh a, 
一 p2 p™ 全 人 
b _ -a _ab 
2a So 4 
b b 
此 时 加 = 名 = 一 车 -区 Ye bb 
o 2 Va:+pb? 2(a*+ 6b’) : 
cb-r) va’+b 
RR, 
6 2 
/+ 6b? ab Vail+ob: 
即 矩 形 的 长 为 5, 宽 为 372 时 Siapnero 有 最 大 值 ， 
a 


最 大 值 是 
13.38 ”从 一 个 已 知 三 角形 剪 出 一 个 面积 最 大 的 矩形 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 首先 考虑 和 矩形 的 所 有 顶点 都 在 三 角形 的 边界 上 的 情形 . 
设 和 矩形 MNPQ 的 四 个 顶点 在 和 ABC 的 边 上 ,是 设 M 、N 在 边 AB 
上 ,已 在 边 BC 上 ,Q 在 边 AC 上 . 
”又 设 矩 形 的 长 MN = y, 宽 NP= xz, 面 积 为 S, 全 ABC 的 4B = C， 
AB 边 上 的 高 CD 为 疡 ,面积 为 工 . 
C 由 和 全 CPQc 和 CBA 及 相似 三 角形 对 应 高 的 比 


, A 等 于 相似 比 可 得 
/| DB 


A MM DN 了 
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即 “= 之 ,或 ch= ht+er, 

C 
由 平均 不 等 式 得 ”Wh + cr 之 2v chzy =2v chS. 
从 而 有 ”ch 宇 2VchS. 即 SS m= T. 


当 且 仅 当 坊 = r= 六 人 , 即 y= 地 时 ,和 矩形 有 最 大 面积 ,其 最 大 


值 为 已 知 三 角形 面积 的 ,此 时 矩形 的 两 个 顶点 恰 为 三 角形 的 两 边 的 


中 点 . 
DA 点 不 全 在 三 角形 的 边界 上 的 情形 . 


这 时 我 们 证 明 S< T. 


(车 矩形 的 两 条 对 边 平行 于 二 角形 的 一 条 
边 . AN 
设 和 矩形 MNPQ 的 边 MNAPQAAB, 且 MN 和 一 | 
和 AB 位 于 PQ 的 同一 侧 . 2 < 
设 直线 MN 与 4AC 交 于 万 ,与 BC 交 于 E. B 
因为 射线 DQ 与 线段 EC 有 公共 点 ,射线 EP 与 线段 DC 有 公共 
点 .所 以 这 两 条 射线 交 于 全 DEC 内 的 点 下 ， 
于 是 矩形 MNPQ 的 顶点 在 人 DEF 的 边 上 ,由 上 面 的 证 明 可 知 
$< Saper, 
Saper<Sanc=T, + S<3T. 
(2) 若 矩形 的 任何 一 边 都 不 与 三 角形 的 边 平行 . 
我 们 过 全 ABC 的 顶点 A、B、C 作 直 线 与 
和 矩形 的 边 MN 平行 .由 假设 这 些 直 线 中 任 两 条 
都 不 重合 ,因此 必 有 一 条 介 于 另 两 条 之 间 , 设 过 
顶点 A 所 作 的 平行 线 介 于 另 两 条 平行 线 之 间 . , 
并 设 这 条 平行 线 交 BC 于 DD, 则 人 ABC 被 AD 
分 为 两 个 三 角形 人 ABD 和 人 ACD. 
如 果 和 矩形 MNPQ 落 在 这 两 个 三 角形 之 一 的 内 部 ,例如 落 在 
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es 阁 忆 


全 ADB 的 内 部 , 则 由 上 面 的 证 明 有 


1 I 
去 一 < 一 于 . 
PSI >eao 7 


如 果 AD AMNPQ 分 划 为 面积 为 S; 和 S; 的 两 个 矩形 , 则 有 
I 
5 云 二 > SaagD;， 9) 所 一 7 SAADC: 


但 是 上 面 的 不 等 式 中 至 少 有 一 个 等 号 不 成 立 ,这 是 因为 M .N .了 、 
Q 不 可 能 都 在 和 ABC 的 边 上 . 

故 S= Si+ $1< 广 Soa = T 

由 以 上 可 知 :从 一 个 三 角形 剪 成 的 矩形 ,其 面积 不 超过 原 三 角形 面 
积 的 一 半 . 当 生 仅 当 和 矩形 的 两 个 顶点 重合 于 三 角形 两 边 的 中 点 ,而 另 两 
顶点 在 三 角形 的 第 三 边 上 . 

因此 ,从 锐角 三 角形 有 三 种 方法 前 出 最 大 算 形 ,从 直角 三 角形 中 只 
有 两 种 前 法 ,从 钝 角 三 角形 中 只 有 一 种 前 法 . 

注 ”本题 系 上 一 命题 的 推广 或 一 般 情 形 . 

1339 《表示 所 有 内 接 于 三 角形 了 的 长 方形 的 对 角 线 中 最 小 的 


长 ,对 所 有 的 三 角形 了 ， ,确定 二 总 十 页 的 最 大 什 


(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
z [ 解 ] 设 内 接 和 矩形 EFGH 的 边 EF 在 BC 上 ， 
x EPF=u,FG= v,AH=7x,AB=c,AC= 6b,BC= 
H C . 
a， 则 wx 一 ， v= 
3 EDF tC 设 一 边 在 BC 上 的 内 接 和 矩形 的 对 角 线 为 2 , 同 
理 设 1,、1., 则 
_ far 2. fTAh(c 一 工 ) 2 
| 
2 2 2 
-et 
C C 


2 Ra 47? 
= ， 其 中 本 为 全 
ph dT 其 中 全 为 人 ABC 





其 最 小 值 为 minZ72 
的 面积 . 
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2 

同 理 有 minli = 7 
注意 到 , 当 a 之 5 时 ,有 a6 宇 2T, 且 

(a? +4T?a *)- (p+4T*b “) 
=(a -Bb)(1-4T?a “6b *)>0. 
所 以 ! 是 在 矩形 的 边 EF 在 三 角形 的 最 大 边 上 时 达到 最 小 值 . 
不 失 一 般 性 ,假定 a 边 最 大 , 且 一 6 或 二 C 有 一 角 不 大 于 60", 设 

B60°. 


则 ha csinB p< 
a a 2 
2T 3 2 
az 2 V3 
由 于 x+ 工 在 z>1 时 是 增 函 数 ,所 以 要 
问 
4T 43 _7V3 


a +4T’a “之 一 +47T*， 
好 


472 12 7- 4 V3 


= = 二 全. 
! 7 7V3 7 
3 
从 而 和 < 和 即 二 入 的 最 大 值 为 4 4 


13 .40 一 不 西 四 边 形 的 面积 为 S 在 它 的 内 部 作 平行 四 边 形 使 
其 各 边 平行 于 凸 四 边 形 的 对 角 线 , 且 顶 点 在 凸 四 边 形 的 各 边 上 , 求 此 平 
行 四 边 形 的 面积 的 最 大 值 . 

(第 11 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 设 对 角 线 AC、BD 相交 于 O， 
BOC = a. 

由 EF// AC/ HG, EH/ BD/ FG, 
可 得 ”人 EFG= /BOC=a. 

又 设 AE=x'AB, 0<x<l. 

则 BE=(1-~x)AB， 

由 公 AEHODA 人 ABD 得 EH= x:BD. 
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tl 十 小 





号 守 二 





同 理 可 得 ”EF=(1- x)AC. 
OFFCH = EF* EH sina 
=7x(1- x)AC':BD':sina. 


又 Sapm = AC* BD'sina=S, 得 zx>0, 1— zr>0, 


i . : +1~-x\? 
- Se 2 = 


5 5775. 


当 且 仅 当 z=1->x, 即 工 = 一 >， 也 就 是 平行 四 边 形 的 各 项 点 为 是 


四 边 形 的 各 边 中 点 时 ,面积 最 大 ， RA 


13-41 设 有 一 边 长 为 1 的 正方 形 , 试 在 这 个 正方 形 的 内 接 正三 角 
形 中 找 出 一 个 面积 最 大 的 和 一 个 面积 最 小 的 ,并 求 出 这 两 个 面积 ( 须 证 


明 你 的 论断 ). 


(中 国 高 中 数学 联赛 1978 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,假设 入 FGE 为 正方 形 ABCD 的 任 
一 内 接 正 三 角形 ,由 于 正三 角形 的 三 个 顶点 至 少 必 落 
在 正方 形 的 三 边 上 ,所 以 不 妨 设 其 中 的 下.G 是 在 正 
方形 的 一 组 对 边 上 . 

作 人 EFG 边 FG 上 的 高 EK, 则 上 、K、G.、D 四 点 
共 圆 , 连 KD, 则 有 和 KDE = 人 KGE = 60". 

同 理 有 A 人 KAE= 人 KFE =60.. 

全 KDA 为 正三 角形 ,而 天 是 它 的 一 个 顶点 , 故 知 内 接 正 

全 EFG 的 边 FG 中 点 必 是 不 动 点 K. 

而 正三 角形 的 面积 由 边 长 决定 : 

/3 


当 KF// BC 时 , 边 长 最 小 ,面积 S= 字 也 最 小 ; 当 KF 通过 昌 点 
( 即 下 与 B 重合) 时, 边 长 最 大 ,此 时 
边 长 = 一 =2V 2 一 Y3， 面 积 $=2 V3 3 也 最 大 . 


13.42 ”如 图 ,和 矩形 ABCD 中 , AD、AB 长 分 别 为 a、5, 截 去 一 个 
全 CEF ,CF、CE 长 分 别 为 ai、b1, 在 余下 部 分 内 再 作 一 矩形 AB'C'D”， 
要 求 一 个 顶点 仍 为 A, AB 、AD' 分 别 在 A4B、AD 上 ,有 旦 C “在 线段 EF 上 
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(不 包括 端点 五 下 ). 问 C 在 什么 位 置 能 使 所 得 新 的 ， 
矩形 4ABCD 面积 最 大 ,并 求 出 C 在 线段 EF 内 的 2 


条 件 . SS | 
(中 国 中 学 生 数 理化 接力 赛 ,1986 年 ) 2 


[ 解 ] 延长 EF 分 别 与 4B .4D 延长 线 交 于 GG、 
_H. 

人 AGHOAB'GC’, 

4H_ BC 

AG BG， 
令 CD =x， 且 设 AH=m,AG = 





n， 则 BC'=~(n-z). 
2 2 
Spagcp = 于 (an zz= 王 | -(z- 夺 ) + 二 | 
7 7 


当 z= 时 ， SmaBcp 有 最 大 值 .而 nl 的 值 可 由 a、b\al.bi 


给 出 . 
CF BF 
“人 CEFWA “， 一 = 一 . 
CEF BGF, CE -BG 


, o 
解 得 2 一 + 一 (ae 一 ai) 
a1 


即 当 CTD’ 的 长 为 上 + La ~ aj) 时 , 即 可 用 平移 找到 C 点 的 位 
1 


置 ， 
而 C' 在 线段 EF 内 的 条 件 ,必须 满足 
ob 

bb T ta (a)<b 
p pl 国 
+ (a-al)<b, 

i 2 2 a1) OD 
pb 
2 +30. (0 70)>6-o ® 
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b 
由 QD 得 + 一 (ac -al)<26， 
ul 


几 好 bia-ab<ab, 
; 两 边 除 以 a1651, 得 < 
由 @ 间 样 可 得 -< 和 -人 
C 在 线段 EF 上 (端点 五 下 除外 ) 必 须 满足 的 条 件 为 
-1<2 -<1 


13-43 ”在 梯形 ABCD 的 下 底 AB 上 有 二 定点 M 和 N, 上 底 CD 
上 上 有 一 个 动 点 PP. DNN AP= E,DNNM MC= F,MC(N PB= 6G,DP= 
ADC. 问 当 2 为何 值 时 . 四边形 PEFG 的 面积 最 大 ? 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考 试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 DC =1 ,于 是 DP=X,PC 


Du La 


~、 、 =1-4. 设 AM=aMN=0,NB=c, 梯 形 
/2 的 高 为 h. 
, /LN -下 过 点 C 作 PB 的 平行 线 交 AB 的 延长 线 
于 点 Q( 如 图 ), 于 是 四 边 形 PBQC 为 平行 四 
边 形 .所 以 BQ = PC=1-X4. 


sea (MB) (b+e) 
MQ (b+c+1—aA)* 





SAMCQ 


Soca = he(6tetl-2) 


S h'(btce) 

MB b+etl—A). 
h(a+b)’ 
同 理 DAAEN™ 70 + prA) 


显然 ,SasapB 和 SAFyny 都 是 定 值 ,从 而 由 

SpEFG = SAApB ~ (SAMGB + SAAEN) + SAFMY 
知 , 当 SamcB t+ SaaEN 取 最 小 值 时 , Spprx; 取 得 最 大 值 .由 直入 有 
”| (b+o)” (atb) ] 


2 Mpitct+1-—A at+pbptAy 





SAMGB + SAAFEN = 
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由 柯 西 不 等 式 有 
| (b+ce) , (a+b) 


+c+1—A)+(a+b+A 
bt+cti+l—A (6 }+ (a )] 








>((b+ce)+(a+6b) P=(a+2b+c), (4) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 

(@ 十 已) _ (b+ce) 

(at+b+A) re 
即 “ 当 上 且 仅 当 = 一 2 二 2 时 成 立 . 


C 二 285+c = 直人 
h (at+2b+c) 


从 而 由 信和 阳 得 PAMGB + SDAAEN 之 3" py 





第 

且 当 且 仅 当 和 = ART 人 二 时 等 号 成 立 ， 即 取得 最 小 值 . + 

此 时 Spem; 取 到 最 大 值 . 入 
13.44 ” 设 等 厢 梯 形 的 最 大 边 长 为 13, 周 长 为 28.(1) 设 梯形 的 面 站 


积 为 27, 求 它 的 边 长 .(2) 这 种 梯形 的 面积 能 否 等 于 27.001? 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 】 设 AD 是 较 大 的 底 边 , BH 是 已 知 等 ， 
腰 梯 形 ABCD 的 高 . /i ~ 人 
如 果 AB= CD=13, 则 
4D+BC=28-2x13=2. 
AD+ BC 








又 ”Saacp= “BH= BH<13<27. 与 已 知 了 矛盾 ， 


最 大 边 长 13 不 是 腰 的 长 ,因此 AD=13. 
设 AB=x, 则 BC=28-13-2x=15-2x， 


且 AH= 
及 BH= vAB:-AH*= Vx-(r-1)= V2r-1l. 
由 平均 值 不 等 式 得 


Sapcp = (28— A Vr! = VvV(2r-1)(14- x) 
二 re, 
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当 上 且 仅 当 2x -1=14 一 x, 即 z=5 时 ,等 腰 梯 形 ABCD 的 最 大 面 
积 为 27. 亦 即 梯形 面积 为 27 时, AD=13,AB= BC= CD=5. 

由 于 27 是 梯形 面积 的 最 大 值 . 所 以 面积 为 27.001 的 符合 题 设 条 
件 的 等 腰 梯 形 不 存在 . 

13.45 五 是 某 定 圆 直 径 AC 上 的 定点 ,过 上 引 弦 BD, 使 四 边 形 
ABCD 的 面积 为 最 大 . 

(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 O 为 圆心 , 尺 为 半径 .OE = a, 易 知 

SAoD’: SAam = a:2R, 


SAoED: SAapc = a:2R, 





Q 
SAoOBD = 7 RABD: 


因而 ,问题 可 归结 为 求 








max{ Saopp | = max Rising 
其 中 p= BOD. 
角 9 越 小 , 则 弦 BD 也 越 小 , 而 相应 地 这 个 弦 的 弱 心 距 就 越 大 . 
在 Rt 和 OBE 中 ，OH 委 OFR = a， 
所 以 ,最 小 值 p= po 对 应 的 O 与 OE 重合 , 亦 邑 ”BD | AC. 这 

Pa 

时 ， 7 = R 

于 是 ”只 需求 po 委 p<x 时 ， 函 数 sing 的 最 大 值 . 


1) 如 果 9o< 了 ,那么 maxlsing| 在 P= 广 时 达到 ,此 时 ， 


9 


a_ po x_\2 R 

bh TF 7 

而 所 求 的 含 于 90* 弧 的 弦 BD 与 图 心 相距 坟 即 与 以 O 为 圆心 、 
六 为 半径 的 圆 相 切 . 
万 


2) 如 果 go> 子 ,这 时 a< 志 ,那么 maxising| 在 p= 各 时 达到 ,所 
求 的 纺 BD 应 与 直径 AC 相 王 直 
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13.46 ” 设 两 个 同心 圆 的 半径 分 别 为 > 和 RR ,一 个 矩形 有 两 个 相 邻 
的 顶点 在 其 中 的 一 个 圆 上 ,其 他 的 两 个 顶点 在 另 一 个 圆 上 , 求 : 当 该 矩 


形 面 积 最 大 时 , 边 的 长 度 . 
(瑞典 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 


[ 解 】 不 妨 设 rr 三 R. 且 
设 ABCD 为 所 求 的 矩形 . 


1 
5^EOC 二 本 >4BCD， 





1 z _1 
又 Sapoc= ~ Rrsin/ BOC<— Rr. 


2 2 
.和 矩形 ABCD 的 面积 不 大 于 2Rr. 
当 COJLOB 时 ,矩形 ABCD 有 最 大 面积 2Rr .这 时 矩形 的 边 长 为 1 
/RT _ 2Rr __ z 遇 三 
'” YY Rr : 和 
13.47 一 个 凸 五 边 形 P, 其 顶点 A、.B、C、D、E 按 顺 序 标记 , 它 内 由 


接 于 半径 为 1 的 圆 . 求 : 以 AC 冬 直 于 BD 为 条 件 的 PP 的 面积 的 最 大 值 . 
(第 45 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 五 边 形 ABCDE 的 外 接 贺 圆心 为 O, 连 
OA、0B. 设 AOB=0. 
AC J BD, 则 (AB+ 人 CD) 的 度数 =x. 
COD=x-0. 
又 设 人 DOE=a, EOA= Bp， 
BOC=r-a-p8. 则 PP 的 面积 为 


Sp= SAA0B + SABpoC + Sacop + Sapor + SAEOA 








1 . 1 . 1 1 1 
= 二 sing 十 一。 a- 8B)+—sin(x— 一 Si 一 5 
7 sing 2 sin(x—a~B) 7 sin(x ~ 0)+ 7 Sina 十 2 sing. 


sin + 7 [sina + sing+ sin(x ~ a ~ B)] 
由 于 当 9= 一 时 ,sin6 的 最 大 值 为 1 
又 由 于 w+p+(r-a-p8)=r， 则 有 
sina + sinp + sin(x ~ a-pB)_, at+B+(r-a-pB)_y3 
si 3 ”一 7 。 


3 
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” 从而， 当 且 仅 当 c=B=r-a-p=3 时 ， 


sina + sinB + sin(x 一 a 一 BB) 的 值 最 大 ， 最 大 值 为 -全 3 


凑 训 已 


于 是 “ 当 ~AOB = “COPD = 本 ， /BOC = /DOE = /E04 = 


于 时 ,五 边 形 的 面积 最 大 ， wt 

13.48 求证 ;在 一 个 正 n 边 形 的 所 有 内 接 正 ” 边 形 中 ,””>3, 当 
内 接 正 n 边 形 的 各 顶点 与 原 n 边 形 各 边 中 点 重合 时 ,面积 最 小 . 

(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] 设 面积 为 S8 的 正 2 边 形 BiB>…B， 
内 接 于 面积 为 SA 的 正 2” 边 形 4AA…A， 

则 当 这 两 个 正 x 边 形 不 重合 时 ,每 一 边 
Ajh;+1 上 恰好 有 一 顶点 B;, 其 中 i=1,2,…,n 
且 A,+1=Ai. 

首先 证 明 ; A1Bl= A,B,=…= A,B,. 

”事实 上 ,由 于 
LB1A2B2= LBA3By= LBiB2B3= 180. 了 二 
LAsBiB, =180°— /BiA,B; -A,B2B: 
=180°— LBiB,B3- /AsBB1 = /AsB,B;. 
又 BiB,= B,B;. 

人 BIA2B, 忆 人 BA3B3. 有 A,B;= AsB;. 
同 理 可 证 Ai1B! = AB,=…= A,B,. 
显然 有 Sp = Sa Sap AaB SAB,AB 一 一 9ABAIB 


1 2 2 1 1! 





= SA nS 
A 人 BA,B,: 


于 是 ， 当 公 Bi1A,B， 的 面积 达到 最 大 时 ， SB 取得 最 小 值 . 
设 和 4， Ai1B;=x， 则 

DAB A,B, 二 2 1p 1.4>， A,B,sin BA,B, 

(a — rx)rsin BA,B, 
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1 1] . 
二 一 [二 - (=- 二 ) |sinZ BiA2B; 


当 且 仅 当 z= 了 了， 即 内 接 正 n 边 形 各 顶点 与 原 ” 边 形 各 边 中 点 重 
合 时 ， DAB A,B, 最 天 从 而 Sp 最 小 . 


(三 ) 极 值 杂 例 


13.49 设 P 为 人 ABC 内 一 DD CA, AB 
CA AB 


三 边 所 引 垂 线 的 垂 足 , 求 使 得 表达 式 5 + 5 + Ss 取 最 大 值 的 所 有 
点 P. 
(第 22 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 了 
[ 解 ] 设 入 4BC 的 周 长 为 ,面积 为 S, 骨 ， 人 
S= SAappc + SAapca + Sapas = (PD: BC 是 


2 2 
+ PE: CA + PF.: AB) AN 





由 柯 西 不 等 式 得 3 C 
BC CA AB 
(过 + 党 + tc PD+ CA:PE+ AB: 
PF) 
宕 (BC + CA+ AB):= 12. (D 
2 
于 是 有 ”+ 2 + 全 > 交 @® 


PD PE PF 25S 
2 
由 于 关 是 定 值 , 故 若 @ 式 中 等 式 成 立 , 即 ( 式 中 等 号 成 立 ， 


BC CA AB 
BC CA ,AB 
PD PE PF 
就 取得 最 小 值 . 
又 中 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
BC CA AB 
PD PpE PF 











BC:PD CA:PE AB.PF 
即 PD= PE= PF. 
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此 时 忆 为 会 ABC 的 内 心 ,因此 所 求 的 取 最 小 值 的 点 只 有 一 点 , 即 


人 ABC 的 内 心 局 . 

13.50 求 出 并 证 明 : 锐 角 三 角形 ABG 内 的 点 也, 使 得 对 于 这 个 三 ， 
角形 ,BL? + CM + AN° 最 小 .其 中 L、M.、N 分 别 是 P 到 BC、CA、AB 
的 垂 足 . 


(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 BC=a,AC=6,AB=c,BL= 
rr,CM=y,AN=- z. 
由 勾 股 定理 得 
PC~PB=(n -7r) -rx , 
PA’*~ PC=(b-y)}—y, 
PB*: ~ PA?=(c— 2z)’— 2’, 





将 以 上 三 式 相 加 得 E 
(a~ zx) +(bp-y) +t+(c-2) = r+ y+ 2. OD 


车 PP 是 个 ABC 各 边 垂直 平分 线 的 交点 , 则 


2 pb 2 c 2 
人 人 
2 2 2 


= (a +6 te) 
令 x7， 设 z= 六 -el(et>0)， 则 有 
2 2 2 
rt(a-z)= (2-e) + (Era) = +2e?, 


六 
间 理 可 得 y (一 2 六 = 十 262， 
1 
2? + (ctx) = +2e9. 
将 以 上 三 式 相 加 并 由 可 得 
222 + +t) = t+) +2(ef+ e+e), 
即 ZX + y+ = a+bte)+ (ef+ e+ ed) 


> (t+) 
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当日 仅 当 ef + 6 十 8 一 0, 即 el=sz=es3=0 时 ， 上 面 不 等 式 的 等 
号 成 立 . 

此 时 尸 为 各 边 垂 直 平 分 线 的 交点 , 即 PP 为 AaBC 的 外 心 时 ， 

zi:+ y+z= BL+ CM +AN? 
达到 最 小 值 二 (a2+ 6?+ c2) 

13.51 给 定 一 圆 及 圆 上 两 点 A、B, 求 加 上 一 点 C, 使 得 AC2 + 
BC? 达到 最 大 值 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 】 由 余弦 定理 知 ; 

2 2 2 
AC? + BC2= AB? + 2AC. BC.cosC pad 

7 AB*BC-sinC jatgC 

= AB’+4S.ctgC, 
这 里 S 是 入 ABC 的 面积 . 

作 AB 的 垂直 平分 线 , 即 @O 的 直径 CD ,如 图 ， 
则 显 见 图 中 C 点 即 合 所 求 . 

这 是 因为 此 时 S 达到 最 大 , 且 ACB<90",ctgC 非 负 . 

1352 ”在 给 定 的 圆 中 ,怎样 的 圆 内 接 多 边 形 其 边 的 平方 和 最 大 ? 

《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1934 年 ) 

[ 解 ] (1) 注 意 到 在 钝 角 三 角形 中 , 钝 角 所 对 的 边 的 平方 大 于 其 他 
两 边 的 平方 和 ,所 以 ,如 果 在 圆 内 接 多 边 形 中 ,有 一 个 角 是 钝 角 ,那么 当 
去 掉 这 个 钝 角 之 后 得 到 一 个 顶点 数 少 一 的 多 边 形 , 它 的 边 的 平方 和 将 
痢 大 ， 因此 ,我 们 可 以 在 所 研究 的 圆 内 接 多 边 形 中 ,去 掉 所 有 印 角 的 顶 
点 ,而 使 边 数 减少 , 边 的 平方 和 变 大 . 

因为 n 边 形 的 内 角 和 满足 

(n—2):180°=[n+(n -4)]:90°. 

所 以 在 任何 一 个 五 边 形 和 非 矩 形 的 四 边 形 中 ,都 至 少 有 一 个 钝 角 . 
因此 , 边 长 平方 和 最 大 的 圆 内 接 多 边 形 应 从 圆 内 接 和 矩形 和 圆 内 接 三 角 
形 中 寻找 . 

(2) 设 给 定 圆 的 半径 为 x, 则 圆 内 接 和 矩形 的 各 边 平方 和 为 87r2. 

(3) 设 全 ABC 内 接 于 半径 为 > 的 圆 ,三 边 的 平方 和 为 工 , 则 
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= 4AB2+4{ 








忌 膏 忆 





T=4r2(sin2A+sin2 有 +sn2C). 
下 面 考察 sn2A+sn2B+sinecC 的 最 大 值 . 
sin A +sinB+sinC 
2 2 
=2—cosA—cos(B+C)cos(B-C) 
=2- cs A+cosAcos(B-C) 
2 
-2-| usa ~ 广 os(B-C) | + 二 ee(B-C) 
1 
当 目 仅 当 ie 7 cos(B C) ,时 ， 
cos(B-C)=1 
sm A+sinB+sinC 的 最 大 值 是 二 . 
9 
4 


此 时 B=C, A=60', 即 4A=B=C=60，T=4 盖 ， 
9r*. z z 

所 以 ,在 圆 内 接 三 角形 中 ,正三 角形 的 平方 和 最 大 ,最 大 值 为 9r?. 

由 于 圆 内 接手 形 的 多 边 平 方 和 8r2<9r2 ,因此 在 所 有 内 接 于 给 定 
的 口内 较 多 边 形 中 ,正三 角形 的 各 边 的 平方 和 最 大 . 

13-53 已 知 : 边 长 为 4 的 正 全 ABC.D、E、F 分别 是 BC、CA、AB 
上 的 点 , 且 |AE|= |BF|=|1CD|=1, 连 结 AD、BE、CF, 交 成 人 RQS， 
P 点 在 全 RQS 内 及 其 边 上 移动 ,P 到 个 ABC 的 距离 分 别 是 x、y、z. 
(1) 求 证 P 点 在 全 RQS 的 顶点 位 置 时 ,乘积 xyz 有 极 小 值 ;(2) 求 上 述 
乘积 的 极 小 值 . 四 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 

[证 ] 如 图 . 由 假设 ,有 4B = BC = CA =4， 
AFE= CD= BF=1. z 

又 LBAC=/CBA= /ACB, 

人 ABESA BCFOQACAD. 

故 人 和信 AER 社 人 BFQQ@A CDS. 

从 而 全 RQS 是 正三 角形 . 

当 动 点 了 在 全 RQS 的 内 部 及 边界 上 变动 时 ， 
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OD 当 P 在 全 RQS 内 时 ,xywz 不 是 最 小 值 ; 

@ 当 P 在 线段 QSs 内 (不 包括 Q、S 两 点 ) ,xyz 也 不 是 最 小 值 . 

如 果 上 两 条 得 证 ,再 由 与 RR、Q、S 三 点 相应 的 x、y、z 相同 , 即 知 
这 三 点 的 zyz 是 最 小 的 ,从 而 (1) 得 证 . 

QD 证 设 Po 在 全 RQS 之 内 ,过 Po 作 MN/ 
BC , 且 设 MN 与 RS 交 于 六 ,与 RQ( 或 QS) 交 于 
M( 如 图 ). 

此 时 MN 上 每 点 P 的 xz 恒 为 xo. (我 们 用 x6、 
yo、z0 表示 Po 到 三 边 的 距离 )， 

从 而 y+z=2Y3 一 xo 是 常数 (这 里 用 到 正三 角形 内 及 边界 上 任 
一 点 到 三 边 的 距离 和 为 定 值 高 的 长 , 即 x +y+z=V3)， 

注意 到 y= (3) - ( 2) , 当 1y~<| 鳃 大 则 二 僵 小 

现在 MN 中 总 有 一 点 的 |y 一 z| 比 Po 的 | yo zo| 大 ,因此 这 点 
的 yz < yoz0. 





i 于 





极 
什 
问 
是 





即 xy < rovyozo. 

可 见 全 RQS 内 的 任 一 点 Po 的 XO0VYozo 不 是 最 小 值 . 

的 证 考虑 线段 QS 内 的 点 Po. 设 互 为 BC 中 
点 ,BG=JC=1,FC 分 别 与 AG .AH 的 交点 为 L、 
K ,BI 也 通过 K 且 与 AD 交 于 工 (如 图 ). : 

当 Po 在 KS 上 (不 取 S), 作 P0J/ BC, PoJ 
交 AD 于 ,此 时 Po 与 的 x 相等 ,而 点 的 z 一 y 
>zo 一 yo >>0( 因 为 J 比 Po 离 中 垂 线 A 更 远 )， 
由 于 Poy 上 每 点 的 y+ z=2Y3 一 zo 是 常数 ,所 以 | 
/点 的 < yozo; 即 xyz<xoyozo,; 因 此 Po 的 Zz0y0z0 个 是 最 小 . 

当 Po 在 LK 之 内 , 它 关 于 AH 的 对 称 点 必 在 KT 之 内 , Po 与 其 对 
称 点 的 zz 都 相同 ,但 此 对 称 点 已 落 在 全 RSQ 内 ,已 证 明 其 zye 不 是 
最 小 ,所 以 Po 的 zoyozo 也 不 是 最 小 . 

当 Po 落 在 QL 上 (但 不 取 Q), 则 过 Po 作 PoV/ AC, 设 PoV 与 
BE 交 于 VV, 因为 直线 BL 垂直 平分 AC,V 比 Po 离 BL 更 远 ， 

所 以 VV 的 + 一 z> zxo 一 zo, 而 y= ,因此 xz< xozo,; 即 V 的 ryz 
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< 0y0Zz0， 
知 Po 的 xoyozo 也 不 是 最 小 ,所 以 ,只 有 S、Q、R 有 可 能 取 最 小 
见 XYZ. | 
x 最 后 ,来 计算 最 小 值 xyx 
” A 人 AREWAACD (' AARE=/AC=60"), 
. ARI:RE=4:1, 即 AR:SD=4:1; 
又. A 人 ASFOAABD ( AASF=/B), 
AS: SF=4:3, 
设 SD=1, 则 AR=4l，FQ=L， 
4_AS_ AR+RS 4L+RS 
3 SF QS+QF RS+1 
解 得 RS=8i. 取 |AR|:|RS|:|SD|=4:8:1. 


作 RR | BC,QQ 上 BC,SS 上 BC, 垂 足 分 别 为 R.Q 、S , 则 


二 一 -二 一 一 二 3， 
QQ BQ AR 
QQ _Qc_45_， 
SS SC AR | 


即 RR =9SS ，QQ =3SS ， 
但 RR +QQ'+SS =2V3， 


所 以 RR 点 的 ri=RR' = X25. 





a 1 - 3 
二 二 一 一 XX y 一 一 ~ 一 XU 


因此 , zyz 的 最 小 值 为 ”x1y1z1i = 3 


13.54 设 是 大 于 1 的 自然 数 ,从 nxn 的 正方 形 的 一 个 角 上 前 
去 一 个 1 x1 的 方块 ,将 这 个 图 形 分 成 个 面积 都 相等 的 三 角形 . 试 求 
k 的 最 小 值 . 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1992 年 ) 

( 解 ] 如 图 ,在 同一 一 折线 ABC 有 公共 点 的 这 些 
等 积 三 角形 中 , 必 有 一 个 三 角形 的 一 条 边 是 AB (或 
AC) 的 一 部分 这 条 边 的 放 诺 不 大 本 者 忆 杀 册 
上 的 高 不 大 于 n -1， 


i i pih 
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所 以 ,该 三 角形 的 面积 不 超过 2 











2 
另 一 方面 ,该 三 角形 的 面积 等 于 rt 
72 一 1 
改 三 一 < 
图 中 给 出 了 等 导 成 立 的 情形 


综 上 所 述 ,& 的 最 小 值 是 2n + 2. 
13*55 ”Pl 是正 7 边 形 ,P, 是 正 * 边 形 (r 之 * 之 3), 且 Pi 的 每 一 


个 内 角 都 是 P， 的 每 一 个 内 骨 的 池 , 斌 求 ; 的 最 大 值 


(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 凸 多 边 形 内 角 和 公式 且 依 题 意 有 
上 (r-2)x_ (5 一 2)7 59 
r 5 58° 
即 11l8r+116s=0, 
ll8r , 1i8x116 
”r+1ll6 7 r+116 


为 求 的 最 大 值 ， 需求 下 整数 L116 


+116 
x116 时 ， 的 最 / 小 值 等 于 1.. 
* 的 最 大 值 为 117. : 
13*:56” 求 :内 切 贺 与 外 接 圆 的 半径 的 比 为 最 大 的 直角 三 角形 的 两 


个 锐角 的 大 小 . 


的 最 小 值 ,显然 , 当 =117 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 

[ 解 ] 在 人 ABC 中 ,了 了 ACB =90', 设 人 CAB z 
=2, 则 过 ABC = 90° 一 4a. 

设 中 O(R), Oi(r) 分 别 表 全 ABC 的 外 接 
圆 与 内 切 圆 . 矿 是 Oi 与 AB 的 切 点 .( 如 图 ) 

由 2R =AB= AH+ HB 


=r [ag +oe(45'- 和 2)]， 
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侯 配 应 蓄 
四 入 


已 


2 


人. 
R a ( 和 
cig > +ctg 45 7 


2sin 全 sin 4$" 一 二 ) 


2 2 
sin45° 

_ cos(a — 45°) 一 cos4S 
| sin45" 


=Y2cos(a ~ 45°)—1. | 
当 cos(e -45°)=1 时 ,去 取 最 大 值 ,由 于 0"<a<90", 故 当 w=45" 


时 ,去 取 最 入 值 . 


[ 解 2] 设 直 角 入 ABC 的 斜 边 为 c ,两 条 直角 边 为 <c 5, 外接 圆 半 


径 为 R, 内 切 圆 半径 为 x. 





显然 R=¢， r= 
由 熟知 的 不 等 式 有 (a + 5) 志 2(a? + 5)， 
于 是 e+bsy2c， 当 且 仅 当 a=2 时 成 立 等 号 . 
Q 十 上 已 一 C 
r 2 atb-c yo2c-c -1 
因此 有 R C 2c < 2e 2 


当 且 仅 当 a=。 时 ,过 有 最 大 值 一 ,此 时 直角 三 角形 的 两 个 锐 














角 均 为 45". 


13:57 设 OO 是 圆心 ,A 是 圆 内 不 同 于 O 的 某 个 定点 ,确定 贺 周 


上 所 有 的 点 了 ,使 人 QPA 极 大 ，， 


(第 9 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1977` 年 ) 


sin /OPA sin/ PAO 
/ [ 解 1] 由 正弦 定理 OA -~ op 
: “及 sin LOPA = EosinZPAO. 
/ 因为 OA .OP 均 为 定 长 ,并 且 0"< 人 人 OPA < 90"， 


当 sin 了 PAO 极 大 时 ,sin 人 OPA 极 大 ,从 而 
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OPA4 极 大 . 

而 当 人 PAO =90'" 时 ,sin 人 PAO 极 大 , 即 过 A 作 牌 直 于 OA 的 弦 ， 
则 弦 的 端点 即 为 所 求 的 点 . 

[ 解 2] 延长 PO 成 直径 PQ ,延长 PA 成 弦 PB, 则 PBQ=90"， | 

因此 , 当 一 PQB 极 小 时 ,OPA 极 大 . 

而 弦 PB 极 小 时 , 当 且 仅 当 O04 1 PB, 因 此 过 4 与 O4 垂直 的 弱 
的 端点 为 所 求 的 P. 

1358 ” 设 平 面 上 及 这 3 个 点 A1,A;,,…,A,. 其 中 任意 三 个 点 不 
共 线 .用 a 表示 所 有 的 角 一 AAA 的 最 小 值 ,其 中 A;、 A;、 A 是 二 个 
不 同 的 给 定 的 点 ,对 每 个 n, 求 a 的 最 大 值 ,并 确定 当 这 些 点 怎样 分 布 
时 , 取 到 最 大 值 . 





(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


[ 解 ] 我 们 证 明 : a 的 最 大 值 为 
设 平面 上 有 n 个 点 ,使 得 a 取得 最 大 值 . 


考虑 过 其 中 两 点 A, 与 4, 的 直线 ,使 得 所 
有 其 他 给 定点 都 在 直线 A1A, 的 同 侧 . 
取 点 43; ,使 得 人 4AV 4A; A; 取 到 最 大 , 则 4s 
所 有 其 他 的 点 都 在 这 个 角 的 内 部 ,它们 与 4， 
的 连 线 把 了 A A,A3 分 成 n 一 2 个 角 , 而 且 每 
一 个 角 都 不 小 于 a, 所 以 有 
AlA;A; 之 (1 ~ 2)a. 
其 中 , 取 一 点 A4 ,使 得 A，A;A 是 最 大 的 , 则 Al As Ae A， 
都 在 这 个 角 的 内 部 ,并 生 
了 人 AAA; (nn ~ 2)a. 
右 4: 天 AU ,A4 关 A, , 则 同样 可 以 取 一 点 4; ,如 此 继续 . 
因为 点 的 个 数 为 x, 所 以 点 到 Ay'、A，、A; … 一 定 从 某 项 起 回复 
到 原来 第 一 个 点 . 设 在 取 到 点 A4… 后 回复 , 即 人 A ,Ak A 对 某 个 点 
A=A; El1AL,… A211; 了 A4-1A4A;' 是 最 大 的 ,于 是 ,如 果 ; 关 1， 
则 点 A 在 < A 17A 4 的 内 部 , 即 在 吓 多 边 形 A, A;, 1 … A A 
的 内 部 ,与 它 的 取 法 矛盾 .因此 ;i=1, 并 且 凸 上 边 形 A1A,….A, 的 内 
角 和 为 z 
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180” (有 一 2) 之 太一 2)a. 
由 此 得 到 
180°:(k—2) 180° 2 180° 2 180° 
“< (n ~2)k = al $< | 
要 使 等 式 = 成立 ,只 有 当 玉 , 即 
AAA = 人 AAA 一 二 一 AIA, =( 关 一 2)a. 
并 且 以 nn 边 形 A1A，…A, 的 任意 一 个 角 引 出 的 所 有 对 和 角 线 将 该 角 分 
为 等 角 x 时 才 可 能 . 
这 样 的 及 边 形 AAA ……A, 一定 是 正 7 边 形 , 这 是 估 为 对 任意 /= 
2,…,7, 有 
AA’ Ai 一 LAA; A AH 故 和 A 一 Ai 
有 1+7. 
其 中 约定 4 ,11=A'1,A,12= Ay 
该 多 边 形 为 正 1 边 形 . 








最 后 , 正 nn 边 形 的 个 顶点 的 确 满 足 a = 20 .这 是 因为 如 果 作 正 
, 边 形 的 外 接 贺 , 则 从 它 的 任意 一 个 顶点 引出 的 对 角 线 中 ,任意 两 相信 
对 角 线 的 夹 角 都 等 于 二 .360 -180 


ji ni 
13 :59 平面 上 已 知 二 个 图 Ci(i 二 1,2,3), Cl 的 直径 AB= 1,C， 
与 C) 同心 ,C; 的 直径 上 满足 1<&<3.C; 以 A 为 圆心 ,直径 为 2k,& 
为 定 值 .考虑 所 有 直线 段 XY ,一 端 X 在 C 上, 一端 Y 在 C3 上 ,并 且 


XY 含有 点 日 . 问 比值 5 为 何 值 时 ,线段 XY 长 度 最 小 ? 
(第 16 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 1] 设 O 为 AB 的 中 点 , 则 


0B= 二 ， OX= 地 kAY=k 
又 设 人 人 ABX =a, 人 AYB= JB, 人 /BXO=Y. 


在 全 ABY 和 全 OBX 中 ,由 正弦 定理 得 


意 ” 
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sina . 





* 1 
了 即 -和 =- OD 
sina sing sina siny 
于 是 8=7y， 又 由 正弦 定理 及 8=y 得 
1 
XB 2 BY 1 





sin(a — 7) siny 
sin(at+ 7Y)+2sin(a— 7) 


sin(at+ 7) siny’ 


从 而 XB+BY = XY = 


2siny 
_ 3sinacosy — cosasiny 
2siny 
由 OD 式 k= … 有 XY = (3ko08y ~ oosa). © 
siny 2 


过 4 作 AD_J| BY 于 D, 则 YD= kcosyY,，AD = AB = sina= 


由 勾 股 定理 有 k*cos y= AY? AD?= k?— sina. @ 
为 方便 讨论 ,我 们 设 sin?*a=x. (4) 
由 四.@ .@ 得 XY=7 (3VR -x Va). 

令 xz=3v8 有 -一 vV1-，~, 平 方 并 整理 得 

64x*—4(36k*— Su’—4)r+(9k:+1- wu) — 36k:=0. 


因为 z 是 实数 , 则 该 方程 的 根 的 判别 式 A 实 0. 
A=16(36k* — Su’~—4)*—4xX64{(9k?+1— wu) -3682] 之 0， 


解 得 她 人 8(0 和 -1 即 ww 宇 2VY2 Vk?-1. 
_12 
XYY2Vk*-1， 当 zx 一时 等 号 成 立 





又 X=1 时， XY=> VR-1, 而 


3 
林 V 久 -1>V2VA -1. 


了 2 
于 是 当 x= 时 ,XY 有 最 小 值 /2 V 有 -1. 


sina . . 9 一 到“ sin? 
=k，Xx=sina, 则 xzr=sin2u= -Sn 


Simy 8 8 ， 
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由 于 





Mh 辣 己 





cosy _ 3 


由 此 可 求 得 一 -= 
COSC 


k 
XB sin(at+7Y) sinacosy + cosasiny 
于 是 有 BY 2sin(a~ 7Y) 2(sinacosy - cosasiny ) 
Se ,SOSY + | 
__ Siny cosa _ kk -1 
2{ sme .Sesx -1 ) 2 人 二 -1 
SNny cosa k 


即 =1 时 ,XY 的 长 度 最 小 . 
[ 解 2] 记 XY 与 圆 C; 的 另 一 交点 为 
AM ,直线 AB 交 圆 C; 于 下、 下 , 交 圆 C3 于 


2 
可 见 ,B 为 贺 C; 与 C; 的 位 似 中 心 且 


位 似 比 为 二 


所 以 有 BM=» BY. 
由 相交 艾 定 理 有 
k:—1 


BABM= bE.Bh=— 


2 
从 而 知 BX. BY= “一 为 常数 
故 当 BX = BY 时 ,线段 XY 的 长 度 取 最 小 值 . 
此 外 , 当 XY 变 为 EH 时 , BX < BY; 当 XY 变 为 FG 时 ， 
kt+1 k-3 3 一 上 


三 中 一 外 = 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 
BY k 1 7 7 BF 7 < BF= BX. 


由 连续 也 数 介 值 定理 知 BX = BY 确 能 实现 . 

故 知 当 BX = BY , 即 二 者 比值 为 1 时 ,XY 的 长 度 取 最 小 值 . 

13.60 在 以 AB 为 直径 的 半圆 上 取 一 点 C ,以 线段 AC 和 BC 为 
直径 在 全 4BC 外 作 半 圆 . 必须 如 何 取 点 C, 才 能 使 所 得 到 月 牙 形 的 面 
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积 之 和 最 大 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 如 图 . 设 AB 为 直径 的 半圆 面积 为 S.， . 
BC、CA 为 直径 的 半圆 面积 分 别 为 S,、S,. 
两 个 月 牙 形 的 面积 之 和 为 S$, AC 边 上 的 弓形 面 PN 
积 为 ,BC 边 上 的 弓形 面积 为 工 . 则 4 B 
S=S5,+S~-1-[=S-(1+1) 
= SS.—(S.— SAapc) = SAApc. 
今 欲 S 最 大 , 即 Saagc 最 大 ,由 于 AB 固定 ,只 要 高 最 长 , 取 AB 上 
的 中 点 C 即 可 . 
13:61 点 M 在 锐角 三 角形 ABC 的 AC 边 上 , 作 公 ABM 和 
全 CBM 的 外 接 圆 . 问 当 M 点 在 什么 位 置 时 ,两 外 接 贺 公共 部 分 的 面积 
最 小 . 
(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
{ 解 ] 设 O,Oi 分别 是 人 ABM 和 公 CBM 外 接 圆 的 圆心 . 两 外 接 
圆 的 公共 部 分 面积 是 两 个 以 BM 为 公共 弦 的 马 形 面积 之 和 . 
注意 到 ”BOM =2BAM = 常数 . 


月 BOIM=2 一 BCM = 常数 . (| 涉 


因此 ,我 们 研究 当 弓 形 弧 所 对 的 圆心 角 固 定 NN 


时 , 马 形 面积 与 弓形 弦 的 关系 ， EE 
设 圆心 角 为 ,弓形 纺 长 为 5, 则 弓形 面积 为 人 


862(au — sina) 
4 一 4cosa 
可 见 , 若 BM 越 小 , 则 每 个 弓形 的 面积 越 小 ,所 以 当 BM 是 人 ABC 
的 高 , 即 BM | AC 时 ,此 时 M 为 垂 足 ,两 外 接 圆 公共 部 分 的 面积 最 
小 、 
13'62 设 AB 和 CD 是 以 O 为 圆心 ,以 > 为 半径 的 圆 的 两 条 垂直 
纹 , 以 X Y.2Z.W 循环 地 表示 此 两 条 垂直 弱 把 圆 盘 所 分 成 的 四 个 部 


4A(X)+A(Z) 、 | _ 
分 . 弃 求 ArY)T AU 放 ) 的 极 大 值 和 极 值 .此 处 记号 A(U) 表 示 [7. 


的 面积 . 


NS 


(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
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c [ 解 ] 如 图 , 设 贺 心 O 所 在 的 区 域 为 XX, 平行 移 
动 CD 和 AB ,使 B.D 两 点 逐渐 趋 于 重合 ,从 而 使 A 


W (2 ) 趋 于 零 . 
人 Ny 在 这 样 的 移动 过 程 中 ,人 卫生 逐 基 增 
大 ,于 是 当 B.、D 重合 时 ,A(z)=0, 此 时 
C 4(X) = 二 mr2+ Sahc， 


AD+ACW)= 订 mr2- Sanac. 
《47 Be(D) 因为 人 ABC 是 直角 三 角形 ,所 以 当 AB = AC 
时 ,全 ABC 的 面积 取得 最 大 值 . SA。 npc 的 最 大 值 为 +*. 


因此 ”A(X) 的 最 大 值 为 村 mr Ce 


此 时 A(Y) + A(W) 取 得 最 小 人 为 pi 1 2). 
ALX)+ AD 


， B(C) 所 以 ， ACYITACW) 当 AB 和 CD 的 两 个 端 
点 B 和 DD 重合 , 且 这 两 弦 相 等 时 ,取得 极 大 值 . 
1 
地 2(x -2) 一 
同样 ,平行 移动 AB 和 CD ,使 BC 两 点 趋 于 重合 , 即 A(W) 趋 近 
i A(X) + A(Z) yeyp 
于 零 .在 这 样 的 过 程 中 ,人 二 人 和) 逐 源 减 小 


当 B 和 C 重合 时 ,A(WW)=0, 此 时 
A(Y) = 了 mr2+ Saspp, A(X)+ A(Z) -mr2- SAapp. 
同样 可 得 , 当 AB 和 CD 的 两 个 端点 B 和 C 重合 , 旦 这 两 弦 相 等 时 


取得 极 小 值 三 5 
13.63 江 宽 a 于 米 , 两 岸 几乎 是 平行 线 . 江 滨 电 力 厂 向 下 游 5 千 


米 对 岸 工厂 供电 ,单位 长 电线 的 安装 费 , 水 底 是 陆 上 的 m 倍 ,应 该 怎样 
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安装 电线 使 得 费用 最 省 ? 
(中 国 福 建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 1] 设 电线 离 电 厂 x 干 米 处 人 水 ,而 以 陆 上 1 和 干 米 长 电线 安 
装 费 为 单位 . 则 电线 安装 总 费用 
y=xX+m V(b-7r)+a’. 
由 此 (y~x)y=m’[(b- x) +a’)], 
即 (m1)r 2m bb- yrt+(ma +mb— y)=0. 
Z 为 实数 ， 
， A=4(m’b— y)*— 4(722 — 1)(m?a’ + m’b?— y) 守 0, 
束 理 得 (y- 6) >(m’— 1)a’. 
但 依 题 意 mi>1, y>6, .“ y-b>Vm-l1'a. 





故 ymn=& Vmi-1+b. ,1 
这 时 7 Be 
m2—1 i (电厂 ) 公 ~ 
[ 解 2] 如 图 ,过 A 作 直 线 / 与 AB 成 角 a， ~ 
使 sina = 一 C( 工 广 ) 


设 电 线 在 D' 处 入 水 , 作 DE’| 1, 冬 足 为 E', 则 
y=AD’+m'*D'C= n (Se + pC) 





=m(DE +D'C). 
显然 当 C.D E' 三 点 共 线 时 ,折线 CD 五 "的 长 也 到 + DC 最 小 ， 
这 时 总 费用 y 也 最 小 . 
但 AED= 人 DBC=90', .. /BCD= 0a. 


于 是 ,过 C 作 : 的 垂 线 交 AB 于 DD, 则 也 点 就 是 电线 人 水 处 .这 时 ， 





BD= atga = 4 一 一 一 一 = 
1 (2) Vm’—1 
m 
4D=8- 一 一 . 
vm’—1 


[ 解 3] 同 法 2， 令 一 BCD' =8， 则 
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, ， D1 m— sing 
y= AD ee 


cos 如 


站 Le + m+1)} Ea 
2 cos0 0 
en 


但 坟 >1, 故 (mL (+1) sne Sn 均 为 正 数 , 且 其 


积 
(mm —1): .1 一 sin8 _ 一) 一 1 
cos- 0 
是 定 值 ， 
a 


所 以 ， A = {n+1) ne 时 ,其 和 最 小 . 


即 当 jn 40 a 时 ,总 费用 y 最 省 . 

13.64 下 图 是 一 个 工厂 区 的 地 图 ,一 条 公路 ( 粗 线 ) 通 过 这 个 地 
区 ,七 个 工厂 Al,A,,…,Ay 分 布 在 公路 两 侧 .由 一 些小 路 ( 细 线 ) 与 公 
路 相连 .现在 要 在 公路 上 设 一 个 长 途 汽车 站 ,车 站 到 各 工厂 ( 沿 公路 ,小 
路 走 ) 的 距离 总 和 越 小 越 好 . (a) 这 个 车 站 设 在 什么 地 方 最 好 ?(b) 证 明 
你 所 作 的 结论 .(c) 如 果 在 PP 的 地 方 又 建立 了 一 个 工厂 ,并 且 沿 着 图 上 
的 虚线 修了 一 条 小 路 ,那么 这 时 车 站 设 在 什么 地 方 好 ? 

(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 设 B.C.D.E.F 是 各 小 路 连通 公路 
的 道口 

(a) 车 站 设 在 D 点 最 好 . 

(b) 用 wu2、… us 分 别 表 示 DD 到 工厂 Al、 
A,、…、Ay 的 路 程 . 着 车 站 设 在 DD 以 北 的 公路 上 
的 S 总 , 设 5 到 DD 的 路 程 为 4(4 >>0), 到 各 工厂 的 
路 程 分 别 为 x uz 、… uy ; 则 

ul 之 ui-d, u; 之 ud, us =u3t+d, 
u4 =ustd, “*, uy =urt+d. 

J 十 U2 十 .十 U7 

Ut ut turt3d 


Ut ut t uy. 
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这 说 明 车 站 设 在 D 以 北 都 不 如 设 在 忆 点 好 . 

同样 可 以 证 明 , 车 站 设 在 D 以 南都 不 如 设 在 点 好 . 
故 车 站 设 在 D 点 最 好 . 
(c) 车 站 设 在 DD.E 或 DD 与 FE 之 间 的 任何 一 个 地 方 都 避 以 . 








世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 








第 十 四 人 履 盖 问 古 


14:1 已 知 : 公 ABC 与 三 个 矩形 尺 、R，R3; ,定形 的 边 平 行 于 两 个 
固定 的 方向 .矩形 的 并 集 覆 盖 边 AB .BC .CA , 即 人 ABC 的 周 界 上 的 每 
一 点 至 少 在 一 个 矩形 的 内 部 或 边 上 .求证 :这 个 三 角形 内 的 每 一 点 也 被 
矩形 RI 、R,、R; 的 并 集 覆 盖 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 己 为 入 4BC 内 的 任意 一 点 . 
过 已 作 两 条 互相 垂直 的 直线 与 盾 形 R; 的 边 
平行 ,交合 ABC 的 周 界 于 .EF、G 四 点 . 
由 于 这 四 点 被 三 个 矩形 R;(i = 1,2,3) 和 覆盖 ， 
c 其 中 必 有 两 点 属于 同一 矩形 . 
如 果 D FER ,那么 也 显 然 属 于 尺 ，， 

如 果品 .EE R, 那 么 由 于 PD、PE 与 RI 边 平行 ,所 以 P 也 属于 
RI. 

于 是 入 ABC 内 任意 一 点 一 定 属于 某 个 矩形 , 即 二 角形 被 三 个 矩形 
Ri R Ri 的 并 集 覆 盖 . 

14.2 求证 :可 将 面积 为 1 的 任意 锐角 三 角形 安放 在 面积 不 超过 
v3 的 直角 三 角形 内 . 








(前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 设 面 积 为 1 的 锐角 和 公 ABC 中 ,BAC 最 大 ,以 BC 边 的 中 
点 计 为 圆心 ，R= MA 为 半径 作 圆 ,该 圆 与 直线 BC 交 于 DE 两 点 . 
则 DAE 是 直角 . 
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设 MB= MC=a， 则 a<R.( 否 则 ，MB 
宇 MD, MC 之 ME， 则 BAC 之 ~DAE = 90"， 
与 人 ABC 为 锐角 三 角形 下 十) 





妨 设 人 AMB = a>90". 
因为 AB 志 BC =2a (因为 人 人 BAC 为 锐角 
全 ABC 中 的 最 大 角 ) ,所 以 由 余弦 定理 得 
R*+a’? = MA’*+ MB:<MA*+ MB’—2MA.MB cosa 
= 4B2<4a2. 
由 此 可 得 ”RY3 a. 
作 AHJ」 DE 于 昌 ， 则 
Sanpe = 7 DE*AH= R-AH<Y3 a* AH= 3 7 BC*AH 
=~/3SAagc =Y3 . 
即 面积 为 1 的 锐角 三 角形 可 以 设 在 面积 不 超过 /5 的 直角 三 角形 
内 . 
14.3 在 一 个 面积 为 1 的 正三 角形 内 部 ,任意 放 五 个 点 , 试 证 :在 
此 正三 角形 内 ,一定 可 以 作 三 个 正三 角形 盖 住 这 五 个 点 ,这 三 个 正三 角 
形 的 各 边 分 别 平行 于 原 三 角形 的 边 ,并 且 它 们 的 面积 之 和 不 超过 
0.64. 





(第 2 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1987 年 ) 
[证 1] 由 于 任意 已 放置 了 的 五 个 点 均 在 此 三 角形 的 内 部 ,它们 
之 中 任 一 点 到 三 边 的 距离 均 大 于 零 , 所 以 一 定 可 以 
找到 一 个 三 边 与 此 三 角形 的 三 边 分 别 平行 而 面积 
小 于 1 的 正三 角形 ,使 得 这 五 个 点 仍旧 在 这 三 角形 
的 内 部 , 记 这 个 三 角形 为 全 ABC. 
如 图 所 示 , 其 中 AD、AE、BF、BG、CH、CI 均 有 


为 人 ABC 边 长 的 < ， 





oN 


se (4)- 
于 是 SA \5 =0.64 


又 由 SAABC 1， 则 SA ADF = SA BEG = SacH < 0. 64 
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分 以 下 几 种 情况 讨论 . 

(i) 这 五 个 点 至 少 有 三 个 位 于 全 ADE、 全 BFG、 全 CHI 中 任何 一 
个 之 内 (包括 边界 ), 则 其 他 的 点 至 多 是 两 个 ,用 满足 命题 的 足够 小 的 正 
三 角形 分 别 盖 住 即 可 ,此 时 这 三 个 正三 角形 的 面积 之 和 小 于 0.64. 

(ii) 至 多 有 两 个 点 落 在 这 三 个 三 角形 中 任何 一 个 之 内 

注意 到 公 ABC 被 DE 、FG 、IH 分 成 七 个 区 域 : 和 人 ABC 及 三 个 医 
ee 其 中 公 A'B'C' 为 此 三 个 三 角形 所 共有 ,三 个 梯形 各 为 = 

三 角形 所 共有 ,而 三 个 葵 形 各 仅 为 一 个 三 角形 所 包含 . 

如 有 一 个 点 在 人 ABC 中 , 则 其 余 四 个 点 在 这 七 个 区 域 中 无 论 
何 分 布 ,这 三 个 三 角形 总 有 一 个 至 少 包含 三 个 点 ， 议 假设 序 大 因此 
在 全 AB'C' 中 没有 点 . 

和 奇 有 一 个 点 在 某 个 梯形 ,如 在 B'C'GT 中 , 则 
在 其 余 两 个 梯形 中 不 能 再 有 点 ,否则 也 必定 导致 这 
三 个 三 角形 会 有 一 个 至 少 包含 三 个 点 ,这 时 ,其 余 

点 只 能 是 在 萎 形 BDB'T 及 CEC'G 中 各 有 一 个 ， 

。 在 男 一 个 菱形 AFA'H 中 有 两 个 (如 图 ). 
站 过 A' 作 DE'/BC 交 AB 于 D', 交 AC 于 FE”. 
过 D'、E' 分 别 作 D'G’//AC,E'T/AB 交 BC 于 G 三 

显然 DG 和 ITE’ 交 于 DE 的 中 点 ， 

由 于 全 BD'G 与 ACE 和 完全 盖 住 梯形 DECB ， 

所 以 这 两 个 三 角形 至 少 有 一 个 能 盖 往 两 个 点 ,而 个 AD'E 也 盖 住 





”两 个 点 ,可 以 求 得 


SApDG = Sacer =0.36Saapc <0.36, 
SaaspE’ <0.16SAapc <0.16. 
由 于 全 BD'G 和 全 CET 中 的 一 个 及 人 AD'E' 共 羡 住 四 个 点 ,它们 
的 面积 之 和 <0.52, 于 是 第 五 个 点 用 足够 小 的 正三 角形 盖 住 即 可 . 
最 后 一 种 可 能 就 是 三 个 梯形 中 也 没有 点 ,于 是 
这 五 个 点 都 在 这 三 个 萎 形 中 ,而 且 有 两 个 萎 形 中 各 
有 两 点 , 男 一 个 攻 形 中 只 有 一 点 ,这 时 可 用 和信 AD'E 
及 两 个 全 等 的 三 角形 盖 住 (如 图 )， 
它们 的 面积 之 和 <3x0.16=0.48<0.64. 
[证 21 在 正信 ABC 中 ，AE:EF: FB=2:6:2, 
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AD: DR: RC=2:6:2, BG:GH:HC=2:6:2. | 

(1) 若 三 个 小 鞭 形 I 、1,、13 中 ,每 个 小 萎 形 至 2 

多 有 一 个 点 , 则 余下 的 部 分 中 至 少 有 两 个 点 , 且 

个 AFR、 公 BEH、 全 CGD 三 个 三 角形 (面积 均等 于 ; XX 

0.64) ,至少 有 一 个 三 角形 盖 住 三 个 点 ,这 三 个 点 不 

可 能 分 别 在 这 个 三 角形 的 三 条 边 上 ,因此 可 以 作 面 

积 小 于 0.64 的 三 角形 盖 住 三 个 点 . 
设 面 积 为 S, 则 S<0.64, 另 外 作 两 个 小 三 角形 分 别 盖 住 余下 的 两 


点 ,面积 均等 于 一 2 > ,这 样 所 作 的 三 个 兰 角形 盖 住 了 五 个 点 , 且 面 


积 之 和 不 超过 0.64. 

(2) 至 少 有 一 个 小 萎 形 盖 住 两 个 或 两 个 以 上 的 点 . 

若 盖 住 三 个 点 以 上 , 则 命题 显然 成 立 ; 

寿 盖 住 两 点 ,不 妨 设 1 盖 住 两 点 ,而 全 AFR 盖 住 三 个 点 , 则 命题 
同样 成 立 ; 

知 全 AFR 也 只 盖 住 两 个 点 , 则 等 县 梯形 FBCR 盖 住 三 个 点 , 取 


FR 中 点 了 (如 图 ) ,这 时 可 用 一 个 面积 为 { 2 ) = 的 三 角形 盖 住 半 


了 





形 有 1 中 的 两 个 点 ,用 一 个 面积 为 { 之 ) = 区 的 三 角形 盖 住 另外 两 个 
点 , 另 一 个 面积 8 的 小 三 角形 盖 住 另外 一 点 则 
1 246<0. 64 ， 


25 25 
命题 得 证 . 


注 这 个 命题 还 可 以 改进 为 :这 三 个 三 角形 的 面积 之 和 不 超过 ( -> , 且 
它 是 这 三 个 三 角形 之 和 的 最 小 值 , 现 证 明 如 下 ; 

如 图 ,在 正人 ABC 中 ,AE:EF:FB=3:7:3,， AD:DR 
:RC=3:7:3, BG:GH:HC=3:7:3, 

(让 车 三 个 小 蓉 形 1 1 和 [3 中 的 每 个 至 多 包含 有 此 五 
点 中 的 一 个 , 且 余 下 部 分 中 至 少 包 含有 两 个 点 , 并且 
全 AFR、 全 BEH、 全 CGD 之 中 至 少 有 一 个 盖 住 了 三 个 点 ， 
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综 言 志 


这 三 个 三 角形 的 面积 等 于 (5 ) ,由 题 中 条 件 可 知 ,这 三 个 点 不 可 能 分 别 在 这 


个 三 角形 的 三 条 边 上 ,因此 可 以 作 面 积 小 于 (三 】 的 三 角形 盖 住 此 三 点 , 设 这 
个 三 角形 的 面积 为 5, 另 外 ,容易 作出 两 个 满足 题 设 条 件 的 小 正三 角形 分 别 盖 住 


余下 的 两 个 直 , 且 其 面积 均 小 于 或 等 于 | (19) -S| ,这 样 ,所 作 的 三 个 正 


13 
10 \ 


三 角形 盖 住 了 这 五 个 点 , 且 三 个 正三 角形 的 面积 之 和 不 超过 ( 了 】 


(i) 著 至 少 有 一 个 小 苏 形 盖 住 两 个 或 两 个 以 上 的 点 , 当 盖 住 三 个 点 以 上 时 ， 
则 命题 显然 成 立 ; 当 盖 住 两 个 点 时 ,不 妨 设 站 盖 住 两 点 ， 

如 果 从 AFR 盖 住 三 个 点 ,这 时 命题 同样 成 立 ， 

如 果 公 AFR 也 只 盖 住 了 两 个 点 , 则 等 腰 梯 形 FBCR 盖 住 其 余 三 个 点 .这 时 
6 


2 
号 】 ) 的 正三 角形 盖 住 莱 形 Ti 中 的 两 个 


容易 看 出 ,可 用 一 个 面积 为 Si ( Si< ( 
点 . 

取 FR 的 中 点 丁 ,并 过 丁 作 AB 的 平行 线 民 1L) 及 AC 的 平行 线 尺 >L,, 则 
个 KiLiC 和 公 K2L2B 之 中 , 必 有 一 个 盖 住 等 腰 梯 形 FBCR 中 的 两 个 或 两 个 以 
8 


上 上 的 点 ,这 两 个 三 角形 的 面积 均等 了 (于 ,于 是 可 用 一 个 面积 为 S， 


( s:< (二 】 ) 的 三 角形 盖 住 这 两 个 (或 两 个 以 上 ) 的 点, 而 人 下 的 一 点 (如 果 还 


8 


有 的 话 ) 可 用 一 个 面积 ( -所 ) + (人 


) - Si- S: 的 小 正三 角形 盖 住 ,这 三 个 正 
三 角形 面积 之 和 小 于 或 等 于 


6 2 8 2 10 2 
ss 六 (ss 人 
13 13 5 3 13 


不 难 发 现 , 上 述 过 程 中 所 得 到 的 数值 (三 ) 不 可 能 再 缩小 . 


这 是 因为 ,如 果 题 中 要 求 三 个 正三 角形 之 和 不 超过 M ,而 M< (过 ) ,这 


时 我 们 可 以 在 正三 角形 中 这 样 放置 五 个 点 : 
其 中 两 个 点 分 别 放 在 图 中 的 Q@、T 上 ,另外 三 个 点 分 别 放 在 非常 靠近 顶点 
AA、B、C 的 位 置 上 ,这 时 盖 住 这 五 个 点 的 三 个 三 角形 面积 之 和 就 将 超过 NM . 
14:4 求 最 小 正 实数 zx ,使 在 以 x 为 边 长 的 正方 形 中 可 以 放下 任 
何 弦 长 为 1 的 直角 三 角形 . 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 由 于 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 可 以 放 人 一 个 直径 为 1 的 圆 ， 


即 内 切 圆 ,而 在 边 长 为 吧 的 正方 形 中 仅 能 放 人 长 为 1 的 等 腰 直 角 三 


角形 ,所 以 必 有 Sct 
设 公 ABC 为 直角 三 角形 ,其 中 A=90.. 


ey 
. | B 一 一 \ 了 
(b) (c) (d) 





(a) 


设 直 角 和 公 ABC 放 在 正方 形 KLMN 中 且 BC =1. 于 是 可 以 作 包 含 
全 ABC 且 边 平行 于 正方 形 KLMN 的 边 的 最 小 和 矩形. 

显然 ,这 个 矩形 的 每 条 边 上 都 至 少 有 公 ABC 的 一 个 顶点 . 

从 而 必 有 会 ABC 的 一 个 顶点 位 于 短 形 的 顶点 上 ( 见 图 (a)), 不 妨 
设 B 位 于 矩形 的 顶点 . 

将 矩形 连同 全 ABC 平移 , 即 可 使 点 B 移 到 正方 形 的 一 个 顶点 ( 见 
图 (b)). 

再 将 全 ABC 绕 点 B 转动 ,由 于 BC 不 小 于 正方 形 的 边 长 , 故 可 使 
点 C 落 在 正方 形 的 另 一 条 边 上 ,此 时 点 A 在 正方 形 内 ,至 多 再 经 旋转 
和 反射 ,总 可 化 为 图 (c) 所 示 的 情形 . 

为 了 使 正方 形 的 边 长 最 小 ,不 难看 出 ,应 该 使 得 以 BC 为 直径 的 贺 
与 正方 形 的 边 KL 相 切 (参看 图 (d) ). 

设 点 O 为 圆心 ,点 P 是 圆 与 边 KL 的 切 点 .过 点 O 作 OH LILM 
于 点 玉 , 于 是 有 z 

] 1 


LH= PO=—BC=~. 
PO=7 BC=- 


1 1 1 
FM= 本 了 CM= 了 了 VBC -BM = 了 了 V1 一 ， 
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re 言 己 


x=LH+ HM= 了 了 (11 V1—xr’). 


解 得 xz- 
由 于 一 CNK >45" ,， 故 在 所 作出 的 半圆 与 正方 形 的 公共 部 分 
中 可 以 放 人 任何 一 个 弦 长 为 1 的 直角 三 角形 . 
为 证 = 二 是 最 小 边 长 ,只 需 再 证 任何 边 长 更 小 的 正方 形 都 不 能 
满足 题 中 要 求 . 
作 与 BC 垂直 的 直径 局 ,并 作 点 于 关于 局 的 对 称 点 已. 
PC AM N 四 点 共 圆 ， NP> NK = NM， 
LNCP>/ NCM= /CNK. 
LCNP’>/ CNK. 
点 王位 于 正方 形 外 . 
稍稍 减 小 正方 形 的 边 长 ,于 是 所 作 的 半圆 上 便 会 有 一 部 分 位 于 边 
KL 的 男 一 侧 , 即 异 于 点 O 所 在 的 一 侧 . 
过 点 O 作 ML 的 平行 线 , 交 半圆 在 正方 形 外 的 部 分 于 点 A, 则 点 
A 关于 dj 的 对 称 点 A “也 在 正方 形 外 . 
于 是 ,与 公 ACB 全 等 的 三 角形 便 无 法 放 和 人 正方形 中 , 即 不 能 满足 
题 中 的 要 求 . 
综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 正 实数 x = 二 
14'5 有 111 个 点 在 一 个 边 长 为 15 的 正三 角形 中 ,证 明 :用 一 个 
直径 为 V3 的 圆 形 硬币 总 可 以 至 少 盖 住 上 述 111 个 点 中 的 3 个 (覆盖 时 ， 
硬币 的 部 分 可 以 在 三 角形 外 ). 
《荷兰 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 将 入 ABC 每 边 10 等 分 ,并 过 分 点 
作 平 行 于 另 二 边 的 平行 线 , 将 原 和 人 ABC 分 成 
100 个 全 等 的 边 长 为 1.5 的 正三 角形 . 
其 中 形 如 立 的 三 角形 有 
1+2+3+，…+9=45( 个 ). 
形 如 会 的 三 角形 有 55 个. 
这 些 边 长 为 1.5 的 正三 角形 的 外 接 圆 半 
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径 为 号 , 即 直径 为 V3 . 


以 形 如 人 的 三 角形 的 中 心 为 圆心 ,Y3 为 直径 作 圆 ,这 个 圆 不 仅 盖 住 


了 这 个 三 角形 ,而且 还 盖 住 了 一 部 分 顶点 向 下 的 形 如 立 的 三 角形 ,而 每 
个 顶点 间 下 的 三 角形 与 三 个 项 点 向 上 的 三 角形 相似 ,可 以 证 明 , 这 三 个 
硕 点 向 上 的 三 角形 的 外 接 圆 恰好 盖 住 顶点 向 下 的 三 角形 . 


所 以 55 个 直径 为 Y3 的 圆 能 够 盖 住 整个 三 角形 . 
又 因为 有 111 个 点 ,这 111 个 点 分 布 在 55 个 圆 上 ,所 以 至 少 有 三 
个 点 在 同一 个 圆 内 ,因此 可 以 用 一 个 直径 为 3 的 圆 形 硬币 至 少 盖 住 三 


Ji" 


14.6 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 放 102 个 点 ,使 其 中 任何 三 点 都 不 
在 同一 直线 上 .证 明 :在 这 些 点 中 必 存 在 这 样 的 三 点 ,使 以 这 三 点 为 顶 
点 的 三 角形 的 面积 不 超过 0.01 5 


机 
盖 
问 
题 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 任 取 一 个 以 三 个 已 知 点 为 顶点 的 三 角形 ,并 且 其 内 部 没有 
其 他 的 已 知 点 . 这 是 容易 做 到 的 .例如 : 设 D 在 ABC 的 内 部 , 则 选 
人 4BD 即 可 . 
以 选 定 的 三 角形 的 一 边 为 边 ,再 找 1 个 具有 同样 性 质 的 第 2 个 三 
角形 . 
继续 这 一 过 程 ,可 得 到 这 样 的 100 个 三 角形 ,它们 互 不 重合 且 均 在 
正方 形 内 . 
假 奋 这 100 个 三 角形 面积 都 大 于 0.01, 则 总 面积 为 S>100x0.01 
=1. 逆 盾 ! 
故 存在 面积 不 超过 0.01 的 三 角形 . 
14.7 在 一 个 边 长 为 2 的 正方 形 内 , 放 着 7 个 边 长 为 1 的 正方 形 . 
证明 :它们 中 可 找到 两 个 正方 形 , 其 公共 部 分 的 面积 不 少 于 177. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 从 7 个 中 任 选 2 个 小 正方 形 有 C3=21 种 情 
形 . 


假设 任 两 个 小 正方 形 的 重 矢部 分 的 面积 都 小 于 地 , 则 所 有 看 营 部 





分 的 面积 和 充其量 也 小 于 21x 二 =3( 平 方 单位 ) 
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x 刘 志 


这 就 推出 边 长 为 2 的 正方 形 内 不 重 春 小 正方 形 部 分 覆盖 的 总 面积 
要 大 于 73= (平方 单位 ), 了 矛盾 . 
14.8 求证 :内 接 于 平行 四 边 形 的 三 角形 的 面积 不 可 能 大 于 这 个 
平行 四 边 形 的 面积 的 一 半 . 
( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1915 年 ) 
[证 ] (1) 若 全 ABC 的 两 个 顶点 A 和 B 在 


cA “7” 平行 四 边 形 的 一 条 边 上 , 设 A.B 在 KL 上 , 另 一 
A 点 C 在 KN 或 NM 上 . 
A ”Ss 为 A 人 ABC 的 面积 , 工 为 平行 四 边 形 


BL 
KLMN 的 面积 .C 到 KL 的 距离 为 ni, NM 与 KL 
的 距离 为 n ,显然 有 
ABSKL, mn. 
1 


1 1 
一 和 < 和 一 各 二 一 一 一 , 
S 7 AB:m > REL°N 7 1 


,» (2) 若 全 ABC 的 三 个 顶点 在 平行 四 边 形 的 


A 2 不 同 的 边 上 , 设 A 在 KL 上 ,B 在 MN 上 ,C 在 
RA 
¢ 通过 项 点 C 作 一 条 与 边 KL 平行 的 直线 交 
| AB 于 D, 交 LM 于 E. 
设 MN 与 KL 的 距离 为 nx， 则 


S= SAacn+ Samp= 了 CD"n 广 CE*n= 广 TT， 


综 上 ， 总 有 Ss<77. 


14'9 ”给 定 一 晤 多边形 ,在 它 里 面 不 能 放 入 任何 面积 为 1 的 三 角 

形 . 求 证 :这 个 多 边 形 可 以 放 在 面积 为 4 的 三 角形 中 . 
(第 8 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 凸 多 边 形 设 为 Q,Q 的 内 接 三 角形 中 必 存 在 面积 最 大 的 一 
个 ,不 妨 设 为 A4BC ,显然 Ser 扫 1 

过 A 作 直 线 1// BC, 过 B 作 m//AC, 过 C 作 nn/ AB. 

轴线 /mm 交 得 和 ABC . 则 

SaABC =4Saapc <4. 


我 们 证 明 ,Q 的 每 一 点 都 在 全 42BC 中 . 如若 不 然 , 设 存 在 ME 
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Q, 而 M 在 AAABC 外 面 ,不 妨 设 M 在 ! 关于 
BC 的 异 侧 . 

连 MC、MB, 得 Samsc > Saagc. 这 与 
全 ABC 为 Q 的 最 大 面积 的 内 接 三 角形 的 假设 相 
矛盾 . 

同 理 可 证 , M 点 也 不 能 在 m 关于 AC 的 异 
侧 及 nn 关于 AB 的 异 侧 . 

故 MEAABC , 即 Q 完全 放 人 了 面积 小 于 4 的 三 角形 A'B'C' 
:中 ,当然 更 能 放 人 面积 为 4 的 三 角形 中 . 

14.10 给 定 面积 之 和 等 于 1 的 若干 个 正方 形 .求证 :可 以 把 这 些 
正方 形 不 重合 地 放 人 入 面积 为 2 的 正方 形 中 . 





第 
(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 十 
[证 ] 把 正方 形 抱 成 按 边 长 递减 的 阶梯 用 下 
并 把 它们 从 最 大 的 xxx 的 正方 形 开始 自 左 有 


至 右 放 到 V2 x V2 的 方 框 的 下 边 ,如 图 所 示 , 对 旋 
依次 排列 就 会 越 出 方 框 右边 的 正方 形 就 不 再 | 
接着 排 下 去 而 按 左 边 的 正方 形 上 方 的 水 平 线 
重新 开始 排列 , 设 z= .hh3、…, 一 顺序 连 名 
接 在 方 框 左边 的 正方 形 的 边 长 ,我 们 应 证 明 ， 
高 h= 有 hi + 有 ;+ 有 hy 十 … 之 VY2, 即 ,正方 形 在 越 

出 方 框 上 边 以 前 排 完 . 

我 们 来 估计 它们 的 总 面积 ,设想 把 每 一 个 左边 的 边 长 h (k= 2， 
3,…) 的 正方 形 转 放 到 前 面 第 &- ! 行 的 末尾 ,因为 它 越 出 了 右边 ,所 
以 在 这 样 放 之 后 ,第 上 ~- 1 列 正方 形 的 面积 不 小 于 (V2 -xz)A ;其 中 我 
们 不 考虑 第 一 行 里 左边 最 大 的 正方 形 . 

这 样 一 来 , 按 条 件 应 等 于 1 的 所 有 的 总 面积 不 小 于 

2 十 (V2 一 工 )( 放 十 万 十，…) 一 并 +(Y2— xr)(h— 7). 

由 此 能 得 出 对 h 的 估计， 

车 V2 一 x>0， 由 不 等 式 x?2+ (V2--x)(h -x) 志 1 得 出 


l~x 1 
h< t=303-/(2- z+ <&. 
fz ” 2— x v2 
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只 这 六 





Im 


注意 在 圆 括号 里 形 如 + 一 的 数 不 小 于 2, 目 仅 当 x - 时 等 号 
成 立 . 
14.11 给 定 边 长 为 上 ,上 ,二 ,上 ，… 的 正方 形 的 无 穷 序列 ,证 
明 存在 这 样 一 个 正方 形 ,可 以 把 序列 中 所 有 正方 形 互 不 重 登 地 放 在 这 
个 正方 形 内 ,并 且 确 定 :能 将 所 有 的 正方 形 全 部 放 入 的 最 小 正方 形 的 边 
长 等 于 多 少 ? 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


[ 解 ] (1) 我 们 证 明 : 边 长 为 1 的 正方 
形 可 以 孔 不 重 司 地 放 入 所 有 的 边 长 为 1 一、 
一,… 的 正方 形 
事实 上 ,只 要 这 样 放置 就 可 以 了 ， 
在 边 长 为 1 的 正方 形 旁边 放置 边 长 为 





的 正方 形 ; 
在 边 长 为 了 的 正方 形 上 边 放置 边 长 为 二 的 正方 形 ,在 边 长 为 1 的 


EA 上 和 二 的 正方 下 


在 边 长 为 二 (= 4,5,6,7) 的 正方 形 上 面 放 管 边 长 为 并 和 -一 
了 工 工 工 1 
59 05 


再 在 上 面 放置 边 长 为 -< ， 证 、 让 的 正方 形 ,如 此 下 去 ， 


首先 可 证 明 , 边 长 为- 的 正方 形 上 面 人 
正方 形 , 这 是 因为 
1 1 1 1 


+ 二 = 一. 
2k 2k+1 2k 2k k 


的 正方 形 , 即 放置 边 长 为 
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另 一 方面 , 边 长 为 一 < .< 的 正方 形 的 边 长 总 和 不 超过 边 长 


为 1 的 正方 形 的 边 长 , 即 
1 1 1 1 1 


4 6 
此 外 , 放 在 边 长 为 1 的 正方 形 上 面 的 无 穷 多 排 正 方形 的 高 不 超过 
了 ,这 是 因为 
1 
1 1 ] 1 k 2 1 
一 十 一 十 一 十 一 十 二 一 一 一 二 一 < 一 . 
k 2k 4k 8k 1 k 2 
1 


因此 ,以 给 定 的 无 穷 序列 
1 1 1 


] ,一 ,一 — 一 


2 3 ” x 
为 边 长 的 所 有 正方 形 可 以 互 不 重 等 地 放 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 


(2) 我 们 证 明 1 -为 满足 题目 要 求 的 最 小 正方 
形 的 边 长 ， 

为 此 只 要 证 明 不 能 把 这 些 正方 形 放 在 边 长 小 于 
1 二 的 正方 形 内 而 使 边 长 为 1 的 正方 形 ( 设 为 Ti)， 


和 边 长 为 的 正方 形 ( 设 为 T) 且 瑟 不 重 检 

我 们 把 T 和 T, 放 到 某 一 个 正方 形 工 内 , 且 互 
不 重合 ,这 时 存在 一 条 直线 ! ,把 工分 成 两 部 分 ,了 
和 工 ; 分别 在 这 两 部 分 内 

对 直线 / 有 两 种 可 能 . 

若 直 线 / 与 正方 形 的 一 边 平行 , 则 / 把 工分 成 
两 个 矩形 ,显然 这 两 个 矩形 与 直线 / 垂直 的 边 AB 之 


1L, BC 之 ,从 而 正方 形 工 的 边 长 AC 所 1 了 
知 直 线 ! 与 正方 形 的 任何 一 边 都 不 平行 ， 
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3 六 三 


注意 到 在 直角 三 角形 的 所 有 内 接 正方 形 中 ,以 两 条 边 在 直角 边 上 ， 
一 顶点 与 直角 顶点 重合 ,一 顶点 在 斜 边 上 的 正方 形 最 大 . 

因此 包含 在 直角 三 角形 Ct 和 C; 的 正方 形 中 最 大 的 正方 形 Ti 和 
T, 的 对 角 线 应 在 正方 形 了 的 对 角 线 AB 上 ,此 时 本 | 和 T2 的 对 角 线 
之 和 等 于 4B ,它们 的 边 长 之 和 等 于 工 的 边 长 . 


由 以 上 , 边 长 1 了 的 正方 形 不 能 再 小 即 满足 题目 要 求 的 最 小 边 


长 为 1 > 

14.12 平面 被 两 族 平行 直线 划分 为 单位 正方 形 ,考察 由 所 分 成 的 
单位 正方 形 形 成 的 n x n 的 正方 形 , 将 其 中 至 少 有 一 条 边 位 于 边界 上 
的 单位 正方 形 的 并 集 称 为 该 正方 形 的 边框 . 现 考虑 由 所 分 成 的 单位 正 
方形 形成 的 100 x 100 的 正方 形 的 覆盖 问题 .求证 :人 恰 有 一 种 方法 利用 
50 个 正方 形 的 不 重 准 的 边框 盖 住 它 . 

《第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 设 所 给 的 100 x 100 的 正方 形 ABCD , 则 两 条 对 角 线 AC 和 
BD 上 共 分 布 着 200 个 单位 正方 形 ,而 每 一 个 “边框 ”至 多 能 盖 住 其 中 4 
个 单位 正方 形 ,这 是 因为 每 条 对 角 线 与 一 个 “边框 ?至 多 有 两 个 公共 的 
单位 正方 形 . 

因此 ,我 们 所 考察 的 50 个 “边框 ”中 的 每 一 个 都 应 刚好 盖 住 对 角 线 
AC 上 的 两 个 单位 正方 形 , 也 应 刚好 盖 住 对 角 线 BD 上 的 两 个 单位 正 
方形 . 

我 们 现在 证 明 : 正方 形 ABCD 的 4 个 角 上 的 单位 正方 形 一 定 要 
为 同一 个 “边框 "所 盖 住 . 

为 方便 起 见 ,我们 将 一 个 单位 正方 形 被 某 个 “边框 ?所 盖 住 就 叫做 
该 单位 正方 形 “ 属 于 ”这 个 “边框 ”. 

如 果 顶 点 A 和 C 属于 同一 个 边框 KK, 且 它 往往 于 该 边框 的 相 邻 的 
边 上 ,那么 边框 的 这 两 条 边 的 公共 顶点 也 应 当 属 于 K, 设 该 顶点 为 B， 
因而 以 DD 为 项 点 的 单位 正方 形 也 应 当 属 于 KK. 因此,K 应 当 盖 住 对 角 
线 BD 上 的 两 个 单位 正方 形 . 

如 果 顶 点 A 和 C 位 于 K 的 相对 边 上 , 则 K 的 边 应 当 由 100 个 单 
位 正方 形 所 构成 ,所 以 顶点 B 和 DD 也 属于 边框 K. 
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最 后 ,我们 指出 ,A 和 C 不 可 能 属于 不 同 的 边框 ,因为 不 然 的 话 ， 
两 者 中 较 小 的 一 个 的 边 上 不 多 于 50 个 单位 正方 形 , 从 而 这 个 边框 至 多 
能 盖 住 位 于 对 角 线 BD 上 的 一 个 单位 正方 形 ,导致 了 矛盾 . 

这 样 一 来 ,边框 之 一 应 盖 住 顶点 A、B、C、D. 去 掉 这 个 边框 后 ,得 
到 一 个 98 x 98 的 正方 形 , 对 它 再 作 类 似 的 讨论 .如 此 下 去 , 便 得 出 我 们 
的 结论 . 

14*13 ”在 平行 四 边 形 ABCD 中 , 公 ABD 为 锐角 三 角形 , AB = a， 
AD=1, 了 BAD=a,Ka、Ksp、Kc、Kp 是 分 别 以 平行 四 边 形 的 顶点 A、 
B.C.D 为 圆心 ,以 1 为 半径 的 圆 .求证 : 四 个 圆 Ks .Ka 、Kc、Kp 覆盖 
平行 四 边 形 ABCD 的 充分 必要 条 件 是 a 志 cosa + v3sina. 

(第 9 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 ] 作 公 ABD 的 外 接 圆 , 因为 
全 ABD 是 锐角 三 角形 ,所 以 它 的 外 接 圆 的 
圆心 O 必 在 全 4ABD 的 内 部 . 

首先 我 们 证 明 , 乙 ABCD 的 第 四 个 顶点 
C 必 在 @O 的 外 部 . 多 

用 反 证 法 . 着 C 点 在 @O 上 , 则 由 C 
与 A 在 BD 的 两 侧 , 必 有 (注意 到 BAD<90") 

LBCD= 180°— /BAD>%.. 
这 与 乙 4ABCD 的 对 角 相 等 , 即 人 BCD = 了 BAD<90" 相 了 矛盾. 

若 C 点 在 @O 内 , 则 仍 有 

LBCD>180°- /BAD>90°, 
也 与 了 BCD = 一 BAD<90" 相 矛盾 . 

因此 ,C 点 只 能 在 @O 外 . 

其 次 我 们 证 明 : 乙 ABCDD 被 四 个 圆 Ka 、Kp 、Kr 、Kp 覆盖 的 充分 
必要 条 件 是 个 ABD 的 外 接 圆 半径 尺 委 1. 

先 证 必要 性 . 

设 忆 ABCD 被 圆 K Kas .Kc 、Kp 所 覆盖 ,我 们 证 明 R 志 1. 

仍 用 反 证 法 . 若 R>1, 则 0O0A= 0B= OD>1. 

此 时 ,加 Ka 、Ksp、Kp 不 可 能 覆盖 点 O 〇 ,又 因为 C 点 在 @O 外 , 则 
OC>R>1, 圆 Kc 也 不 能 覆盖 点 O, 而 O 点 在 全 ABD 的 内 部 ,因而 也 
在 二 ABCD 的 内 部 ,这 样 ,在 之 ABCD 内 有 一 点 O 不 能 被 加 Ka、\Ks.、 
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入 了 有 





误 襄 沁 


Kc Kp 所 覆盖 ,导致 矛盾 . 

因此 R 志 1. 

再 证 充分 性 . 

设 尺 委 1, 我 们 证 明 乙 ABCD 被 圆 K KB 、Kc、Kp 所 履 盖 . 

从 点 O 向 三 边 作 垂 线 ,显然 ,这 些 垂 线 分 别 将 对 应 的 各 边 平 分 ,于 
是 ,这 三 条 垂 线 与 三 条 半径 OA .OB .OD 将 和合 4BD 分 成 六 个 直角 三 角 
形 ,并 且 每 个 直角 三 角形 的 斜 边 都 等 于 半径 R. 

由 于 直角 三 角形 的 任 一 顶点 到 该 直角 三 角形 中 的 任 一 点 的 距离 都 
不 大 于 斜 边 ,所 以 全 ABC 内 任 一 点 M ,必定 与 人 4ABD 的 某 一 顶点 的 距 
离 不 大 于 民 ,于 是 以 对 应 的 这 个 顶点 为 圆心 ,以 1 为 半径 的 圆 就 覆盖 了 
点 AM. 

因此 当 R 志 1 时 , 人 ABD 被 圆 K。、Ks、 Kp 所 覆盖 ,由 对 称 性 ， 
全 CDB 被 圆 Ke 、Kp、Ks 所 履 盖 ,所 以 , 己 ABCD 被 圆 Ka 、Ksp、Ke、Kp 
所 覆盖 . 

最 后 ,我 们 证 明 , 民 科 1 的 充分 必要 条 件 是 

a<cosa +V3sina . 
BD 


在 全 4ABD 中 ,由 正弦 定理 R= 一 ， 
sin BAD 
由 已 知 AD=1，AB=a，BAD = a， 则 由 余弦 定理 可 得 


BD’=1+4a’ -~ 2acosa, 
即 BD= V1+ai—2acosa, : @ 


VIA+a2 一 2acosa 
2sina 
Ln V1+a’—2acosa 
因此 ,Rl 的 充分 必要 条 件 是 Sl. 
1N GO 
因为 sina >0， 所 以 1 a 一 2acosa 信 4sin?a. 
BB a —2acosa + 1- 4sina<0, 
解 关 于 a 的 不 等 式 得 
COSQ 一 Vv3sina<Sa <cosa +V3sina 
又 因为 &=A4B>A4Deosa = cosa 宇 cosa -- V3sina ， 


于 是 ”a 之 cosa -y3sina 总 是 成 立 的 . 











把 四 代入 得 R= 
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因此 ”RI1 的 充分 必要 条 件 是 < 委 cosa + Y3sina. 

又 因为 尺 委 1! 是 圆 Ka 、Kp、Kc、Kop 覆盖 平行 四 边 形 ABCD 的 充 
分 必要 条 件 . 

因而 本 题 得 证 . 

14.14 设 |a,p ic， 了 | 分 别 是 两 个 矩形 的 长 与 宽 且 ac<c<dZ< 
,ap<cd .证明 : 可 将 第 一 一 个 矩形 放 入 第 二 个 和 矩形 内 部 的 充分 必要 条 
件 是 (6* 一 a?)* 所 (bd -ac)* + (bc -ad). 

(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 

[证 ] 设 第 一 个 矩形 已 放 人 第 二 个 和 矩形 内 ,日 


‘ d 
第 一 个 矩形 长 为 5 的 边 与 第 二 个 矩形 长 为 c 的 边 
的 夹 角 为 9,0< 9< 一 .计算 第 一 个 矩形 两 边 分 别 : 


在 第 二 个 矩形 两 边 上 的 投影 的 长 度 , 可 得 长 
becos0 + asinp<c， (x) 
zsing + acos0O qd. 


反 过 来 , 若 存 在 9€ (0 三 ) 使 得 ( x ) 式 成 立 , 则 可 依 上 面 所 述 将 
第 一 个 矩形 放 入 第 二 个 矩形 内 .因此 ,可 将 第 一 个 矩形 放 入 第 二 个 矩形 
内 的 充 要 条 件 为 :存在 9€ (0 ) 使 ( * ) 式 成 立 . 


设 x = cos0, y=sing. 则 存在 9€ (0 )， 使 ( x ) 式 成 立 的 充 要 条 


件 为 ,存在 x ,y>0 使 下 式 成 立 : 

br + ay 人 ec, 

[era 

rx +y=1. 

借助 解析 几何 的 知识 ,参考 右 图 可 知 这 
又 等 价 于 直线 br + ay= ec 与 直线 ar + by=4d 
的 交点 ( 守 - ,Se 和 不 在 加 2+ = 1 - 
的 内 部 , 它 等 价 于 

(b*—a) (bc -ad) + (bd -ac). : 

14*15 三 角形 工 的 内 切 圆 为 C, 边 长 为 a 的 正方 形 的 内 切 间 也 
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是 C. 证 明 : 这 正方 形 的 四 边 被 覆盖 部 分 的 总 长 不 小 于 2a. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 全 PQR( 妈 开 ) 的 边 与 圆 C 的 
三 个 切 点 把 圆 C 的 贺 周 分 成 三 段 红 ,正方 
形 DEFG 与 图 C 的 四 个 切 点 为 D 、E 、 
FG' ,这 四 个 切 点 必 有 两 个 切 点 在 同一 
段 弧 上 . 

, 记 正 方形 的 周 长 为 S. S= 4a. 
pn (D)D 下 在 一 条 狐 上 ,下 、G 在 男 一 条 绝 
人 R 上 .这 时 
Nf Ss 


DD +ED+FF+FG =4X 8 


(2)F.G 在 同一 条 缠 上 ,D’ 、E 分 别 在 另外 两 条 弧 上 。 
这 时 设 EE EF 分 别 与 QR 相交 于 EF ,PQ 切 圆 C 于 已 , 则 
2(FEF +FF)=2EF > FE ATEF 





= 与 =2a， 


EE'+PF>S(EE' +EF')=T x -Ta 
所 以 被 人 PQR 覆盖 的 正方 形 的 边 的 总 长 大 于 


1 S 
XxX—a+=24. 
3 了 4 了 2a 


综合 (1)、(2) 命题 得 证 . 

14*16 求证 :以 任意 四 边 形 的 边 长 为 直径 所 作 的 四 个 圆 能 完全 覆 
盖 这 个 四 边 形 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 1] 设 ABCD 为 任意 一 个 四 边 形 . 

作 AK | BD 于 K,CLj BD 于 L(K,L 可 能 重合 ). 如 图 

则 全 ABK 、 公 ADK .全 CBL 人 CDL 分 别 由 AB、DA、CB、CD 为 直 
径 的 圆 所 覆盖 . 

下 证 2] 假设 以 四 边 形 ABCD 各 边 为 直径 的 四 
个 图 不 能 完全 覆盖 这 个 四 边 形 , 则 必 有 一 点 了 在 上 述 
四 个 圆 的 外 部 ,从 而 APB 、BPC .CPP 、DPA 
均 大 于 90" ,从 而 
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/APB+,/ BPC+/ CPD+ /DPA >360", 
这 是 不 可 能 的 .因而 原 命题 成 立 ，. 
14.17 设 平面 闭 折线 的 周 长 为 1, 求证 :可 以 用 一 个 半径 是 二 的 
图 完全 盖 住 这 条 闭 折线 ， 
(第 12 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[证 ] 设 4 为 闭 折线 上 任意 一 点 , 取 8 点 ， 


M 

使 折线 AB 与 折线 BA 的 长 均 为 | SN 

连结 4B 取 4B 的 中 点 0, 作 ©O|( 地). NAN 

设 M 为 折线 上 任意 一 点 ,而 N 是 M 关于 O 
点 的 中 心 对 称 点 ,如 图 . 

则 4MBN 是 平行 四 边 形 ， 

20M= MN<AM+ AN= AM+ BM 
< 折线 AM+ 折 线 BM= 


1 
OM<— 

即 M 在 OO( 二 ) 内 ， 

14.18 设 在 桌面 上 有 一 个 丝线 做 成 的 线圈 , 它 的 周 长 是 21 .我 们 
又 用 纸 前 成 一 个 直径 是 1 的 圆 形 纸 片 , 试 证 : (1) 当 线圈 作成 一 平行 四 
边 形 时 ,我 们 可 以 用 所 前 的 圆 纸 片 完全 盖 住 它 ; (2) 不 管线 图 作成 什么 
形状 的 曲线 ,我们 都 可 以 用 此 圆 形 纸 片 完全 盖 住 它 . 

(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 


[证 ] (1) 如 图 ,线圈 作成 的 平行 四 边 形 为 ABCD， ; 
其 对 角 线 AC 、BD 相交 于 O, 则 和 
OD= 坟 ED< 二 (BC+ CD)= 工 /， 


2 4 C 
同 理 OC<3L \Z 


即 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 到 中 心 O. 的 距离 都 不 超 
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过 1 
因此 ,将 圆 纸 片 的 圆心 置 于 O 点 ,就 可 完全 盖 住 这 个 平行 四 边 形 . 


(2) 设 线圈 作成 一 任意 形状 的 曲线 C. 在 C 上 


人 取 一 点 P 和 -点 Q, 使 P 和 QQ 将 曲线 C 分 为 等 长 的 
/ZN 两 段 ,长 各 为 1. 设 Q 是 连接 已 和 Q 的 线段 PQ 的 中 
Pf 0 点 ,在 C 上 任 取 一 点 M ,联结 MO .MP 、.MQ , 则 


器 合 己 


OM <T(MP+ MQ)<I (MP+ MO) 


1 
了 

即 曲线 上 任意 一 点 到 O 的 距离 都 不 超过 -1 

因此 ,将 圆 纸 片 的 圆心 置 于 O 点 ,就 可 完全 盖 住 整个 曲线 . 

14.19 在 人 4BC 中 ,人 A 为 钝 角 , 求 作 一 个 面积 最 小 的 圆 ,把 这 
个 三 角形 完全 盖 住 ,并 说 明理 由 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ;1979 年 ) 

[作法 ] 以 BC 边 为 直径 作 一 个 圆 O ,此 圆 即 为 所 求 . 

[证 ] (1) 因 BC 是 所 作 圆 的 直径 ,一 BAC 为 钝 角 , 故 A 点 在 图 
内 , 即 圆 O 盖 住 人 ABC. 

(2) 共 有 另 一 圆 O“ 盖 住人 ABC , 因 BC 点 都 在 圆 O 内 , 故 BC< 
圆 O° 的 直径 ,所 以 圆 O 是 盖 住 人 ABC 的 最 小 圆 ， z 

14.20 ”在 边 长 为 1 的 正方 形 里 ,有 许多 直径 小 于 0.001 的 圆 , 任 
意 两 个 加 上 的 任何 两 个 点 之 间 的 距离 都 不 等 于 0.001. 求 证 :被 这 样 贺 
覆盖 部 分 的 面积 不 超过 0.34. 

(第 5 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 边 长 为 1 的 正方 形 里 那些 直径 小 于 0.001 的 圆 的 总 体 ( 并 
集 ) 记 为 图 形 下 ,分 别 沿 彼此 交角 为 60" 的 两 个 向 量 平移 0.001 ,得 图 形 
所 与 忆 . 

已 \F 这 三 个 图 形 都 在 边 长 为 1.001 的 正方 形 内 部 并 日 互 相 
不 重 登 .因此 每 一 个 图 形 的 面积 小 于 1.001*/3<0.34. 

14.21 在 平面 上 有 100 个 点 ,其 中 任何 两 点 的 距离 都 不 超过 1， 
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并 且 任 何 3 点 都 构成 钝 角 三 角形 . 证 明 :能 够 作出 一 个 半径 为 二 的 贺 ， 


使 得 所 有 这 些 点 都 在 这 个 圆 内 或 圆周 上 . 
(第 24 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 设 A;A; 最 长 ,AjA; 的 中 点 为 O, 而 1h;A， 


<<1, 作 @O (半径 为 六 ) 


设 AR 为 100 个 点 中 任意 一 点 , 则 
[AAA| 委 1，| Ai| 委 1 

且 人 A;AsA 为 钝 角 三 角形 ,由 于 A;A; 最 长 . 
一 444i >90"， 如 图 . 


1 
故 |OAi1 <=， 





即 和 在 以 AA 为 直径 的 加 内 ,当然 A 更 在 OO (半径 为 二 


) 内 ， 


车 |AA;1=1, 则 Ai, A 在 以 二 为 半径 的 OO 上 

14.22 在 圆 & 内 给 定 两 点 4 和 B. 证 明 : 存 在 这 样 一 个 贺 ( 实 际 
上 ,有 无 穷 多 个 ), 它 通过 点 A 和 B, 且 完全 在 圆 & 内 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1917 年 ) 

[证 ] 连接 圆 & 的 圆心 O 和 点 4. 显 然 ,以 线段 
OA 上 的 任意 一 点 C 为 圆心 ,以 CA 为 半径 的 圆 ,一 
定 在 圆 & 内 . z 

为 此 , 作 线 段 AB 的 垂直 平分 线 , 则 该 垂直 平分 
线 或 者 交 于 OA ,或 者 交 于 OB . 设 交 点 为 C, 则 以 C 
为 圆心 ,以 CA 为 半径 的 圆 完全 在 圆 太 内. 

14.23 求证 :任何 一 个 周 长 为 2a 的 多 边 形 ,总 可 以 用 一 个 直径 
为 a 的 圆 盖 住 . 





(波兰 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[证 ] 首先 我 们 证 明 
三 角形 一 边 上 的 中 线 小 于 另 两 边 之 和 的 一 半 . 
事实 上 , 设 OC 为 AB 边 的 中 线 ,延长 CD 到 了 ,使 OD = CO, 连 
AD、DB, 则 CD=20OC,， 
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后 记 


且 AC+BC=AC+AD>CD=20D, 


/A . OD<3(AC+ BC)， 
4 0 一 一 > 对 周 长 为 22 的 多 边 形 工 ,在 边 上 取 两 点 A、 


人 B, 使 A、B 平分 多 边 形 人 本 的 周 长 . 设 O 是 AB 
者 中 点 . / 
设 C 是 多 边 形 边界 或 内 部 的 任 一 点 , 连 AC、 
BC 、OC ,由 上 面 的 证 明 可 得 


OC< 二 (4AC+ BC). 
| p 1 
又 AC+BC<a, .. CC< 了 2 


因此 C 点 在 以 O 为 圆心 ,以 可 为 半径 的 贺 


的 内 部 , 即 以 a 为 直径 的 圆 能 盖 住 周 长 为 2a 的 多 边 形 . 
14.24 在 半径 为 2 的 圆 内 能 否 放 进 8 个 不 重合 的 边 长 为 1 的 正 


(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 】 将 8 个 正方 形 排列 如 图 ,我 们 证 明 
等 腰 梯 形 ABCD 的 外 接 贺 半径 小 于 2, 以 及 点 
EF 都 在 该 圆 内 . 

记 该 贺 圆 心 为 O、K 、L、M 分 别 为 AD、 
BC 和 EF 的 中 点 . 

设 OK=x, 则 LO=LK-OK=3~-x. 





又 OA?= AK?+ KO?= + 

且 BO=BL’:+1L0O:=1+(3- xz}, 

由 AO=BO 可 得 tl+(3- 1), 解 得 z= 
2 

则 ”OA = +( 汪 <2. 

所 以 等 腰 梯 形 ABCD 的 外 接 圆 半径 小 于 2. 

17 .31 


又 MO=2~ zz 一 OK， 
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2 
所 以 OE =\/ MO? + ( 吉 ) + 了 <2. 
于 是 .下 均 在 圆 O 内 . 
因此 半径 为 2 的 圆 内 能 放 进 8 个 边 长 为 1 且 互 不 重 谷 的 正方 形 . 
14.25 一 单位 正方 形 被 三 个 相等 的 贺 盘 所 覆盖 . (1) 证 明 存 在 半 


径 不 大 于 交 的 三 个 相等 的 圆 盘 能 够 覆盖 这 个 单位 正方 形 ;(2) 求 最 小 
可 能 的 半径 
(瑞典 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 】 设 ABCD 为 单位 正方 形 ， 


1 已 





取 AA|=Ai A;= BB'= B 1B2 = 8 第 
十 
M 和 EE 分别 是 CD、A1Bi 的 中 点 . 是 四 
Ci 点 为 APB 和 AIiB 的 交点 . . 4 和 
[0 | 是 
1 (+) -83- 4 
BO 7 1 十 g) ie -= 
1 2 
MA|I= MB'= 二 +- 二 | -6 


4 8 8 

所 以 以 O| 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 O 覆盖 了 矩形 4AABIB ,而 以 
MA4AI MB, 为 直径 的 圆 O;、 O3 分 别 覆 盖 了 和 气 形 ALEMD 和 和 矩形 
BCME ,因而 半径 为 + 的 三 个 圆 盘 覆盖 了 整个 正方 形 ABCD. 


又 由 于 名 < 如 ， 所 以 存在 三 个 半径 不 大 于 党 的 等 加 能 名 
覆盖 整个 单位 正方 形 . 

于 是 (1) 得 证 

下 面 再 证 明 :任意 半径 /< 的 = ,的 三 个 国 委 不 能 覆盖 单位 下 


方形 ABCD. 

由 于 四 个 顶点 有 两 个 相 邻 顶点 在 同一 圆 盘 中 , 设 A、B 在 圆 O， 
中 ,由 于 -<r, 所 以 4ID.CD .BIC 都 不 在 圆 O 中 . 

大 CD 同时 属于 同一 圆 盘 , 设 D.C 属于 圆 O, ,但 此 时 A A,、 
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BB， 不 属于 圆 O; ,而 圆 O; 不 能 同时 包含 A, .B; 两 点 ,因此 在 这 种 情 
况 下 不 能 覆盖 ABCD. 

若 也 属于 圆 0;,C 属于 圆 O;, 但 由 于 圆 0O; 和 俩 O; 都 不 能 同时 
覆盖 M、A1、A; 三 点 中 的 任意 两 点 ,所 以 这 三 点 中 至 少 有 一 点 不 能 被 
覆盖 . 

这 就 说 明了 半径 为 <r 的 三 个 圆 盘 不 能 覆盖 正方 形 ABCD. 

14.26 着 凸 五 边 形 内 所 有 边 长 都 相等 .(1) 求 证 :在 五 边 形 内 存在 
这 样 一 个 点 , 它 在 最 长 的 对 角 线 上 ,而 且 从 这 点 到 所 有 边 的 视角 不 大 于 
直角 .(2) 求 证 :以 它 的 所 有 的 边 为 直径 所 作 的 圆 不 能 完全 覆盖 五 边 形 . 

(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] (1) 设 AD 为 等 边 五 边 形 ABCDE 中 最 长 的 
对 角 线 ,K 为 AD 的 中 点 . 

AE=DE, .. /AAKE= /DKE= 90°. 

连 对 角 线 AC ,有 AC 志 AD. 

在 两 对 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 ABC 与 AED 
中 ,由 AC 委 4D， 

则 ABC 委 AED，BAC>DAFE. 

更 有 BAK>/KAE. (x*) 

由 此 可 知 ,A、B 位 于 直线 EK 的 同一 侧 . (因为 若 不 然 ,直线 EK 
与 线段 AB 相交 于 点 T, AE 宇 AT, ATE 之 人 AET, 进 而 TAK 声 
FAK. 即 BAK 二 人 EAK ,与 (x ) 和 矛盾.) 

同 理 可 证 ,点 C.D 位 于 直线 EK 的 另 一 侧 ( 与 A、B 不 同 的 一 侧 ). 

连 BK .CK , 若 人 BKC 之 90', 则 BC=a 是 入 BCK 中 的 最 大 边 , BK 


A 


<a HCK<a, 


又 内 AK <a，DK <a， 从 而 在 全 ABK 中 AB 是 最 大 边 , 在 
公 CDK 中 ,CD 是 最 大 边 . 

从 而 AKB>60', 生 CKD>60"， 此 时 ， 

AKB+/BKC+ /CKD>60°+90°+60°=210". 

但 AKB + 人 BKC+ CKD 是 平角 一 AKD= 180',， 矛盾 . 

所 以 BKC<90". 

因此 KK 点 就 是 对 所 有 边 视角 都 不 大 于 直角 的 点 . 

(2) 以 AB 为 直径 画 圆 , 因 AKB<90" ,所 以 天 在 该 贺 外 , 设 该 圆 
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交 BK 于 P，， 

同 理 kK 在 以 CD 为 直径 的 圆 外 ,该 圆 交 CK 于 PP;， 

又 天 也 在 以 BC 为 直径 的 圆 外 ,该 圆 交 BK 于 Pi, 交 CK 于 Ps， 

设 KP1 夺 KP;,,KP;3 所 KPs, 则 全 KP1P; 中 的 点 同时 在 上 述 三 个 圆 
之 外 ， 

设 EK 交 PIiP; 于 M ,在 线段 KM 上 任 取 一 点 P, 则 APE < 90”， 
人 DPE<90°,D 点 同时 在 五 条 边 为 直径 所 作 的 五 个 圆 的 外 面 ， 

”其 PP 点 不 能 被 这 五 个 圆 所 有 覆盖 . 

14.27 将 凸 九 边 形 工 的 一 个 顶点 记 作 A. 在 平面 上 平移 全 ,使 得 
顶点 A 依次 重合 于 其 余 8 个 顶点 ,得 到 8 个 与 了 全 等 的 凸 九 边 形 . 试 
证 :这 8 个 凸 九 边 形 中 至 少 有 两 个 相交 ( 即 有 公共 内 点 ) 


第 
(第 $7 届 莫 斯 科 数 学 竞赛 ,1994 年 ) + 
[证 ] 以 项 点 A 为 中 心 ,以 2 为 系数 作 工 四 
的 同位 侧 西 九 边 形 三 ,可 证 明 平 移 所 得 8 个 凸 九 站 


边 形 全 部 位 于 T 中 . r 
S(UT)SS(T)= 4S(T)， 
这 里 人 (i = 1,2,…,8) 表示 平移 所 得 8 个 凸 
九 边 形 ,S 表示 面积 . 
但 ”S(T;) = S(T),， i = 1,2,3,.,8, 
由 上 两 式 知 S(《 U T;)< >s(T) 


此 即 表明 存在 1<i<j<8 使 S(TNT)>0, 即 工 与 具有 
公共 内 点 . 

14.28 九 个 面积 都 是 1 平方 米 的 多 边 形 放置 在 面积 为 5 平方 米 
的 网 中 .证 明 :其 中 至 少 有 两 个 多 边 形 的 重叠 部 分 的 面积 不 小 于 十 平 
方 米 . : 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 


[证 ] 从 九 个 多 边 形 中 任 选 两 个 ,共有 G3= 一 = 36 种 情形 . 


假设 任 两 个 多 边 形 的 重 符 部 分 的 面积 都 小 于 二 平方 米 ,充其量 所 
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有 重 释 部 分 的 面积 和 小 于 
36x =4(m). 
这 就 推出 贺 内 不 重 肥 的 多 边 形 覆 盖 的 总 面积 大 于 


9m2 ~ 4m = Sm2 ， 


引出 丈 慎 . 


于 是 ,至 少 有 两 个 多 边 形 的 重 玖 部 分 的 面积 不 小 于 志平 方 粮 
14*29 求证 :如 果 一 个 凸 多 边 形 落 在 另 一 一 个 西 多边形 内 则 里 面 
的 凸 多 边 形 的 周 长 小 于 外 面 凸 多 边 形 的 周 长 . 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 设 凸 多 边 形 Mo = AjAs,…A, 位 于 
凸 多 边 形 M 之 内 . 
则 直线 A1A， 将 多 边 形 分 成 两 部 分 ， 其 中 
一 个 包含 凸 多 边 形 Mo, 记 作 Mj. 
记 多 边 形 M 和 Mi 的 周 长 为 Pw 和 Px . 
-一 设 直线 A1A, 与 Mo 的 边 交 于 BB. B;, 则 
BiBz 不 年 M 的 边 ,因此 有 Px < Pu 
直线 A,A; 从 多 边 形 Mi 中 切 出 一 个 包含 Mo 的 西 多 边 形 M,， , 辐 
样 有 Pu, 志 Pm . 
如 此 继续 下 去 ,得 到 一 系列 的 多 边 形 
MD MIDM2DD…M 
其 中 最 后 一 个 多 边 形 M, 与 多 边 形 Mo 重合 , 且 有 “ 
Pu> Pu Py,>… 之 Py = Py,. 
因而 本 题 得 证 . 
14.30 ” 设 一 个 凸 多 边 形 P 含 于 边 长 为 1 的 正方 形 内 , 试 证 :P 的 
各 边 的 平方 和 小 于 或 等 于 4. 
(第 27 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1966 年 ) 
[证 ] 设 Pl、P;、…、P, 是 PP 的 顶点 , 边 长 为 1 的 正方 形 为 
ABCD. 
且 设 Pl1、P',、…、P'， 是 是 多 边 形 P 的 个 顶点 在 AB 边 上 的 射 
影 . 
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PP … PP 是 西 多 边 形 已 的 2 个 顶点 
在 BC 上 的 射影 . 

由 于 多 边 形 已 是 凸 的 , 则 必 有 . 
P’'IP’ it Pop +P’,_1P? + P'P'?<2, 
PP23+ POP3+…+P P22+P .PIS2. 

从 而 . 

(PP 了 + PIP3)+ .+ (PP?+ 
PP 了 ) 委 4， 

即 PP3+P;,P+…+PPT<4. 


14.31 求证 : 任 一 单位 长 的 曲线 弧 都 能 被 一 面积 等 于 -的 抵 形 
所 著 盖 . 





(第 30 届 美 国 普 特 南 数学 况 赛 ,1969 年 ) 

[证 ] 我 们 来 考察 两 个 端点 位 于 x 轴 上 的 任 一 单位 曲线 绝 , 令 其 
端点 为 Po 与 P;. 

作出 一 个 四 边 分 别 与 x 轴 、 y 轴 平 行 且 完 
全 町 盖 这 个 曲线 弧 的 最 小 定形 (如 图 ) ,并 设 这 
个 矩形 的 长 4AB=a, 宽 BC = 6b. 

由 和 矩形 覆盖 曲线 的 最 小 性 质 可 知 ,矩形 的 
四 边 上 必 有 曲线 弧 上 的 点 ,依次 记 为 P'、 P,.、 
PP 

作 折 线 PP1P,P3PsPs, 则 其 长 至 多 为 1， 其 水 平分 量 至 少 为 a， 
垂直 分 量 至 少 为 25 ,因此 这 条 折线 的 长 度 不 小 于 Va 7440. 于 是 
V ec2 +402< 挟 1， 


即时 +40 委 1，0<a 委 1，0<0 入 1 





注意 到 ab = 十 [(o2+40) ~{(a -267]<7 [1 - (a—26)’]. 
于 是 当 a=26 时 ,ab 的 最 大 值 为 一 ， 即 拭 形 面积 的 最 大 值 为 二 
因此 任 一 单位 长 的 曲线 弧 都 能 被 一 面积 等 于 一 的 矩形 所 覆盖 
14.32 ”求证 :任意 一 个 凸 多 边 形 必 有 三 个 相 邻 顶点 ,过 这 三 个 点 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 蔡 典 827 





绸 言 己 


的 圆 包含 整个 多 边 形 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 考虑 所 有 这 样 的 圆 , 它 过 给 定 的 多 边 形 的 某 三 个 顶点 ,其 中 
两 个 是 相 邻 的 ,而 第 三 个 对 它们 所 张 的 视角 不 超过 90" ,这 样 的 圆 是 存 
在 的 ,比如 过 三 个 相 邻 顶点 的 圆 即 符合 要 求 . 

显然 ,这 样 的 圆 有 限 多 个 ,一定 有 一 个 直径 最 大 的 圆 C， , 设 此 圆 直 
径 为 d. 

为 确定 起 见 ， 设 多 边 形 的 相 邻 顶 点 为 Ai、 A;, 另 一 顶点 为 A, 且 
/AiAA,<90". 

设 给 定 的 多 边 形 的 某 个 顶点 B 在 圆 C 外 ; 且 B 与 4A 同 在 直线 
AiA; 分 成 的 同一 半 平 面 内 ,所 以 

LABA,< /AiAA,<. 
AiA，, AiA, 

从 而 gn ABA, sn AAA, qo 

于 是 由 正弦 定理 全 4,B4， 的 外 接 圆 半径 大 于 R, 与 贺 C 的 选取 
相 矛 盾 . 

因此 ,B 点 一 定 被 人 AlAA, 的 外 接 图 C 所 覆盖 ,从 而 圆 C 覆盖 束 
个 多 边 形 . 

下 面 证 明 : 与 顶点 A, 相 邻 但 不 同 于 A1 的 顶点 A; 在 所 取 的 圆 C 
的 圆周 上 . 

否则 , 若 A3 关 A 位 于 圆 C 中 由 弦 A;A 所 确定 的 弓形 的 内 部 , 则 

AA3A>180'- /AA1A>90°. 

又 由 正弦 定理 公 A>A;3A 的 外 接 回 半径 大 于 ,与 加 C 的 选取 予 
盾 . 

因此 ,顶点 Al、A,、A; 满足 条 件 . 

14.33 ”三 个 圆 两 两 外 切 于 X、Y、Z, 然 后 ,这 些 圆 的 半径 扩大 到 
坟 倍 ,网 必 不 变 ， 求证 : 人 XYZ 的 每 个 点 至 少 被 扩大 后 的 一 个 图 所 覆 
善 . ; 

(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 对 全 XYZ 内 的 任 一 点 O, 40OB .一 BOC 、 一 COA 中 至 少 
有 一 个 不 小 于 120”. 
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设 了 AOB 之 120" ,于 是 只 需 证 
2 2 ，2 
40+ OBS 万 4 + 万 肛 万 4B 
事实 上 
AB?* =402+ OB’ ~ 2AO': OBcos/ AOB. 
: 宕 AO’ + OB*+ AO* OB 
之 (AO + OB)’ ~ AO':OB 





之 (AO + OB)?- (AO + OB)’ 


= 二 (40+ OPB). 


第 
因此 有 AO+ OB 二 二 AB= 二 AX+ 寺 XB. | 
a 1 
若 AO> 二 AX, 08B> 之 XB, 可 有 AO+ BO> 夺 AB. 站 
EN /3 


因此 AOE AX, OB xB 至 少 有 一 个 成 立 . 
V3 /3 





不 妨 设 A0<AX 成 立 , 即 O 点 被 以 A 为 圆心 二 4AX 为 半径 的 


圆 所 覆盖 . 
14.34 A 是 平面 上 n(n 之 2) 个 点 的 集合 .证 明 : 存 在 以 集合 A 的 


某 两 点 为 直径 两 端的 圆 ( 含 周 界 ) 内 至 少 含有 集合 A 中 的 [二 | 个 点 


其 中 [zj 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 当 n=2 时 ,结论 显然 . 

当 nn 之 3 时 ,考虑 能 够 盖 住 A 中 个 点 的 所 有 圆 中 最 小 的 一 个 圆 ， 
并 将 此 贺 记 为 圆 C. 

(1) 震 圆 C 的 圆周 上 只 有 集合 A 中 的 两 个 点 PQ. 

我 们 证 明 这 两 点 恰好 是 圆 C 的 直径 的 两 个 端点 . 

用 反 证 法 . 知 P.Q 不 是 直径 的 端点 . 设 集合 A 中 的 其 余 n 一 2 个 
点 Al,A;,…,A,_; 对 PQ 的 张 角 满足 

LPAIQE/PAQE…EL PA,.Q. 
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如 果 二 PAIQ>90", 则 以 PQ 为 直径 的 图 C 也 包含 了 集合 A 中 的 
全 部 点 且 半 径 为 加 C 小 ,从 而 与 圆 C 最 小 矛盾 . 
如 果 二 PAIQ 委 90 , 则 过 PQA1 三 点 的 圆 ,同样 也 包含 了 集合 A 
中 的 全 部 点 ,由 正弦 定理 可 知 ,此 圆 半径 比 图 C 的 半径 小 ,从 而 与 圆 C 
最 小 矛盾 . 
所 以 P,Q 是 圆 C 直径 的 两 个 端点 . 圆 C 是 满足 题 意 的 圆 . 
(2) 现 设 在 圆 C 的 辆 周 上 含 集合 A 的 点 不 少 于 3 个 , 则 从 中 可 选 
出 3 个 点 ,它们 构成 的 三 角形 是 直角 三 角形 或 锐角 三 角形 .否则 , 若 圆 
C 的 圆周 上 的 任意 三 点 构成 的 三 角形 都 是 钝 角 三 角形 , 则 它们 都 位 于 
圆 C 的 一 段 劣 弧 PQ 上 ,这 样 我 们 可 作 一 个 比 辑 C 小 的 圆 , 它 包含 劣 弧 
PQ 及 A 中 的 点 ,这 与 圆 C 的 最 小 性 矛盾 . 
对 于 集合 A 中 的 在 圆周 上 的 三 个 点 P、.Q、R ,全 PQR 是 锐角 三 角 
形 或 直角 三 角形 ,于 是 以 PQ 、QR 、RP 为 直径 分 别 作 圆 , 则 这 三 个 圆 覆 
盖 了 圆 C ,也 就 覆盖 了 集合 A 中 的 ”个 点 ,因此 这 三 个 圆 中 至 少 有 一 - 
个 加 含有 集合 A 中 的 至 少 | 过 | 个 点 . 
14*35 求 一 个 具有 最 小 尺寸 的 正方 形 , 使 得 其中 能 安放 5 个 半径 
为 1 的 圆 , 并 且 任 意 两 个 圆 都 没有 公共 内 点 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 ABCD 是 以 O 为 中 心 且 边 长 为 a 
的 正方 形 , 它 含有 5 个 两 两 没有 公共 内 点 的 半径 
为 1 的 圆 ， i 
则 这 些 圆 的 圆心 落 在 以 O 为 中 心 且 边 长 为 
a 一 2 的 正方 形 ABCID 中 ,其 中 A1B1/ 4B. 
连接 正方 形 A BjCiD,) 的 对 边 中 点 的 连 线 
“把 它 自身 分 为 四 个 小 正方 形 . 
由 抽 慑 原理 ,一 定 有 一 个 小 正方 形 含 有 两 个 圆心 ,因此 ,这 两 个 加 
心 的 距离 不 超过 小 正方 形 的 对 角 线 的 长 ,并 且 它 们 的 距离 不 小 于 2, 因 
2 委 O4, = 全 = 2 
于 是 得 到 4 之 2 V2+2. 





(a -2). 
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最 后 ,如果 a =2Yy2+2, 且 五 个 半径 为 1 的 圆心 为 O、 4 .BI CGC. 
D1, 则 满足 题目 的 要 求 . : 
因此 正方 形 边 长 的 最 小 值 为 a =2 VYy2+2. 


14.36 设 小 圆 的 半径 为 ,大圆 的 半径 为 .试问 :最 少 要 用 多 少 


个 这 样 的 小 圆 才能 将 大 图 盖 住 ? 
( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1947 年 ) 


[ 解 】 (1) 半 径 为 的 圆 可 用 7 个 半径 为 
ZR 
C0 ) 


的 圆 盖 住 . 

这 7 个 圆 可 以 这 样 分 布 :它们 的 圆心 为 贺 内 
接 正 六 边 形 各 边 的 中 点 及 大 圆 的 圆心 . 

(2) 用 少 于 7 个 半径 为 二 的 圆 ,不 能 盖 住 半 
径 为 > 的 圆 . 

因为 在 半径 为 二 的 图 中 ,两 点 间 的 最 大 距离 等 于 / ,而 在 半径 为 + 





本 和 有 的 


个 小 圆 能 盖 住 大 圆 的 周 长 不 超过 二 


因此 ， 为 了 盖 住 大 圆 的 圆周 ， 至少 必须 用 6 个 小 加 
然而 ,这 6 个 小 圆 不 能 盖 住 大 圆 的 圆心 . 否则 , 若 某 个 小 圆 盖 住 了 
大 圆 的 圆心 ,那么 这 个 小 圆 最 多 和 大 圆 的 圆周 有 一 个 公共 点 .所 以 用 6 


个 半径 为 了 的 圆 不 能 盖 住 半径 为 + 的 圆 








因此 ,用 7 个 半径 为 一 的 小 图 一 一 定 能 盖 住 半径 为 的 大 图 


14.37 平面 上 有 1992 个 点 ,其 中 任意 12 个 点 中 必 有 两 点 的 距离 
小 于 1, 证 明 : 存 在 半径 为 1 的 圆 , 它 至 少 羡 住 182 个 点 . 
(中 国 黑 龙 江 省 哈尔滨 市 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] 在 1992 个 点 中 任 选 一 点 O1, 以 O01 为 圆心 作 半 径 为 1 的 
贺 , 如 果 Q@OI 已 经 盖 住 1992 个 点 , 则 结论 已 经 成 立 . 
如 及 OI 没有 盖 住 全 部 的 1992 个 点 , 则 一 定 有 点 0; 在 @O, 外 
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面 ,此 时 O10O;>1, 以 O; 为 圆心 ,以 1 为 半径 作 O;. 如果 点 O; 不 被 
OO GD: 盖 住 , 则 作 @O3;. 类 似 地 , 作 提 DO、 GO, 这 里 OO; > 
1(1<i<j<11). 

至 此 ,我 们 说 这 11 个 天 已 音 住 了 全 部 的 1992 个 点 . 因为 若 有 点 
Ow 没 被 盖 住 , 则 O| … .OU 这 12 个 点 中 两 两 的 距离 均 大 于 1, 与 假设 
任意 12 个 点 中 有 两 点 距离 小 于 1 矛盾 . 

于 是 ,我们 作 的 11 个 半径 为 工 的 圆 已 盖 住 了 全 部 1992 2 个 点 ， 由 于 
1992= 11x181+1, 故 由 抽 居 原则 知 ,11 个 半径 为 1 的 阅 中 有 一 个 至 
少 盖 住 了 182 个 点 . 

14:38 设 C 是 一 个 以 正 多 边 形 为 边界 的 闭 凹 平板 , 试 证 :对 于 每 
个 正 整 数 .x 存在 这 平面 上 的 一 个 集合 S(n), 其 任意 个 点 都 能 被 C 
钱 盖 ,但 S(2) 本 身 不 能 被 C 覆盖 . 

(第 17 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1957 年 ) 

[证 ] 设 C 为 一 正 & 边 形 ,其 内 切 圆 半径 为 -~. 


对 于 一 个 给 定 的 正 整数 1, 令 S= S(y) 表 示 半 径 为 rsec 一 一 7 的 


本 题 相当 于 证 明 : 

(1) 匹 论 C 如 何 放置 ,都 不 能 覆盖 $ 

(2) 对 于 S 的 任意 个 点 Pi、P;、…、P, ,存在 一 种 C 的 设置 法 ,使 
C 能 盖 住 点 集 1P,P; ，……，, 忆 |. 

为 证 明 (1), 负 需 证 明 任何 一 个 半径 为 r1> r 的 圆 都 不 能 在 C 的 
内 部 . 

事实 上 ,以 O 为 圆心 (O 是 正太 边 形 C 的 中 心 ) 以 rr > r 为 半径 的 
圆 不 全 在 C 的 内 部 ,由 对 称 性 ,以 C 内 其 他 点 为 圆心 ,xr| 为 半径 的 圆 
S$ 也 不 能 被 C 覆盖 . 
现在 证 明 (2). 
、 令 Pi， P;, 四 ;也 ,是 S 的 点 ， 并 且 在 C 内 固定 一 
| 个 点 Q， 'Q 到 O 的 距离 为 rsec 2， 

.放置 C, 使 得 C 的 中 心 0 与 S$ 的 中 心 O 重合 ， 
则 Q 在 S 上 . 
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Ci < 


设 A, 是 上 段 每 段 长 为 记 - 弧度 的 强 的 并 集 ， 即 满足 条 件 一 一 





Logan 
若 Qe Ai, 则 PP 位 于 C 上 或 C 外 ,A 的 总 长 为 一 强度 ,从 而 整个 
口 A; 的 长 至 多 为 x, 所 以 ,S - U A; 至 少 有 长 度 x, 因 此 只 要 将 C 旋 


转 ,使 得 QE S - U A, 时 , 则 点 Pi、P，、…、P, 就 全 在 C 的 内 部 ,因而 
(2) 得 证 . 

由 (1) (2) ,本 题 得 证 . 

14*39 ”平面 的 一 个 子 集 如 果 含 有 所 有 的 边界 点 , 则 称 为 闭 集 . 闭 
集 的 直径 是 指 它 的 任意 两 点 间距 离 的 最 大 值 . 求证 : (1) 一 个 单位 正方 


形 可 以 用 三 个 直径 不 超过 立 @S 的 闭 集 覆盖 (2) 一 个 单位 正方 形 不 能 


ep 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] (1) 在 正方 形 ABCD 的 边 AB、DC 上 分 | 
别 取 AE= DF= 束 , 连 EF, 又 设 昌 和 G 分别 是 EF | 下 
和 BC 的 中 点 , 连 HG ,这 样 得 到 三 个 和 矩形. 
我 们 计算 这 三 个 矩形 的 对 角 线 长 (矩形 的 直 





用 三 个 直径 均 小 于 





经 ) ,由 勾 股 定理 得 8 6 ¢ 
wf- 光 
,pos (7Y (1Y_V5 
EG= Fu= (3) + (= ) gi 
因此 正方 形 ABCD 可 用 和 矩形 AEFD ,BGHE 和 GCFH 覆盖 ,它们 
的 直径 均 不 超过 5 
册 MAE 
(2) 假 设 有 三 个 直径 小 于 一 一 的 集合 Mi、M; .Ms 覆盖 正方 形 


世界 数学 奥林匹克 和 解 题 大 辞典 833 


4BCD. 
由 于 4 与 C 不 可 能 在 同一 个 M; 中 ,B 与 D 也 不 可 能 在 同一 个 AM 
中 ,由 于 4 .8 .CD 四 点 分 布 在 三 个 集合 AM; 中 , 则 必 有 两 点 在 同一 个 
M; 中 ,所 以 可 假设 AD 在 集 Mi 中 . 
V65 
8 


给 言 这 


设 AF= DE = (其 中 瓦 .下 在 边界 4B 、 DC 上), 由 于 M 的 直 


V65 
8 





径 小 于 ~ 站, 则 玉 .F 均 不 在 Mi 中 ,不 妨 设 巨 在 M, 中 ， 


设 BG = FG 站 ( 其 中 G 在 边界 BC 上), 则 GG 不 在 Mj; 中 ,GG 


应 在 Ms 中 ,从 而 BC 均 在 Mi; 中. 四 
设 为 AB 的 中 点 ,我 们 计算 KF 与 KC 的 长 : 





2 8 - 
所 以 不 在 M;、M; 中 ,显然 K 也 不 在 MI 中 ,这 与 Mi、M,、M， 
盖 正 方形 ABCD 矛盾 . 

14.40 同一 平面 上 的 四 个 半 平 面 完全 覆盖 了 这 个 平面 , 即 : 平 面 
上 的 任意 一 点 至 少 和 四 个 半 平 面 中 的 一 个 半 平 面 的 某 一 个 内 点 相 重 
合 . 求证 :从 这 四 个 半 平 面 中 ,可 以 挑选 出 三 个 半 平 面 ,它们 仍 能 覆盖 
全 平面 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,19S1 年 ) 

[证 1] 用 反 证 法 . 假设 结论 不 成 立 . 

那么 ,如 果 从 四 个 半 平 面 中 去 掉 一 个 半 平 面 时 , 则 平面 上 至 少 有 一 
氮 未 被 盖 住 .这 就 相当 于 在 平面 上 有 四 个 点 Pj 、P，、P; .P, ,它们 之 中 
的 每 一 个 仅 被 一 个 半 平 面 所 覆盖 ,并 且 四 个 半 平 面 中 的 每 一 个 仅仅 盖 
住 点 Pi .P,P;.P, 中 的 一 个 . 

我 们 证 明 这 是 不 可 能 的 , 即 证 明 在 任何 盖 住 全 平面 的 任意 四 个 半 
平面 中 ,总 可 以 找到 这 样 一 个 半 平 面 ,它们 盖 住 了 四 个 给 定点 中 的 两 个 
点 . 


(1) 如 果 P;(i=1,2,3,4) 中 有 三 个 点 在 一 条 直线 上 ,那么 必 有 一 
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点 在 另 商 点 的 中 间 , 盖 住 中 间 一 点 的 半 平 面 至 少 应 该 盖 住 该 点 两 边 的 
两 个 点 中 的 一 个 ,此 时 这 个 半 平 面 至 少 盖 住 两 个 点 . 

(2) 如 果 P( =12,3,4) 中 任意 三 点 都 不 共 线 ,上 有 一 点 ( 设 为 
P4) 在 其 他 三 点 为 顶点 的 三 角形 ( 即 信 PP; P;) 内 . 

设 直线 P; P, 与 边 PjP; 交 于 M 点 .由 (1) 盖 pp 
住 了 Ps 点 的 半 平 面 一 定 还 盖 住 .P;: 或 M. 

”者 这 个 半 平 面 还 盖 住 了 P;, 则 它 至 少 盖 住 了 
两 个 点 P; 和 P;. 

若 这 个 半 平 面 还 盖 住 了 MM， 间 样 还 盖 信 也 | 
或 已 ， 于 是 它 盖 住 了 Ps 和 P| 或 Pp, 中 的 一 个 . 

(3) 如 果 P,(i= 1,2,3， 4) 中 任意 三 气 都 不 夫 线 ， 且 这 四 点 构成 
个 凸 四 边 形 PP, P;P4. 

设 PP;P;P; 的 对 角 线 的 交点 M. 

由 (1) , 盖 住 点 M 的 半 平面 至 少 益 住 了 Pi 或 PP， 信人、 
中 的 一 个 ( 设 为 Pi) ,也 同时 盖 住 了 P; 或 Py 中 的 一 < 
个 ( 设 为 P,), 即 瘟 住 M 的 半 平 面 至 少 盖 住 了 Pl 和 LN 
P;. z ' ? 
由 以 上 ， 人 的 两 个 于 大 本 
题 得 证 . : 

[证 2] 先 考虑 一 个 引 理 : 

如 果 三 :条 射线 盖 住 了 一 一 条 直线 ， 那么 可 以 从 中 挑 出 两 条 射线 羔 住 
整 条 直线 . 

事实 上 , 盖 住 整个 直线 的 三 :条 射线 中 有 两 条 射线 是 指 同一 一 方向 ,这 
时 这 两 条 射线 中 的 一 个 完全 包含 在 另 一 个 里 面 ， 如 果 把 这 条 训 全 双全 
在 另 一 一 条 射线 里 面 的 射线 去 掉 ， 那么 剩 下 的 两 条 射线 将 盖 住 整个 直线 ， 
从 而 引 理 得 证 . 

我 们 研究 一 个 半 平面 (我 们 把 这 个 半 平 面 叫 第 个 半 平面 ) 的 边界 
直线 . 

第 一 个 半 平 面 的 边界 直线 被 其 他 三 个 半 平 面 盖 住 ,如 果 它 们 之 中 
的 一 个 盖 住 了 整个 边界 线 ,那么 它 将 把 整个 第 一 个 半 平 面包 含 在 里 面 
(否则 ,这 两 个 半 平 面 盖 住 了 整个 平面 ) ,因此 去 掉 第 一 个 半 平 面 , 剩 下 
的 三 个 半 平 面 盖 住 了 整个 平面 . 
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人 乌 十 加 


条 
羔 
问 
是 








如 果 三 个 半 平 面 中 的 每 一 个 半 平 面 盖 住 的 仅仅 是 两 条 射线 (这 个 
半 平 面 边界 线 把 第 一 个 半 平 面 的 边界 线 所 成 的 两 条 射线 ) 中 的 一 条 , 那 
么 由 引 理 ,被 三 个 半 平 面 盖 住 的 三 条 射线 中 的 两 个 盖 住 了 第 一 个 半 平 
面 的 整个 边界 线 , 如 果 这 三 个 半 平 面 的 每 一 个 与 第 一 个 半 平面 的 边界 
线 没有 任何 一 个 公共 点 , 则 结论 成 立 . 

我 们 再 来 研究 盖 住 第 一 个 半 平 面 的 边界 线 的 两 个 半 平 面 的 边界 
线 . 如 果 这 两 个 半 平 面 的 边界 直线 平行 ,那么 这 两 个 半 平 面 盖 住 了 整个 
平面 . 
如 果 这 两 个 半 平 面 的 边界 线 交 于 点 M, 当 点 M 在 第 一 个 半 平 面 
内 时 ,这 两 个 半 平 面 和 第 一 个 半 平 面 一 起 盖 住 了 整个 平面 , 当 点 M 不 
在 第 一 个 半 平 面 内 时 ,那么 第 一 个 半 平 面 可 以 去 掉 , 而 其 他 三 个 半 平 面 
将 盖 住 整个 平面 ,因为 在 这 种 情况 下 ,边界 线 交 于 点 M 的 两 个 半 平 面 
完全 盖 住 了 第 一 个 半 平 面 . 

由 以 上 ,本 题 得 证 . 

[证 3】 我们 用 f(i=1,2,3,4) 表 示 四 个 半 平 面 . 

假设 本 题 的 结论 不 成 立 , 那 么 存在 一 个 点 Pi ,在 四 个 半 平 面 fi、 
所 、f3、fs 中 仅仅 fi 盖 住 了 它 . 紫外 还 生 在 点 P;、P;、P4, 每 一 个 这 样 
的 点 仅仅 被 半 平 面 f;、f;、fs 中 的 一 个 盖 住 . 

连接 点 Pi 和 Ps 的 直线 段 应 该 和 和 半 平 面 fs 的 边界 线 有 公共 点 
Q1, 因 为 f4 盖 住 了 点 Ps, 但 没有 盖 住 P, , 半 平 面 f 和 f; 没有 盖 住 点 
Q1, 这 是 因为 户 和 f; 都 不 能 盖 住 线段 P, P, 的 端点 ,因而 不 能 盖 住 
PP 的 内 点 ,因此 ,在 四 个 半 平面 中 , 盖 住 点 Qi 的 只 能 是 半 平 面 有 i. 

类 似 地 , 半 平 面 六 的 边界 上 还 有 这 样 的 点 Q, 和 Qi ,它们 中 的 一 
个 只 被 半 平 面 户 盖 住 , 另 一 个 点 只 被 半 平面 f; 盖 住 ,然而 这 是 不 可 能 
的 ,因为 Qt、 Q: 和 Q; 是 一 条 直线 ( 半 平 面 户 的 边界 线 ) 上 三 个 互 
不 相同 的 点 , 盖 住 它们 中 间 的 点 半 平 面 至 少 盖 住 两 个 边 上 的 点 中 的 一 


个 . 


鱼 半 忆 


所 得 到 的 矛盾 证 明了 本 题 断 言 的 正确 性 . 

14.41 (1) 探照灯 的 照射 角 为 90" ,证 明 如 果 将 四 架 探照灯 放 在 广 
场 的 任意 四 个 点 上 ,总 可 以 调整 它们 使 整个 广场 各 处 都 被 照 到 . (2) 在 
空间 的 八 个 点 上 放置 探照灯 , 若 它 的 照射 范围 是 以 此 点 为 顶点 的 直 三 
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面 角 ( 即 棱 互 相 迁 直 的 三 面 角 ). 证 明 : 这 些 探照灯 能 照 亮 所 在 的 整个 空 
间 . 
(第 1 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] (1) 今 在 平面 上 引 直 线 /, 把 平面 分 成 两 
个 半 平 面 .使 每 一 个 半 平 面 内 都 有 已 知 点 中 的 两 个 
点 .显然 ,分 别 位 于 一 个 半 平 面 的 两 个 点 上 的 两 个 
探照灯 在 旋转 时 可 以 照 到 另 一 个 半 平 面 . 

(2) 作 一 平面 ,使 已 知 点 中 有 四 个 在 它 的 甲 侧 ， 
而 其 余 的 四 个 在 乙 侧 ,利用 (1) 的 结果 , 甲 侧 的 四 个 
点 上 的 探照灯 可 以 照 亮 乙 侧 半 个 空间 , 乙 侧 的 四 个 
点 圭 的 探照灯 也 可 以 照 亮 甲 侧 半 个 空间 . 

14"42 ”一 个 战士 想 要 查 遍 一 个 正三 角形 区 域内 及 边界 上 有 无 地 
雷 , 他 的 探测 器 的 有 效 半径 等 于 正三 角形 高 的 一 半 , 这 个 战士 从 三 角形 
的 一 个 顶点 出 发 开始 探测 , 问 他 循 怎样 的 探测 路 线 才能 使 查 遍 整个 区 
域 的 路 程 最 短 ? 





号 十 入 


人 


(第 15 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 士兵 从 A 点 出 发 ,为 了 检查 点 B 


和 C, 士 兵 必须 达到 分 别 以 B 和 0C 为 中 心 , 以 号 为 半 
径 的 弧 上 的 某 点 D 和 EE(h 为 正三 角形 ABC 的 高 ) 
由 于 BR = 四 ,所 以 当 路 径 ADEB 最 短 时 , ADE 


也 最 短 , 此 时 ,从 A 到 D 和 从 DD 到 下 的 路 径 必须 是 
直线 段 , 且 天 必须 在 线段 DB 上 . 
在 这 种 情况 下 ,为 使 ADEB 最 短 ,点 D 必须 取 在 AD + DB 达到 最 
小 的 位 置 ,此 时 必 有 DA = DB, 即 点 DD 是 从 C 到 AB 边 上 的 高 的 中 点 . 
事实 上 ,者 取 弧 上 的 另 一 点 D' ,我 们 作 DLLDB 于 L, 作 DM| 
AD 于 MM, 那 么 ,D' 必 在 DL 和 LDM 的 平分 线 之 间 , 从 而 有 
DL<DM,LD> MD. 
4D + DB>AM+LB=(AD+ DB)+(LD- MD)S> AD+ DB. 
最 后 ,我 们 证 明 :士兵 在 通过 上 述 路 径 ADE 时 ,可 以 查 遍 整个 正 
人 ABC. 





4 F B 
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”为 此 ,在 路 笃 上 任意 一 点 作 AB 的 垂 线 GF ,显然 这 点 和 垂 线 与 正 
三 角形 边 的 交点 的 距离 不 大 于 过 .由 于 这 些 垂 线 柳 盖 四 边 形 AFGC， 
条 所 以 四 边 形 AFGC 将 被 完全 探测 到 .另外 ,点 下 .B、G 被 以 E 为 圆心 ， 
了 为 半径 的 圆 所 覆盖 ,所 以 剩 下 的 人 FBG 也 将 被 完全 探测 到 ， 

因此 ,士兵 可 以 查 遍 整个 正和 ABC 
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第 十 五 草 ” 洒 古 


15.1 正 整 数 a、5b、c.d 满足 a6b=cd,a+b=c-~4d, 求 证 ;存在 一 


第 
个 直角 三 角形 ,各 边 的 长 为 整数 ,面积 为 ab. + 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 五 

[证 ] 由 ab=cd 及 atb+qd 二 c 得 l 是 


(atad)(btd)=ab+d(at+b+d)=abt+cd=2ab. 
(atd)}+(b+d) =a*+6+2d(atb+d)=a*+b:+2cd 
=a*+b :+2ab=(a+6). 


所 以 以 a + d,6+ d 为 直角 边 的 三 角形 斜 边 为 (o + 6)2 ,面积 为 六 


(atd)(b+d)= ab. 

15.2 若 直 角 三 角形 两 直角 边 均 为 整数 , 且 是 方程 mx 一 2 一 m 
+1=0 的 根 (z 为 整数 ) ,这样 的 三 角形 存在 否 ? 车 存在 请 给 出 满足 题 
设 的 三 边 长 ; 阁 不 存在 请 说 明理 由 . 

(中 国 湖北 省 黄冈 市 数学 竞赛 ,1996 年 ) 


[ 解 ] 若 交 =0 时 ,= 了 ,这 时 原 方程 无 整数 根 , 则 彤 尖 0 那么， 
itvVm:—m+l 
X12 | 
i 
当 m=1 时 ,x=2 或 0, 这 样 的 直角 三 角形 也 不 存在 . 
假设 还 存在 不 为 0 或 1 的 整数 六 ,使 得 方程 


mz -2r~m+t+1=0 


有 整数 根 , 则 必 有 m* -m+1 是 一 个 整数 的 平方 . 
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令 jy? 一 m+1=k*(k 为 整数 )， 即 m* 一 m=1:(k* 一 1). 

则 有 (mmr 一 1)m=(&k-1)(k+1). 

而 m(m 一 1) 是 两 个 连续 不 为 0 的 整数 的 习 积 ,但 (一 1) 和 (k++ 
1) 或 1 和 (k* 一 1 不 是 两 个 连续 整数 ， 改 mz0 且 m 交 1 时 ,m*: -m+l!l 
不 是 某 整 数 的 平方 

综 上 所 述 ,满足 条 件 的 直角 三 角形 不 存在 . 

15.3 者 三 角形 三 边 a 6c 均 为 正 整数 ,其 中 ga 委 5 魏 c,(1) 若 
=5, 则 这 样 的 三 角形 有 几 个 ? 〈2) 老 6=2(7 是 正 整 数 ) , 问 这 样 的 三 角 
形 又 有 几 个 ? 


nl: 二 


(中 国 江 苏 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] (1)'. a .bc 均 为 正 整 数 朋 a 二 5 二 c, 则 当 65=5 时， 


有 a=5, c=5,6,7,8,9 共 5 个 三 角形 ， 
a=4, c=5,6,7,8,， | 共有 4 个 三 角形 ， 
a=3, c=5$,6,7, 共有 3 个 三 角形 ， 
a=2, c=5,6, 共有 2 个 三 角形 ， 
a=1, c=5, 共有 1 个 三 角形 . 


~ 5+4+3+2+1=15. 
敦 当 = 5 时 ,这 样 的 三 角形 有 15 个 . 


(2) 当 b=17 时， 
a=1, c=1,l+],…,271~1. 共 /个 三 角形 
a=1—1; c=/1,1+1,.…,21~2. 共 1 一 1 个 三 角形 
a=1-2, c=1,l1+1,.…,21—3. 共 1 一 2 个 三 角形 ， 
Qa 二 |， C 一 /， 只 有 一 个 三 角形 . 

it+1 

D+) + tt1= 
wr %. 一 一 Z 十 于 

故 当 5= /7 时 ,这 样 的 三 角形 有 全 全 个 


15.4 阁 a、b.c 为 一 三 角形 的 三 条 边 , 则 方程 br t(b te 一 
a”)z++c?*=0 的 根 是 复 共 轿 的 . 试 证 之 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1939 年 ) 
[证 ] 题 设 一 元 二 次 方程 的 判别 式 
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A=(82+Tc2 一 0 一 422c7 
=(b+ct—-a—2bc)(b +c -a’+2bc) 
=[(b-c)*- a][(b+ ce) -a’] 
=(b-a-c)(b+ta-c)(b+t+c~a)(b+c+a), 
ac 是 A4BC 的 三 条 边 . 
at+b>c, 
Ce 
at+c>6. 
从 而 4 人 <0. 故 所 论 的 二 次 方程 没有 实 根 ， 因此 为 共 轿 复 根 . 
15'5 在 等 腰 公 ABC 中 ,已 知 AB = AC= kBC, 这 里 上 为 大 于 1 
的 自然 数 ,点 品 .E 依次 在 AB、AC 上 , 且 DB= BC= CE,CD 与 BE 相 


交 于 O. 求 使 G< 为 有 理 数 的 最 小 自然 数 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 连 DE, 易 知 BCED 为 等 腰 梯 形 . 





又 由 题 设 知 /2= /1= 3， 
人 OBCHA BCD, 
从 而 OC: CD= BC2z - 中 友信 
又 CO BE AB_ AB ko /和 A\ 
OD DE AD AB-DB kA-1’ 
CO _ kk B C 
CD 2k-1 吕 
得 QC __&k 
中 xx 多 ,和 7 
人 
BC 2k—1 
因 3 一 了 为 有 理 数 ， 月 与 2k 一 1 互 质 , 故 上 与 2& 一 1 都 是 完全 


平方 数 
当 =4,9,16 时 ， 2k 一 1=7,17,31 都 不 是 完全 平方 数 . 
当 有 =25 时 ， 2k 一 1=49 是 完全 平方 数 . 


综 上 所 述 ,=25 时 是 使 为 有 理 数 的 最 小 自然 数 
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大 





15.6 公 ABC 三 边 长 为 a、.5、c, 将 各 边 2 等 分 , 今 各 顶点 到 其 对 
边 上 的 n 一 1 个 分 点 的 距离 平方 的 总 和 为 S. 求 证 ; SS 是 一 个 


a2+b2+e? 
有 理 数 . 
(第 3 届 拉 丁 美 洲 地 区 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 A; 为 BC 边 上 从 B 算 起 的 第 ;i 
个 分 点 ,全 AA;B= 0. 
由 余弦 定理 得 


.7 。 
i 

= AAf+—a’? -2AA,;:—acos0, 0 
nn 好 


| 





(n—i)? 
2 


n 


bp?= AA?+ a2+244 一 一 acosb. GO) 
ni 
(n—-2)i a2, 


n 


Dx(n-i)j+@xi 得 (2 -ct+ 访 =H1AA+ 一 一 一 


即 AA2= p+ 2 《ii 2 
”nn 1 nn | 

同 理 ,对 AB、CA 上 第 i 个 分 点 Bi.C; 分 别 有 

(n—2)i 


t ni 
BB?=—c?+——a’? ~ 3 b*, 
nH n 
Rn 《7 一 (n- iD)i 2 

nn 


1 


nu—i 
S = (AA? + BB? + CC?) 
i=1 


ni + -2 

\ i t 
= tt) (1- 广 + 训 | 
二 天 ni 


-etp+te)| -DD- 1+] 


= (a+ p+e). (5n— 1 
on . 
5 -Una-b 
az+p2:+e? 6n 
SS 人 


15.7 ”给 定 不 等 边 锐角 三 角形 ,过 其 中 一 顶点 作 高 ,过 另 一 顶点 作 
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中 线 ,过 第 三 个 顶点 作 角 的 平分 线 . 求 证 :如 果 这 三 条 线 相交 构成 一 个 
三 角形 , 则 它 不 可 能 是 等 边 三 角形 . 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 设 不 等 边 锐角 公 ABC 的 高 4 互 , 中 线 
BM 与 角 的 平分 线 CL 相交 构成 等 边 三 角形 . 
线段 AH 与 BM .BM 与 CL .CL 与 4H 的 交 
依次 用 P、Q、R 表示 . 
在 全 CHR 中 ， 
LCHR=90°, /CRH=60", 
全 RCH=30". 于 是 ACB=60.. 





在 ACMQ 中 ,AQCM= RCH=30',， MQC=60*. 
(BQC=60" 是 不 可 能 的 ,否则 人 ABC>ZQBC=180"- LBQC | + 
到 QCB=90', 从 而 全 ABC >90', 即 人 ABC 是 钝 角 三 角形 矛盾 ). 王 


从 沿 


于 是 QMC=90’*,，BM | 4AC. 
又 因为 BM 是 AC 的 中 线 , 则 MBC = 30 ， 了 AMB = 30"， 
. ZACB= LABC= /BAC=60°. z 
即 人 ABC 是 等 边 三 角形 ,与 已 知 矛 盾 . 
全 PQR 不 是 等 边 三 角形 . 
15"8 在 全 ABC 中 ,BC 边 上 的 高 AD= 12, 一 A 的 平分 线 AE = 
13 , 设 BC 边 上 的 中 线 AF 一， m, 间 mm 在 什么 范围 内 取 值 时 ,人 A 分 别 
为 锐角 、 直 角 、 钝 角 . 
(第 1 居中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 
[ 解 1】 我 们 先 证 明 一 个 辅助 命题 : 
命题 ” 作 题 设 和 全 4BC 的 外 接 贺 O 〇 ,延长 AE 交 外 
接 圆 O 于 G, 连 FG, 则 FG .| BC, 且 直线 FG 过 圆心 
O 〇 ,同时 z z 
A 为 锐角 时 ，AF> 0A > FG; 
A 为 直角 时 ，AF = O4 = FG， 
A 为 钝 角 时 ，AF< OA < FG. 
由 个 ADEWAGFE, 及 DE=5， 
得 FG_ EF FG _EF 
AD DE’12 5 
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… A 为 锐角 时 ， 六 > 五 = 二 





12 5 
几 3 
条 好 EF< 3™. 
* 同 理 4 为 直角 时 ，EF = F 六 ，A 为 钝 角 时 ， 
EF > 7m 
下 面 研究 命题 本 身 ， 


由 勾 股 定理 得 EF= Vm-12* 
A 为 锐角 时 ， Vm $< 











ry 12 x.137 
解 得 m< 119 
男 一 方面 有 办 >13，.… 3<m< 时 ,人 A 为 锐角 . 
z _12x13 ix 
同 理 m= 119 时 ,A 为 直角 ，7ma > 119 时 ,A 为 印 角 ， 


[ 解 2] 首先 由 勾 股 定理 得 
= VAE’- AD’ = VI¥ -12=5. : 
不 论 和 全 ABC 怎样 变化 ,直角 公 AED 总 是 固定 的 . 


说 EAD = 0a， 于 是 tge= 之 . 


12 
又 设 人 BAE= 人 CAE=8B， 
则 人 BAD= Bt+a,ACAD=B-a. 
从 而 BD= AD:tg(B+a)= 12tg(B+ a). 
且 CD=AD:tg(B-a)=12tg(8 -a). 
由 BD= BF+ FD.CD= CF FD 及 BF=CF 有 


| 


FE DC 


FD = |BD- CD!=6lte(B+a) tg(B- oa 


tgattgp _ tga ~ tgb 
1 一 tgatgp8 1+tgatgB 
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2tga(l+tgB)| 。 1+tgp8 i 四 

1- tgatgB 一 > 5 \ 站 
(8 

下 面 分 三 种 情况 进行 讨论 : 

(1) 当 人 为 锐角 时 ， 0<8< 十 ， 0< ep<l 


1440 
(x) 5< FD< 一 一 9 


= VAD’+ FDi= V144+ FD’, 


V144+5<m< J 好 13< < 一 一 一 一 





12x13 
119 





[se 洲 


(iD 当 A 为 直角 时 ， p= 也 ， teB=1, 
Sx2 
-的 
12 7/ 


x 132 
一 - /TE 3. 


119 
(iii) 当 A 为 钝 角 时 ， 4 <8<7 一 &， 


I<ep<w(F- 4)= one (号 ) 


由 @ 式 可 得 Dr> 1 10 ， 从 而 m > ll 


综 上 可 有 : 


当 13<m< 


涛 滞 


由 (*) 式 FD= 


12x 13 
119 
12 x 13 
9 
、 12 x 
当 n> 一 一 一 区 3- 时 ， A 为 钝 角 
15.9 一 个 三 角形 三 边 之 长 为 6.8、10, 求 证 :仅仅 存在 一 条 直线 
同时 平分 这 个 二 角形 的 面积 和 周 长 


(第 17 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
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时 ,A 为 锐角 ; 





当 m = 时 ,A 为 直角 ; 





Me 站 沁 





[证 ] 由 66+8=10 可知 此 三 角形 为 直角 三 角形 ， 

设 此 三 角形 为 和 ABC , 且 乙 C 为 直角 ,AG=6,BC=8,AB= 10. 

则 公 ABC 的 周 长 为 24 ,面积 也 为 24. 

显然 ,过 入 ABC 的 任 一 顶点 的 直线 不 能 满足 题目 的 要 求 . 

这 是 因为 ,任何 平分 面积 的 直线 必定 平分 对 边 ,这 时 ,这 样 的 直线 
自然 不 能 平分 原 三 角形 的 周 长 ,所 以 ， 符合 要 求 的 直线 只 4 能 是 与 三 角形 
的 二 边 相 交 的 直线 . 

(1) 设 符合 要 求 的 直线 与 AB 及 AC 相交 ,交点 记 为 
S 与 工 . 

设 CT=zr，47T=6->， 于 是 由 
4S+ 4T= 卫 x24=12 
得 AS=6+ 工 . 
又 因为 这 条 直线 也 平分 三 角形 的 面积 ， 


12 = Sensr= 半 (6- x)(6+ x)sinA = (36- 7) 一 


-<(36- x’). 
B 得 r=V6. 
从 而 , 令 AT=6-~Y6,AS=6+v6, 得 到 S 和 荆 两 
一 点 ,直线 ST 满足 要 求 . | : 
- 《2) 设 符合 要 求 的 直线 与 BC 及 BA 分 别 相交 于 S 
七 4 及 他. : : | 


设 BS=6-x, BT=6+x. 
由 平分 面积 的 要 求 , 应 有 


1 . 
12 = Sapsr= 3 (6 x)(6+ Xx)sinB 


器 


3 
=10™ (36- x). 
此 方程 无 实数 解 . 
因此 ,这 样 的 直线 不 存在 . 
(3) 设 符合 要 求 的 直线 与 CA 及 CB 分 别 相交 于 S 及 工 . 
设 CS=6-x,， CT=6+x. 


C SA 
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由 平分 面积 的 要 求 ,应 有 
12= Sacsr= 方 (36- x*), 


解 得 ”x=2Y3. 

从 而 CS=6-2V3，CT=6+2V3. 

但 CT=6+2V3>8= CB. 

所 以 这 样 的 直线 不 存在 . 

由 以 上 , 仅 有 (1) 中 情况 发 生 , 即 仅仅 存在 一 条 直线 平分 这 个 三 角 
形 的 面积 和 局 长 . 

15.10 如 图 ,全 ABC 和 公 ADE 是 两 个 不 全 等 
的 等 腰 直 角 三 角形 . 现 固 定 公 ABC ,而 将 全 ADE 绕 
4 点 在 平面 上 旋转 . 试 证 :不 论 公 ADE 旋转 到 什么 


位 置 ,线段 EC 上 必 存 在 点 M, 使 人 BMD 为 等 腰 直 “ 本 “ 
角 三 角形 . y 
(中 国 高 中 数学 联赛 , 1987 年 ) 
[证 1] .全 ABC 与 人 ADE 不 全 等 ， 


不 论 全 ADE 在 平面 上 绕 A 点 怎样 旋转 , BD 、CE 必 不 为 零 ， 
且 B.C.DLE 四 点 不 共 线 . 
过 A,C,E 及 CE 的 中 点 MM 作 BD 的 生 线 , 交 
BD 或 BD 的 延长 线 于 A .CE' 及 M (如 图 1). 
容易 证 得 人 4AATDS2ABCC， 


入 44 人 DEADFE 五 . 
CC = BA’, EE’= DA’, 
BC = AA’ = DE’,, 
又 MM /CC /EE', 且 M 是 EC 的 中 点 ， 图 1 


于 是 , 当 C.E 位 于 BD 同 侧 时 (图 1): 

MM’ = (CC + EE')=5 (BA’+ AD)=7BD. 
当 CFE 位 于 BD 异 侧 时 (图 2): 

MM’=71CC’ -EE'I=1BA’ -DAI=>BD. 
当 巨 在 BD 上 时 ,E 与 EE 重合, 同样 有 
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并 潜 


[2 一 处 





MM' = 六 BD. 


而 C 不 可 能 在 BD 上 
MM 尖 0, 和 否则 将 有 人 ABCS2 和 ADF ,与 
4 题 设 矛盾 . 

总 之 ,M 是 BD 的 中 点 ,所 以 全 BMD 为 
等 腰 直 角 三 角形 . z 

[证 2] 设 4 为 坐标 原点 ,由 4 到 C 的 
方向 为 x 轴 正 向 ,建立 直角 坐标 系 . 人 ADE 
绕 A 点 旋转 后 , 设 x 轴 正 向 按 逆 时 针 旋 转 到 
AD 的 角 为 9, 则 AE 与 x 轴 正 向 夹 角 为 + 





给 言 已 





再 设 公 ADE 的 直角 边 长 为 1, 人 ABC 的 
四 直角 边 长 为 a,a >>1, 则 A、B、C、D.E 坐标 
3 分 别 为 : 


A(0,0), B( 呈 。， 2 ]， C(Y2a,0), D(cos0, sing), 


E(V5cos( e+ 三 ) sn( e+ 至 )， 





sin( 9+ ) . 
直线 CE 的 方程 是 : y= (x —y2a), 
cos( 9+ )-a . 
即 sin(9+)rt a-cos(0+) | -y=Vasin( 9+ ) Q) 


设 点 M 在 直线 CE 上 ,其 坐标 为 (x,y), 且 和 BMD 为 等 腰 直 角 三 
角形 , 则 M 点 的 坐标 除了 满足 @ 式 外 ,还 必须 满足 以 下 两 个 方程 ， 


一 个 是 等 腰 条 件 : 
2 2 
(zep2+(y-sng)2= (4 -a | + (va ， 
即 (V2a—2cos0)r + (V2a -2sing)y=a—! 人 
加 式 就 是 线段 BD 的 垂直 平分 线 方程 . 
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另 一 个 是 垂直 条 件 ; 
Y2 


y-sing” 2” 

Xx™— cos0 /2 = 1 ® 
7 7 24 

解 由 Q@ .@ 组 成 的 关于 x vy 的 二 元 一 次 方程 ,注意 到 


or) aoe 
-| 4 ， 4 = ~ V2a?+4acos0 -2, 
V2a 一 2cosg V2a -2sinb 





7 
当 A 尖 0 时 ,由 台 ,@ 组 成 的 方程 组 有 惟一 解 , 那 当 casg 关 和 
， 全 
时 ,方程 组 有 惟一 解 . 
z= at 二 (cos9 sing), 
(4) 是 


y= 末 (cosg+sing)， 
将 上 述 x+ .y 值 代 人 加 式 左 端 得 
订 (cosg -sing) 林 (cosg+ wt 
万 .2 “< 


了 4 -7 (cos0 + sing) 广 (cosb - sing) 


所 以 @ 满 足 避 式 ， TiO 好 为 所 来 满 题 没 条 件 的 : 点 的 坐标 . 此 点 
恰 为 线段 CE 的 中 点 . 


当 cosg= 


= 一 | 





a 十 
2 V2a 
sin( 9+ 4 ) sn(e+ 4 ) esn(e+ ] ) 
2a — 2c080 ac2+1l1 2 一 1 
V24a - -一 一 
V2a 
所 以 ,BD 的 垂直 平分 线 与 CE 重合 , 取 CE 的 中 点 M, 代 人 加 ,四 ， 
显然 满足 . 
综 上 所 述 ,可 以 对 一 切 a>1, 无 论 信 ADE 绕 A 点 怎样 旋转 ,线段 
CE 上 总 存在 中 点 M ,使 人 BMD 为 等 采 直 角 三 角形 . 
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加 况 己 


[证 3] 把 人 ABC 放置 到 复 平面 中 ,使 A、B、C 所 对 应 的 复数 为 
0， ap'4 ， vV2a (a>1). 


设 AD 的 长 为 1, 则 了 .下 所 对 应 的 复数 分 别 为 o8,V3ei (or 了 
CE 的 中 点 M 所 对 应 的 复数 为 


了 (ie+Va(eS) ) 


注意 到 |BD|= |aei4 一 ea| 





5 5 
= (acos TT -cosb ) + (asin T sing ) 
= a +1- V2a(cos0 + sing). 

: 开 - x \ 
| BM| = | ae's -7 (V2a + DC9+) )|, 


| DM| = -7 (Vz + Viei(e+#))), 


计算 得 知 MI=IDMI= 交 1BD| 


故人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

15'11 台球 泉 的 形状 是 三 角形 的 ,这 三 角形 的 内 角 之 比 是 有 理 
数 .用 台球 杆 撞击 位 于 台球 桌 内 某 点 的 台球 , 台球 按 * 反 射 角 等 于 人 射 
第 ”的 规律 由 台球 桌 旁 反射 出 来 .求证 :台球 只 可 能 沿 有 限 多 个 方向 运 


” 动 (假定 台球 不 落 到 台球 桌 外 ). 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1970 年) 
4 [证 j 首先 证 明 , 当 台球 先 由 全 ABC 的 AC 边 
反射 出 来 ,再 由 AB 边 反 射 ， 则 台球 运 动力 向 偏转 


: 的 角度 等 于 2 人 BAC. 
AAA 如 图 , 设 台 球 人 射 AC 边 的 方向 与 AC 边 成 a 
< ' s 角 , 入 射 AB 边 的 方向 与 AB 边 成 8 角 ,偏转 角度 为 


> , 则 
7=(180° -2a)+(180"-28)=2(180 ~ a- 8)=2LBAC. 
由 于 已 知 三 角形 ABC 的 内 角 之 比 是 有 理 数 ,所 以 存在 数 4 及 自 
然 数 - 、s .1 适合 : 


850 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 








BAC=Ar, 4BC=A 5 /A ACB= A. 
于 是 由 三 角形 内 角 和 定理 得 A(xr+s+1)= 


记 7=r+y+zt， 则 1= 一 ， 7 为 自然 数 . 


若 台 球 双 又 过 偶数 次 反射 后 ， 其 运动 方向 偏转 的 角度 等 于 王 的 偶数 


倍 , 即 等 于 下 列 各 数 之 一 : 
2A, 4A, 6A, ,2nA= 27. 
因此 ,台球 经 过 偶数 次 反射 后 的 运动 方向 有 种 可 能 , 美 似 地 .名 
球 经 过 奇数 次 反射 后 的 运动 方向 也 有 7 种 可 能 . 
于 是 ,台球 可 能 运动 方向 不 超过 2 种 . : 
15.12 是 理 任意 一 个 由 四 边 形 才 可 用 折线 分 成 两 部 分 ,使 得 其 中 
每 一 部 分 的 直径 都 小 于 原 四 边 形 的 直径 ? 了 
(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


底 汶 


[ 解 ] 管 案 是 否定 的 . 
事实 上 ,考虑 一 个 凸 四 边 形 ABCD ， 其 中 
AB= AC= BC=d, BD<d. 
这 个 四 边 形 的 直径 为 d， : 
当 用 折线 将 该 四 边 形 分 成 两 部 分 时 ,三 个 顶点 
A .B.C 中 至 少 有 两 个 属于 同一 部 分 ,于 是 这 一 部 
分 的 直径 等 于 4 而 不 是 小 于 a. 
.15*13 过 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 作 各 边 (或 其 延长 线 ) 的 垂 线 
求证 这 些 垂 足 是 某 一 平行 四 边 形 的 顶点 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 在 乙 ABCD 中 ,0O 是 AC .BD 的 交点 . 
过 O 点 作 EF LAB 于 巨 , 交 CD 于 下 AS 可 


过 O 点 作 GH | BC 于 G, 交 DA 于 所 .如 图 ， 从 
易 证 OE=OF, OG=OH. . ZR 


故 ”EGFH 是 平行 四 边 形 . 
15.14 ”在 正方 形 ABCD 内 放 一 个 正方 形 A'BCD”. 求证 :线段 
AA',BB ,CC ,DD 的 中 点 也 是 某 个 正方 形 的 顶点 ， : 
(基辅 数学 奥林匹克 ， 1962 年 ) 





-7 





Mh 言 忆 





来 的 四 边 形 4BCD 的 重心 互相 重合 . 


[证 ] 设 LM、N、P、R 分 别 是 线段 44 、 
BBCC 、AB、B'C 的 中 点 .如 图 


LP L 3AB, MR 之 二 BC， 


LP=MR, LP| MR. 
同 理 ”PM= RN, PM _LRN. 
1 ZLPM=AMRN, ALPMSEAMRN. 
故 LM= MN， LMMN. 
闻 理 可 证 其 他 .， z 
15.15 将 四 边 形 ABCD 的 每 条 边 三 等 分 ,过 边 AB 及 AD 上 靠近 
项 点 A 的 两 个 分 点 作 一 直线 ,类 似 地 分 别 过 靠近 顶点 B.C.D 的 两 个 
分 点 各 作 一 直线 ,这 些 直线 交 出 一 个 新 的 四 边 形 .求证 :新 四 边 形 与 原 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[证 ] 设 新 四 边 形 为 MNPQ ,各 分 点 如 图 所 


MN/ AC, PQ/ AC, 

MN/ PQ. 
同 理 ” MQ/ NP. 
因此 ”MNPQ 为 平行 四 边 形 . 

我 们 首先 求人 ABC 和 公 ADC 的 重心 . : 

设 K 是 AC 的 中 点 , 则 入 ABC 的 重心 在 中 线 BK 上 , 设 BK 交 
T,T; 于 S， 四 





BS 2 

又 酸 = 李 , 则 5S 为 人 ABC 的 重心 

因为 ”入 BIT4cABAC, 则 S 是 TT 的 中 点 . 

同 理 ， 公 ADC 的 重心 R 也 是 TsTs 的 中 点 . 

由 于 如 果 一 个 图 形 由 两 个 互 不 重 迭 的 部 分 组 成 ,那么 这 个 图 形 的 
重心 在 这 两 部 分 重心 的 连 线 上 . z 

因此 ,四 边 形 ABCD 的 重心 在 SR 上 , 即 在 平行 四 边 形 MNPQ 的 
边 MN 和 PQ 的 中 点 连 线 上 .同样 , ABCD 的 重心 也 在 平行 四 边 形 . 
MNPQ 的 边 MQ 和 NP 的 中 点 连 线 上 . 
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这 两 条 中 点 连 线 的 交点 是 平行 四 边 形 MNPQ 的 中 心 , 也 就 是 它 
的 重心 ,因而 也 是 ABCD 的 重心 ,于 是 四 边 形 ABCD 与 MNPRQ 的 重心 
重合 . | 

15*16 设 在 是 四 边 形 中 有 关系 式 AB+ CD= BC + AD 成 立 . 求 
证 :全 ABC 的 内 切 圆 与 人 ACD 的 内 切 圆 相 切 . 

(第 15 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1952 年 ) 

[证 ] 设 和 全 ABC 和 公 ACD 的 内 切 圆 分 别 / 
与 对 角 线 AC 相 切 于 KK| 点 和 KK, 点 .不 失 一 般 
性 , 设 K, 在 A .Ki 之 间 . z 

设 其 他 切 点 分 别 为 下 .FF.G.、 晶 . (如 图 ) 





AK,= AE, AK|= AH, 第 

KiK; =AH- AE=(AB- BH)- (AD- DE) + 
= AB~ BH AD+ DE . 和 
=AB~ AD~ (BC- CG)+(CD- CF) 是 
=A4B+CD-AD-BC+CG=-CF. 0) 

CKI=CG, CK,= CF, : 

KIK,= CF- CG. © 

+@ 得 2KI1K;=(AB+ CD)-(AD+ BC)=0, 
KiK,=0. . 


即 AC 是 两 圆 的 公 切 线 , 故 两 圆 相 切 . 
15*17 求证 ;至 少 存在 两 个 互 不 全 等 的 四 边 形 ,它们 具有 相同 的 
面积 和 周 长 ,是 每 一 个 都 有 外 接 圆 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 考虑 第 一 个 凸 四 边 形 T , 设 Ti 的 周 长 为 2p ,面积 为 S , 边 
长 分 别 为 a .bc .4d, 和 目 a 、6b、c 两 两 不 等 .并 设 T 有 外 接 圆 . 
因为 TT 为 圆 内 接 四 边 形 , 所 以 
S=V(p-a)(p-6)(p-c)(p-ad). 
由 算术 -几何 平均 值 不 等 式 
(p-a)(p-b)(p- ce)(p-d) 
< (£0tpbtpetp dp 
4 16 
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因此 有 S<. : 
王 面 我 们 证 明 还 存在 一 个 凸 四 边 形 T,, 它 内 接 于 加 ,其 周 长 为 
2p ,面积 为 $. 但 与 Ti 不 同 的 是 它 有 三 条 边 相 等 . 
设 三 条 相等 的 边 为 zx, 则 另 一边 为 2 户 - 37. 
考虑 天 数 Fr)= VvV(p-r)(p-r)(p-r)(3r—p). 


容易 验证 (全 )=0, (2)=£ 


六 


， 
由 于 S< 介 , 及 /(z) 是 连续 函数 , 则 必 存 在 一 个 roE 


(全 .二 ) ,使 f(z0)=S. 


因此 以 zo 为 三 条 边 的 边 长 ,2p -3x6 为 第 四 条 边 的 四 边 形 合乎 
题 设 要 求 . / 

由 以 上 ,T 与 了 不 全 等 , 且 都 有 外 接 圆 以 及 有 相同 的 面积 和 周 
长 . 

15.18 求证 :用 任何 四 边 形 的 4 条 边 都 可 以 作成 一 个 梯形 . 

(第 23 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[证 ]】 设 a 之 b 宇 c 之 d 为 四 边 形 之 边 . 

pi+cti+ad>a, 
! b+c>a-d. OQ 

' c b . atc>b+d, 
Ci 4 . (a-d)+c>v. © 
显然 更 有 (a-d)+b>e @ 

由 中 名 .加 知 可 用 a 一 4d .5、c 为 边 长 作 一 个 三 角形 , 设 为 人 ABE. 
如 图 . 

延长 AE 到 C 使 EC=4d, 过 点 B 作 BD 人 EC， 连 CD. 

则 梯形 ABCD 即 为 所 求 . 

15.19 命题 "一 对 对 角 及 一 对 对 边 相等 的 四 边 形 必 为 平行 四 边 
形 对 吗 ? 如 果 对 ,请 证 明 ; 如 果 不 对 ,请 作 一 四 边 形 满足 已 给 条 件 ,但 
它 不 是 平行 四 边 形 ,并 证 明 你 的 作法 . 

《中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
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[ 解 ] 命题 不 真 . 反例 如 下 : : k 

任意 作 一 等 边 人 ABC ,在 底 边 BC 上 取 品 ,使 得 
BD>DC, 由 呈 作 一 2 = 一 HH 如 图 , 取 DE = AC, 连 结 
AE, 人 人 ADCLQADAE 知 , 一 下 = 一 C= /LB). 

DE=A4C= AB, 8 站 
四 边 形 ABDE 满足 已 给 条 件 ， 

但 AE = DC< BD, 故 四 边 形 ABDE 不 是 平行 四 边 形 . 

15.20 在 平面 上 ,给 定 两 条 封闭 折线 .每 条 都 是 奇数 段 线段 组 成 . 
这 些 线段 所 在 的 直线 是 各 不 相 重合 的 . 且 其 中 任意 三 条 均 不 交 于 一 点 . 
试 证 可 在 每 条 折线 中 各 选取 一 线段 .使 得 它们 可 以 作为 凸 四 边 形 的 对 

《第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 如 果 第 一 条 折线 中 的 一 线段 平行 于 第 二 条 折线 中 的 某 线 
段 , 那 么 结论 显然 成 立 (以 它们 作为 梯形 或 平行 四 边 形 的 一 组 对 边 ). 现 
考虑 不 同 折线 的 任 二 线段 都 不 平行 的 情况 . 

我 们 称 线段 所 在 的 直线 为 这 条 线段 的 生成 直线 . 因为 两 条 折线 均 
有 奇数 段 线段 ,所 以 一 条 折线 的 生成 直线 与 男 一 折线 的 生成 直线 的 交 
点 数目 N 是 奇数 . 
”““ 今 用 反 证 法 .假设 题 新 不 成 立 . 那 么 在 每 条 折线 上 不 论 怎样 各 选 一 
条 线段 , 则 它们 的 生成 直线 的 交点 将 必 在 其 中 的 一 条 线段 上 .因此 ,两 
折线 的 生成 直线 间 的 交点 数目 

N= (第 一 条 折线 与 第 二 条 折线 的 生成 直线 的 交点 数 ) + (第 二 条 
直线 与 第 一 条 直线 的 生成 直线 的 交点 数 ) ~- (两 条 折线 之 间 的 交点 数 )， 

请 注意 ,最 后 一 项 的 交点 数 在 头 两 个 项 的 和 式 中 被 重复 计算 了 一 
次 , 故 减 去 . 

我 们 对 一 条 折线 沿 着 某 个 方向 移动 ,直至 两 条 封闭 折线 之 间 没 有 
交点 为 止 . 

在 这 个 移动 过 程 中 ,它们 的 交点 数 可 能 随 之 在 某 瞬 间 发 生变 化 . 即 
当 一 条 折线 的 某 个 顶点 A 落 到 另 一 折线 的 某 段 线段 /7 上 时 ,关于 移动 
的 方向 可 这 样 选择 :顶点 在 移动 过 程 中 不 会 与 男 一 折线 的 到 点 或 自 交 
点 重合 . 

只 需 研 究 两 种 情况 : 当 交 于 顶 A 的 两 条 线段 位 于 /7 的 两 侧 ( 图 1) 
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杂 
是 





或 同 侧 (图 2). 


a 





图 1 图 2 


在 第 一 种 情况 下 ,交点 数 不 变 ;在 第 二 种 情况 下 ,交点 数 增加 或 减 
少 2. 不 论 哪 种 情况 ,交点 数 的 奇偶 性 不 变 . 当 最 终 移 到 两 折线 不 相交 
时 ,交点 数 为 偶数 (0). 

类 似 地 可 以 证 明 ,一 折线 与 男 一 折线 的 生成 直线 的 交点 数 也 是 侦 
数 ,由 此 ,NN 是 偶数 ,这 与 N 是 奇数 相 巴 盾 . 命题 得 证 . 

15*:21 试 证 :在 平面 上 不 存在 A、B、C.D 四 点 ,使 得 个 ABC、 
从 BCD、 公 CDA、 合 DAB 者 是 锐角 三 角形 . 

(第 19 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1956 年 ) 

[证 ] 分 两 种 情况 : 

第 一 种 情况 ,有 一 点 在 某 三 角形 内 ,不 失 一 般 性 , 设 D 在 个 ABC 
内 .( 如 图 1) 


图 1 图 2 


假 格 人 ADB<90"*,， 人 ADC<90°"， BDC< 90°, 

则 360°"= 人 ADB+ 了 ADC + 人 BDC<270', 矛盾 . 

第 二 种 情况 ,任何 点 均 在 其 他 三 角形 外 ,不 失 一 般 性 , 设 DD 在 
个 ABC 外 ,和 且 设 A、B.C.D 组 成 贞 四 边 形 ABCD. (如 图 2) 
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假若 ABC.ZBCD .CDA .DAB 均 小 于 90"， 
则 360"= 了 人 ABC+ BCD+ 人 CDA + 人 DAB<4xXx90", 矛盾 . 
综 上 ,命题 得 证 . 
15.22 已 知 : 凸 四 边 形 ABCD , 它 的 所 有 的 边 和 对 角 线 的 长 度 都 
是 有 理 数 , 设 O 是 对 角 线 的 交点 .求证 :线段 AO 的 长 度 也 是 有 理 数 . 
(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 设 ABC=p8,48D=p DBC=P. 
由 AB、BC 、AC 均 为 有 理 数 ,可 知 cosB 为 有 理 数 ,由 4B 、BD 、4D 
为 有 理 数 ,由 余弦 定理 易 知 cos8 是 有 理 数 . 
由 BD .BC .CD 是 有 理 数 ， 可 由 余弦 定理 求 得 cosB 为 有 理 数 . 
而 cosB= cos( Bi + B,) = cospBl coOSB2 — sinB1 sing> 
sinB1 sinB> 为 有 理 数 . . 
sin*B; 二 1 一 cos 8B; 是 有 理 数 . 
sn _ sinB1sinp2 是 有 理 数 、 是 
sing, sin “8 


1 . 
AO SAawo0 2 sn _ AB sinp! 


又 -~ 
OC SAcp BC sinBy 


上 








到 CB: BC sinp> 
(其 中 上 是 有 理 数 ) 
AO rr 
4O+OC r+t+l. 





好 





15.23 在 平面 上 引 四 条 直线 ,使 得 其 中 每 两 条 都 相交 ,而 任意 二 
条 不 共 点 .这 些 直 线 中 的 每 一 条 都 与 其 余 的 直线 有 三 个 交点 .于 是 分 割 
出 两 条 相 邻接 的 线段 .试问 :这 样 的 8 条 线段 的 长 度 能 否 分 别 等 于 (1) 
1,2,3,4,5,6,7,87?(2) 不 同 的 自然 数值 . 
(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (1) 不 可 能 . 如 图 1 长度 为 1 的 线段 既 不 能 是 个 ABE 也 不 
能 是 人 EFD 的 边 . 这 由 三 角形 的 两 边 之 和 大 于 第 三 边 容易 推出 . 故 只 
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能 BC=1 或 CD=1. 
设 BC=1, 则 BF= CF, 因 为 人 BCF 中 两 边 之 











和 差 要 小 于 第 三 边 .在 等 腰 和 人 BFC 中 ,由 余弦 定理 知 
， 1 
郑 cos 一 下 =1 7 
再 用 余 苞 定理 于 和 FFD ,得 
图 1 DE?= EF2+ FD? -2EP-FD+ EF, 
EF FD FD 
pr<! BE FC < 
EF FD 
pr 不 是 整数 


从 而 ED? ,进而 ED 也 非 整 数 ,矛盾 1 
茹 CD=1, 同 样 推 出 矛盾 . 
所 以 (1) 的 情况 是 不 存在 的 . 
(2) 的 情况 存在 ,如 图 2, 其 中 人 ABE、 公 FDE、 
全 FBC、 全 ADC 都 是 边 长 比 为 3:4:5 的 相似 直角 三 
图 2 角形 . 
15.24 ABCD 和 A’B'C'D’ 是 一 个 国家 的 同一 
， 区 域 的 正方 形 地 图 ,但 是 按 不 同 的 比例 尺 画 出 ,并 
日 重生 如 图 所 示 . 求证 :小 地 图 上 只 有 一 点 O 和 
大 地 图 上 表示 同一 地 点 O 重合 ,再 给 出 点 O 的 欧 
几 里 得 作 图 (用 直 尺 和 圆规 ). 
(第 7 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 1】 把 ABCD 变 成 A'BCD’ 可 以 看 作 是 
旋转 和 位 似 变 换 的 复合 ,其 中 旋转 角 是 AB 和 
A'B' 所 成 的 角 , 位 似 比 是 全 
延长 BA 交 A'B' 于 FE. 
过 4.4 三 作 圆 ,过 忆 .B .EE 作 阅 ,两 贺 交 
于 O ,我 们 证 明 O 点 即 为 小 地 图 上 和 大 地 图 上 惟 
， 一 重合 的 点 . 
连 O'A4 、0B’、04 .OB. 
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O4B5 是 圆 内 接 四 边 形 4O4AF 的 外 角 ， 

OA = 一 OA4AB. 
又 … OB'A’ 和 DBA 都 对 OE， 人 OB'A = 人 OBA. 

, OA” OB” A’B’ 
于 是 和 AB“cpAAOB， 有 Dr=Pp=Ap， 
“， O 〇 是 正方 形 ABCD 和 A'B'C'D’ 的 位 似 中 心 . 
由 作 图 可 知 ,O 是 惟一 的 交点 ,于 是 O 点 即 为 惟一 的 重合 点 . 
[ 解 2] 问题 等 价 于 :已 知 线段 AB 和 A'B' ,能 找到 一 点 O, 使 
人 OABOAOAB. 

设 人 04B 与 AO'A'B' 的 相似 比 为 X. 
首先 我 们 证 明 ; 到 A 、A' 两 点 的 距离 之 比 


第 
为 定 值 4 的 点 的 轨迹 是 一 个 圆 . xX¥ + 
设 PP 是 轨迹 上 的 一 点 . 0 下 
HA 本 AM 4 和 
连 PA 、PA“， 则 BA =A. 


作 一 APA4 的 内 角 及 外 角 平 分 线 ,分 别 交 AAA 及 其 延长 线 M， 

MM , 则 
1= PAM_AM 
PA” MA MSA’. 

因此 ， 人 MPM= 90 ,而 M 及 M 为 分 线段 A4 为 4 的 定 比分 
点 ,因此 为 定点 .所 以 P 点 的 轨迹 是 以 MM 为 直径 的 圆 . 

同样 ,以 N 及 N 为 分 BB' 为 定 比 A 的 定 比 分 点 , 则 到 B,B’ 两 点 的 
距离 之 比 为 4 的 轨迹 为 以 NN 为 直径 的 圆 . 

这 两 个 圆 的 交点 就 是 地 图 的 重合 点 O. 

当 AB// AB 时 ,AA4 “与 BB' 的 交点 , 即 为 所 求 的 重合 点 O 〇 . 

15"25 设 四 边 形 ABCD 满足 条 件 AC | BD. 
在 ABCD 之 外 作 四 个 正方 形 ABEF .BCGH 、CDIJ、 
DAKL .将 四 条 直线 CL .DF 、AH 、BJ 的 交点 分 别 
记 为 Pi.Qi、Ri.S1( 如 图 ). 将 四 条 直线 Ar .BK、j 过 
CE .DG 的 交点 分 别 记 作 P,Q,、R， 、S;( 图 略 ). 求 
证 四 边 形 P Qi RSi 与 四 边 形 P,Q;R,S, 全 等 . 
(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
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[证 ] (1) 以 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC .BD 作 
为 对 角 线 , 作 两 个 正方 形 4B'CD' 和 和 BC DA', 由 于 
BD | AC, 所 以 这 两 个 正方 形 同 位 相似 . 

因而 AA'、BB’、CC’ .DD' 相交 于 一 点 O. 

(2) 如 图 , A’、O 的 意义 如 (1). 

记 直 线 DF 与 BK 交 于 A”. 

由 于 FA= AB， AD= AK， 

ZFAD= /BAK, 

人 AFDLA ABK. 
因而 AFA = 人 ABA”. 
于 是 A、F.B、A” 四 点 共 圆 ,从 而 
LBAF= /BAF= 90°. 
即 FD BK. 
又 /A3=/ AAF=/ ABF=45°. 







总 记 


同 理 ”4=45°. 

又 人 BAD= 人 BA'D=90， 所 以 B.A’.D.A” 四 点 共 圆 , 因 
而 人 1= /2=45°. 

于 是 /1= 人 /2= LA3= /4=45°. 

由 此 可 知 ,点 A、A”、A' 共 线 ， 且 A“4' 是 BAD 的 平分 线 . 

由 (1),O 在 AA 之 上 ,所 以 O 到 DF、BK 的 距离 相等 . 

逆 时 针 旋 转 90° 可 将 DF 变 为 BK. 

类 似 地 可 以 证 明 , 在 这 一 旋转 下 ,可 分 别 将 AH、BJ .CL 变 为 CE、 
DG .AI. z 

因而 ”四边形 PiQIR1SI 变 为 四 边 形 P,Q,R，S;,， 亦 即 ”四 边 
形 Pi QI1R1S1 生 四边形 P,Q,R,S;. 

15'26 ”两 个 同样 大 小 的 正方 形 相 重 准 ,其 公共 部 分 构成 一 个 八 边 
形 . 一 个 正方 形 的 边 是 蓝 色 的 , 男 一 个 正方 形 的 边 是 红色 的 .证 明 ; 八 边 
形 中 蓝 色 的 边 长 之 和 等 于 它 的 红色 边 长 之 和 . z 

(第 20 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 设 水 平 位 置 放置 的 正方 形 ABCD 是 红色 的 , 斜 置 的 正方 形 

_A1B1C1iD1 是 蓝 色 的 . 
容易 发 现 直 角 三 角形 ATS、BML 、CPN .DRQ 、 4 到 BMN.、 
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CiPQ .Di RS 都 是 相似 的 .分 别 由 这 些 直角 三 角形 
的 直角 顶点 作 斜 边 上 的 高 ,( 斜 边 是 红色 的 ,对 应 的 
叫 红 高 , 斜 边 是 蓝 色 的 ,对 应 的 叫 蓝 高 ). 注意 到 相 4 
似 三 角形 对 应 线段 之 比 相等 ,以 及 利用 等 比 定理 ， 
得 





“ 红 边 "之 和 : 红 高 之 和 = “ 蓝 边 "之 和 : 蓝 高 之 
和 (此 处 “ 红 边 ” ， 蓝 边缘 指 八 边 形 LMNPQRST 
的 边 ). 
注意 到 SA4AB + SABBIC + Sap + Sapp,A = SAABB| + 
9ABcCO + SAcIDD| + SAp,aa,: : 

其 底 都 是 正方 形 边 长 ,所 以 , 红 高 之 和 = 蓝 高 之 和 . 

因此 “ 红 边 "之 和 =“ 蓝 边 " 之 和 . 

15*27 试 证 :不 能 把 十 个 尺寸 相同 的 正方 形 放 在 平面 上 ,使 得 其 
中 任何 两 个 正方 形 均 没有 公共 的 内 点 而 又 有 一 个 正方 形 触及 其 他 各 正 
方形 的 边 . 


HH 十 轩 


各 漆 


(第 18 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[证 ] 设 所 给 的 尺寸 相同 的 正方 形 为 边 长 是 1 的 单位 正方 形 . 
假设 存在 符合 题 设 要 求 的 十 个 单位 正方 形 . 
令 S、S1.、Sz 是 三 个 互 不 重 闪 的 正方 形 ,其 中 心 分 别 为 C、C、 
C2 ,并 且 S 触及 SI 和 S，. 

令 84=ACICCy,， a=CC,， 5=C,C,c=CC,， 则 

la<Y2,， 1 委 5<v2，c>1， 
由 余弦 定理 可 得 





cos( = 2ab ~ 2a 
， ‘+b -1 
设 ab 一 7 . 


固定 5 ,可知 F(a ,5) 在 1 之 < 入 2 上 是 增 函 数 ， 
同样 固定 a， 可 知 Fa ,0) 在 IO<V2 上 是 增 函 数 ,于 是 


f(a, BS NZ) = 
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即 cosb< 了 有 9<arcoos 


3 
Qa 二 arccos 一 ， 则 


何 入 4 
3 
cos3a = 4cos a — 3cosa =4( 二 ] -3x 了 = -下 < -了 
2 
-cs 了 
2 2 
3a> 了 ， 故 LCCC=0Fa> 0 


现在 设 S、SI、S,、…、So 是 互 不 重 登 的 正方 形 ,并 且 S 与 其 他 每 
一 个 都 触及 , 令 CC \C> vs \Co 分 别 是 它们 的 中 心 , 则 
ACC (> 十 CC C3 十 :十 CoC Ci = 2x， 
而 由 前 所 证 ”一 CCC 41(i==1,2,…,9 (mod 9)) 均 大 于 征 ,于 是 


/CiC CC? 十 CC C3 十 十 二 CoC Ci >2x. 
导致 矛盾 . 


所 以 题 设 要 求 的 放 法 不 可 能 . 

15.28 ”1000 个 点 十 是 1000 边 形 的 顶点 ,在 这 个 多 边 形 内 部 还 有 
500 个 点 ,这 一 共 15000 个 点 中 的 任何 3 点 都 不 共 线 .将 上 述 西 1000 边 
形 分 割 成 为 一 些 三 角形 ,所 有 1S00 个 点 都 是 这 些 三 角形 的 顶点 ,此 外 
这 些 三 角形 再 无 别 的 顶点 .在 这 样 的 分 割 之 下 , 凸 1000 边 形 被 分 成 了 
多 少 个 三 角形 ? 


(第 16 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 何谓 分 割 ? 例如 下 图 
在 凸 四 边 形 ABCD 内 还 有 两 个 点 EE、F, 下 面 就 
是 一 种 分 割 , 共 分 成 6 个 三 角形 : 
和 ADE， 和 人 AABE， 人 BFF， 
ABFC, AFCD, ADEF. 
止 多 边 形 的 三 角形 分 割 即 所 有 三 角形 互 不 重合 ， 
且 所 有 三 角形 恰 拼 合成 原 钙 多 边 形 . 
显然 由 1000 边 形 所 分 成 的 所 有 N 个 三 角形 的 内 角 之 和 为 
N.180"=998.180" + 500.360°, 
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故 六 =998+2.500= 1998. 
15.29 在 平面 上 画 一 个 凸 五 边 形 ABCDE , 作 点 A 关于 点 B 的 对 
称 点 Ai ,再 作 点 B 关于 点 C 的 对 称 点 B1,… ,上 青 作 点 关于 点 A 的 对 
称 点 Ei, 然后 将 五 边 形 ABCDE 抹 去 ,求证 :用 圆规 和 直 尺 便 可 将 五 边 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 O 为 平面 上 任意 一 点 .对 于 平面 上 
入 


任意 点 X, 记 OX = 久 . 由 题目 条 件 , 有 
. 十 E, -2A， 





A+A,=2B, 
B+B)=2C., 
C+ C =2D， 
D+ D,=2E, 
解 这 个 方程 组 ,得 
I6E! ,8Di,4C ,2B A 
31 "31 1 3 1 3 +31 
由 方程 组 各 式 的 轮换 对 称 性 ,可 得 B.C、D、E. 
根据 这 些 式 子 便 可 用 圆规 和 直 尺 作出 点 A.B.C.D.E. 
15.30 求证 :如 果 一 个 八 边 形 的 所 有 内 角 都 相等 ,是 边 长 为 有 理 


A= 








(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 由 于 八 边 形 的 所 有 内 角 都 相等 , 则 它 的 每 一 个 外 角 都 等 于 





360” 。 
8 . 
考虑 八 边 形 A1A2… As 的 三 条 相 邻 边 “上 -关头 -3 
AiA,.A,A;.A;As. As A 
延长 A1A2 与 4443 交 于 N, 由 于 八 边 形 4 4 
的 外 角 为 45, 则 这 两 条 直线 互相 垂直 , 即 0 -Pp 


人 4;N43;:+=90"( 如 图 ). 
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同 理 可 得 AMA8g=90” 4Q4Ae90 ,AsPA,= 90°. 
于 是 MNPRQ 为 矩形 . 
因为 已 知 八 边 形 的 边 长 是 有 理 数 ,可 以 证 明 AiA,= A;As. 
为 简单 起 见 , 令 A; A;11=aj(i=1,2,.…,7), AgAl= asg. 
MN = MA,+AiA;,+ A,N= agcos 45° t ai + a2cos 45°, 
PQ =PAs+ 45A6+ A6Q= akcos 45° + as + a6cos 45°, 
因为 MN = PQ， 则 
agCos 45° + a + a2cos 45° = ascos 45° + as t+ agcos 45°, 
a as= (a4 tae— dg— a)cos45.. z 


sk 言 志 


由 于 数 Wl ~ ds; da4t+ao— ad2— ag 为 有 理 数 ,而 cov45 = 冯 是 有 理 


数 ,因此 当 且 仅 当 上 式 两 边 都 为 零 时 ,等 式 成 立 ,于 是 

ai—as=0, 即 al=as, .. AIA)=A5A6. 

于 是 ,四边形 A1A，A;As 的 两 条 边 平行 且 相 等 ， 因而 ,这 个 四边形 
是 平行 四 边 形 ,其 对 角 线 A1A; 和 A,As 在 其 交点 S 互相 平分 . 

间 理 可 证 ”四边形 A2A3yAeAy 及 A3A4A;Asg 也 是 平行 四 边 形 ， 
因此 对 角 线 A,As 与 A;3Aj 交 于 A3A47 的 中 点 S, AsAhs 的 中 点 也 与 
43A47 的 中 点 S 重合 . 

所 以 ” 八 边 形 A) A,…As 有 对 称 中 心 S 

15.31 在 正 1990 边 形 A1A，…Aioo0 的 各 顶点 上 随意 地 填 上 数字 
1,2,3… ,497 中 的 一 个 ,证 明 ; 必 存在 着 四 个 顶点 ,满足 条 件 :(1) 以 此 
四 点 为 顶点 的 四 边 形 为 矩形 ;(2) 此 四 边 形 相对 二 顶点 上 所 填 数 字 之 和 
相等 . 

(中 国安 徽 省 合肥 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 正 1990 边 形 的 中 心 为 O 〇 , 则 Ai 与 Agop,As 与 Aooy,… 
499s 与 4iom 分 别 关 于 O 点 成 中 心 对 称 . 这 样 的 中 心 对 称 点 共有 995 
对 , 生 以 其 中 任 二 点 对 为 顶点 的 西边 形 必 为 矩形 . 

叉 设 这 995 对 成 中 心 对 称 的 两 顶点 上 所 填 数 字 之 和 为 M , 则 有 

a<M< 委 994 (M 为 自然 数 )， 
即 M 最 多 只 可 能 取 993 个 不 同 的 值 . 
由 抽 层 原则 可 知 , 至少 存 在 着 两 对 顶点 : 
i 与 Ai+005 ,A 与 Aji995(1 祥 1,j 志 995,i1 关 ) 站 在 其 上 所 填 数字 之 
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和 相等 . 知 (2) 成 立 . 
又 显 见 ,以 A; ,4i,A4i+95 ,Ai+995 为 顶点 的 四 边 形 为 矩形 , 知 (1) 成 
YY. 
故 命题 为 真 . . 
15.32 在 一 个 给 定 的 凸 多 边 形 内 任 取 一 点 M, 过 M 向 该 多 边 形 
的 各 边 或 延长 线 作 垂 线 . 证 明 : 至 少 有 一 垂 线 和 多 边 形 的 边 相 交 而 不 科 
它 的 延长 线 相交 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 设 M 是 凸 多 边 形 A,A,…A, 内 的 任意 一 点 . 则 多 边 形 各 边 
所 在 直线 中 一 定 有 一 条 到 点 M 的 距离 最 短 的 直线 .不 失 一 般 性 , 设 此 
边 为 AlA,. 
作 ME Ai4， 于 五 点 .如 果 互 在 线段 44A，, 的 延长 线 上 , 则 
MH 与 多 边 形 的 某 一 条 边 相 交 于 PP 点 . 设 此 边 为 A,A;. 如 图 . 
由 于 该 多 边 形 是 凸 多 边 形 , 五 在 多 边 形 外 ， 
MP< MH 
作 MH; | A,A; 于 Hl, MH:< MP< ME 
与 边 A1A, 的 选取 标准 矛盾 . 
故 五 在 边 4Ai4， 上. 
15*33 ”在 凸 多 边 形 中 最 多 可 能 有 几 个 锐角 ? 
(第 9 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[ 解 】 最 多 可 能 有 3 个 锐角 . 
显然 三 角形 ,四边 形 均 不 可 能 有 4 个 锐角 . 





当 mw 之 5 时 ,上 同 n 边 形 可 能 有 3 个 锐角 ,例如 内 角 为 80° .80° .80*、. 


150* ,150" 的 五 边 形 存在 . 
但 不 可 能 有 4 个 或 4 个 以 上 锐角 .和 否则 , 设 有 x 个 锐角 ,其 中 r+ 宇 4. 
则 此 z 个 内 角 的 邻 补 角 一 一 外 角 均 大 于 90" ,其 余 nn 一 x 个 内 角 的 
邻 补 角 一 一 外 角 均 大 于 0 
故 ”外 角 总 和 为 360" > x+ x90" 宇 4x90'. 了 矛盾. 


15.34 ”试用 数学 归纳 法 证 明 凸 " 边 形 对 角 线 的 数 为 = 一条， 


(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] (1) 三 角形 的 对 角 线 数 为 0， 


低 汶 


Ri 十 小 
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当 二 3 时 ,显然 命题 成 立 . 
(2) 当 n= 上 时 ,命题 成 立 . 

i (3) 当 w= 上 +1 时 ,作对 角 线 A1A, 则 是 有 K++ 
1 边 形 A14A,… ArAh4 41 的 对 角 线 怡 包括 凸 放 边 形 
A 42 Ai42…A 的 所 有 的 对 角 线 . 边 AlAk 以 及 由 A141 

点 出 发 的 &- 2 条 对 角 线 ,其 总 数 为 

(+DC-2) (k+1)C(R+1)—3) 
2 2 

由 归纳 法 可 得 ,由 n 边 形 对 角 线 数 为 一条 ， 

15.35 ”在 平面 上 给 定 多 边 形 的 有 限 集合 ,这 些 多 边 形 中 每 两 个 都 
有 公共 点 .求证 :存在 与 所 有 多 边 形 都 相交 的 一 条 直线 . 

(第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 】 在 平面 上 取 直 线 1, 所 有 多 边 形 都 向 ! 投影 ,每 个 的 投影 都 

是 一 条 线段 , 设 有 限 个 数 个 多 边 形 在 1 上 的 投影 线段 分 别 是 
AiBI、 AB,、AsB;、*…、AB,. 

因为 每 两 个 多 边 形 都 有 公共 点 ,所 以 每 两 个 射影 线段 都 有 公共 点 . 

设 Ai A;、A;、 A 中 最 右面 的 点 为 A; B, ‘B;,B3、* .B: 中 最 
左面 的 点 为 B. - 、 

则 线段 AB 为 ABj、A;B,、…、ArBs 的 交集 且 非 空 , 即 AiBi、 
A2B;、… 、ArBi 必 存在 公共 点 己 . 过 已 作 2 的 算 线 x , 则 77 必 与 这 点 个 
多 边 形 都 相交 

15.36 ”一 个 多 边 形 可 按照 下 述 变换 得 到 一 个 新 的 多 边 形 : 沿 着 某 
条 线段 将 多 边 形 分 割 为 两 个 部 分 ,将 其 中 一 部 分 翻转 到 背面 ,然后 再 治 
原先 的 截 痕 接 到 另 一 部 分 上 (这 两 部 分 除了 截 痕 上 的 点 外 , 设 有 其 他 的 
公共 点 ) .可否 通过 有 限 次 的 这 样 的 变换 ,将 一 个 正方 形变 为 六 个 三 角 
形 ? 


Ax 


x 剖 己 


(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 】 结论 不 真 . 
事实 上 ,每 次 经 过 这 样 的 变换 后 ,先后 两 个 多 边 形 的 周 长 和 面积 均 
不 改变 ,但 是 ,如 果 一 个 三 角形 与 正方 形 有 相同 的 周 长 , 那 么 三 角形 的 
面积 必 较 小 ,证 明 如 下 : 
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周 长 为 p 的 正方 形 面积 为 全 








设 周 长 为 p 的 二 角形 一 边 长 为 x, 这 边 上 的 高 将 小 于 个 
三 角形 的 面积 小 于 

1 1 P11/ pyY_p 

37" 7 7) 7( | < 全 


15.37” 设 有 一 凸 2” 边 形 ,我 们 把 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 的 联 线 
叫做 它 的 对 角 线 .假定 没有 任意 三 条 对 和 角 线 交 于 (上 同 nx 边 形 内 部 ) 一 
点 , 求 这 些 对 角 线 彼此 (在 点 n 边 形 内 部 ) 的 交点 的 总 数 . 

(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 任 取 凸 n 边 形 的 四 个 顶点 就 可 以 构成 一 个 西 四边形 .这 个 
凸 四 边 形 的 两 条 对 角 线 交 于 凸 » 边 形 的 内 部 且 交 点 只 有 一 个 

由 于 这 凸 四 边 形 的 对 角 线 也 就 是 凸 ee 
个 凸 四边形 都 决定 了 凸 n 边 形 的 对 角 线 的 一 -个 交点 

反之 , 山 nn 廊 形 的 企 倍 丙 条 (在 形 内 ) 相 交 的 入 线 的 四 个 六 点 都 
构成 一 个 这 样 的 凸 四 边 形 . 

因为 已 知 的 凸 ” 边 形 的 任意 三 条 对 角 线 都 不 交 于 一 点 ,所 以 不 同 
的 这 样 凸 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 是 不 能 重合 的 . 

即 这 种 凸 四 边 形 与 凸 x 边 形 对 角 线 (在 形 内 ) 的 交点 间 可 建立 一 
一 对 应 关系 . 

于 是 这 个 凹 n 边 形 的 对 角 线 (在 形 内 ) 的 交点 的 总 数 就 等 于 所 得 
到 的 凸 四边形 的 个 数 , 即 

n(n—l)(n- -2)(n-3 
C4 = ( J )( ) 

15,38 有 者 干 点 ,其 中 每 三 点 都 不 在 一 条 直线 上 ,连结 这 些 点 共 
得 mm 条 直线 , 试 求 这 些 点 的 数目 ,并 研究 mm 该 是 什么 样 的 自然 数 才 使 
得 本 题 有 意义 . 


HH 十 考 


你 潍 


(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 设 点 的 数目 为 &k，.， 每 三 点 都 不 共 线 ， 
_k(k—1) D 


(Y= 
1 kk 2 
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解 得 4= 了 (+VTTS7) ( 负 根 会 去 ) 


要 使 本 题 有 意义 必须 上 且 只 需 1+ 8m 为 奇数 的 平方 . 
设 1+87=(272+1) (na 为 自然 数 ) 


求 得 m= 1 ) ， 
改 当 1 为 形 如 二 n(n+1)(n 为 自然 数 ) 的 自然 数 时 ,本 题 有 意 


义 .{ 由 w=G4 也 可 知道 应 应 为 形 为 二 k(k 一 1) 的 数 (之 2).】 


15.39 加 两 条 间 直 从 的 相交 试 证 :它们 不 能 互相 平分 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 

[证 ] 如 图 , 设 AC .BD 是 圆 O 内 的 不 是 直径 
的 两 纺 , 二 者 相交 于 已 

下 面 证 明 AC 、BD 不 能 互相 平分 z 

用 反 证 法 .假若 PP 是 AC 和 BD 的 中 点 ,连结 
OP, 则 OP | AC,OP| BD( 圆 心 与 弦 的 中 点 的 连 
线 垂 直 于 弦 ) 得 出 矛盾 (因为 一 条 直线 不 能 同时 午 
直 于 两 条 相交 的 直线 ). 

所 以 了 不 能 同时 是 AC 、BD 的 中 点 . 

15.40 已 知 : 合 ABC ,过 某 点 P( 非 顶点 ) 引 直线 PA 、PB 、PC ,分 
别 交 全 ABC 的 外 接 圆 于 Ai .Bt CI 它们 均 不 与 侠 ABC 的 顶点 重合 )， 
使 得 入 ABC 全 等 于 入 ABC .求证 :对 每 一 个 和 ABC, 具有 上 述 性 质 
的 点 已 不 多 于 8 个 . 





(第 18 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 由 题 设 要 求知 ,P 不 能 在 直线 AB、BC、CA 以 及 和 ABC 的 


(1) 点 了 在 全 ABC 的 外 接 圆 之 外 ,那么 





“om-| 训 -< 
一 IC- Ci|， 
在 图 1 中 , A、B、C 的 排列 是 可 能 情况 
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类 似 地 有 一 BPC=|A-~Ail,CPA=18- 一 Bi|， 
A 和 ABC 宇和 ABC ，…， 各 内 角 必 须 对 应 相等 . 

但 了 APB， 了 BPC， 人 CPA 均 不 为 0, 所 以 只 有 两 种 情况 : 

(一 Ai= 一 Di， Bi=ACO, C=LA, 

OLA1=LC, LBI=LA, LC1= LB. 
在 这 两 种 情况 下 ,满足 条 件 的 点 已 都 不 超过 1 个 ,因此 ,在 外 接 圆 外 ， 
满足 条 件 的 点 不 超过 2 个 . 

(2) 今 设 点 也 在 全 ABC 外 接 圆 内 ,我 们 规定 :一 APB ,一 BPC， 
一 CP4 是 指 分 别 不 包含 PC 、PA ,PB 的 角 . 

在 关于 角 的 基本 关系 式 的 证 明 中 ,为 确定 起 见 ,认定 点 卫 存 


一 BA4C 内 部 .这 时 又 可 分 点 也 在 全 ABC 之 内 和 之 外 两 种 情况 (图 2 图 和 
3). : 上 
五 


洲 潜 





图 2 图 3 


不 过 ,在 这 两 种 情况 下 都 有 
ACPA=/AACIC+ /AIACI= LB+ALB. 
类 似 地 有 APB= C+ 人 Ci. 
因此 BPC =2r--APB- 一 CP4 
=(x-AB-ALC)+(x- ALABi-LCO) 
= 一 4A+ 一 Ai 
如 采 点 P 满足 条 件 , 那 么 4 Bi Ci 就 是 分 别 对 应 于 4、 
B.C 的 一 种 排列 顺序 ,4 B、C 有 6 种 排列 方式 ,相应 地 一 APB， 
本 BPC, 了 CPA 也 可 能 有 6 种 不 同情 况 ,对 每 种 情况 ,可 以 检验 满足 条 
件 的 点 已 都 不 多 于 一 个 . 
这 样 ,在 外 接 圆 内 满足 条 件 的 点 不 超过 6 个 . 
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综 上 满足 题 设 条 件 的 点 尸 不 超过 8 个 . 

15.41 设 入 ABC 的 各 条 边 长 均 为 自然 数 , 且 AB 和 AC 互 质 ， 
直入 4BC 的 外 接 圆 过 4 点 的 切线 交 BC 的 延长 线 于 DD. 证 明 ;AD 和 CD 
g| ”都 是 有 理 数 但 不 是 整数 . 

(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 设 BC=a, AC=6b，AB=c. 
.~ 公 ADCW A BDA, 





2 

从 中 可 解 得 AD= 过 5 = 

AD 和 CD 均 为 有 理 数 . 

因为 (b,c)=1, 故 (b,ct+6)=1, (c,c+6b)=1. 

于 是 (0,c2 -62)=1, (c,c2-6)=1, (b,c -062)=1. 

又 a<btc, 故 a<ec -6b， 从 而 cb2habe. 

即 4D 不 是 整数 . 

辣 理 可 证 ”CD 也 不 是 整数 . 

15'42 已 知 :内 切 于 人 A 的 两 如 相交 .其 中 一 个 交点 为 B.C.D 
分 别 是 两 圆 与 人 A 一 边 的 切 点 .求证 :直线 AB 切 过 点 B.C.D 的 圆 . 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 为 确定 起 见 , 设 C 在 4A.D 之 间 , 由 
所 给 两 圆 关于 A 点 位 似 ,可 知 CE 和 DB 也 是 位 
似 的 ,因而 它们 的 量 数 也 相等 (如 图 ). 

于 是 CBE = 了 CDB ,因为 它们 分 别 是 加 
” 周 角 和 弦 切 角 , 各 等 于 所 对 或 所 含 弧 的 量 数 的 











由 于 一 CDB 等 于 通过 B.C.D 的 圆 上 CB 量 数 的 一 半 , 从 而 人 CBE 
也 等 于 CB 量 数 的 一 半 ,所 以 直线 与 该 圆 的 切线 重合 , 即 AB 切 过 点 B、 
C.D 的 图 / 

15'43 在 全 ABC 中 , 边 AB = AC, 有 一 个 圆 内 切 于 个 ABC 的 外 
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接 圆 ,并 且 与 AB ,AC 分 别 相 切 于 已 .Q. 求证 :P、Q 两 点 连 线 的 中 点 
是 全 ABC 的 内 切 圆 圆心 . 
(第 20 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 DD 是 两 圆 的 切 点 ,E 是 PQ 的 中 
点 ,连结 AD .BE .PD BD. ~、 
由 于 全 ABC 是 等 腰 三 角形 ,所 以 AD 是 入 ABC | 
外 接 圆 的 直径 . 
又 因为 AB .AC 是 圆 的 切线 ,所 以 AP = AQ. N 
因此 ,EE 点 一 定 在 4D 上 ,并 且 AE 平分 A， 8 
AF | PQ. - 
于 是 PD=De. .ZBPD= /EPD. 
又 因为 PD 是 公共 边 ， 
Rt 人 BPDEOQORtAEPD, 则 PB= PE, /PBE= /PEB. 
X.Y ADIBC, AD | PQ. 
BC/ PQ, LPEB= /EBC. 
于 是 有 PBE = FEBC. 
即 BE 平分 了 ABC ,所 以 玉 点 是 全 ABC 的 内 心 . 
BD 


15*44 D.E.F 分 别 在 分 ABC 的 三 边 BC、CA、AB 上 ,并 且 地 < 
CE AF 
一 i : 候 人 八 寺 小 、 
EA FB 求证; ABC 和 DEF 有 公共 的 重心 ， 
(中 国 江 苏 省 南京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 1] 设 O 为 全 ABC 的 重心 ， 
A BD_CE _ AF 




















DC FEA FB 
则 SABOD _ SACOE DAaOF A 
Sap Sa SasoB 1+4 
Dopor _ Saw _ SaaoE__ 1 
Saa0p SAaoc Sacoa 1+A 
但 O 为 人 ABC 的 重心 , .. SAa08== Sapoc= 
Arcoa， 


于 是 SABD = SAOE 三 SAAOF， 
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县 SApOF = SACOD™ SAAOE. 

但 SA AEF _ 从 SABED A 
和 Sea (1+A)? Saage (1+2)> 
人 S ADE A 
卷 又 ”二 一 一 三 


Saapge (1+A)2 

SAaAfF = SABED ™ SACDE- 

而 SAFOF = SAAOF t SAA0E 一 ANAEF， 
SApoOF = SABOD + SABOF ~ SABDF, 
SADOF = SAOE + SApOC ~ DADCE, 


SAEOF = SADOF = 和 SADOF， 


于 0 也 是 全 DEF 的 重心 . 

[证 2] 设 A.B.C 三 点 的 坐标 分 别 为 (xi, y1)、(x2, 2)、(3， 
y3), 则 品 .EE.F 三 点 的 坐标 分 别 为 

2 二 AT3 V2 tAY3 .3 十 ATI V3 十 Ayl LTAL2 YI 十 AY2 

1+A ” 1+A )-( 1 + 入 1+A ) 1+1 ”1+A ) 








， 、 _ TITA2It 3 VIt y+ Y3 
入 ABC 重心 O 的 坐标 为 [一 ,2 23) 


3 3 
和 人 DEF 的 重心 O 的 坐标 为 
XT2 十 人 73 FE + IT+Ar y+tAy3 v2+tAVI v1 tAY, 


114 1+A 1+A4 ，1+A LI+ 1+4 |， 
3 3 











即 外 十 x2+ x3 ylI+t yty3 ) 
3 3 
和 人 ABC 和 全 DEF 有 公共 的 重心 . 

15.45 若 和 人 XYZ 与 AABC 相似 ,它们 的 项 点 按 所 给 次 序 对 应 ， 
且 X 在 BC 上 ,Y 在 4AC 上 ,Z 在 AB 上 .求证 :全 XYZ 的 垂 心 就 是 
全 ABC 的 外 心 . 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 OO 为 和 ABC 的 外 心 ,Xo、Yo、Zo 分 别 是 BC .CA4 、AB 边 
的 中 点 ,因为 

OX | BC, YoZo/ BC, OXo YoZ0. 

从 而 , OX6 ,是 全 Xo Yo2Zo 的 一 条 边 的 垂 线 , 同 理 , OY6、 OZ 是 
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人 Xo YoZo 另外 两 条 边 的 竺 线 . 
故 0 是 个 XX YoZo 的 重心 . 
以 O 为 旋转 中 心 , 依 道 时 针 方 向 将 全 Xo YoZo 


旋转 一 个 角 a， 这 儿 ve -于 ,于 | 
B 
然后 ,再 适当 地 按 所 给 角 a 放大 这 一 三 角形 ,得 到 
人 和 信义,Y,Z, ,使 得 义 ,、Y, .2 分别 在 BC .CA 、AB 上 ,显然 
人 X,Y, ZO Xo Y, Zoo 和 AAABC. 
日 全 XY, 的 垂 心 仍 是 O, 这 是 因为 人 Xo YoZo 的 旋转 与 放大 中 心 就 
是 它 的 垂 心 . 
下 面 我 们 来 证 明 , 题 中 的 人 XYZ 必 能 通过 适当 选择 a E 


| -到 ,到 ,使 它 与 菜 个 人 XY, Z 重合 





2 ”2 
不 失 一 般 性 , 设 B 和 C 为 锐角 ,显然 , YZ | BC 是 不 可 能 的 .因此 ， 
对 于 适当 的 a€ | -下 ,下 | , 必 有 YZ// YZ 


但 由 于 全 XYZ 与 全 XY, 2Z。 相似 且 同 向 ,所 以 YZV YZ ,意味 着 
AXYZ 是 个 X,Y, Z 关于 A 点 的 一 个 位 似 放大 . 
若 放 大 系数 不 等 于 1, 则 X 点 就 不 在 线段 BC 上 ,因此 ,放大 系数 
必须 为 1, 即 全 XYZ 与 AXYZ 重合 . 
15.46 圆 G、G1、G; 的 关系 如 下 :G 和 G; 外 切 于 点 WWW, 而 这 两 
个 圆 同时 内 切 于 G, 点 ABC 分 布 在 G 上 ,直线 BC 是 圆 G! 和 G， 
的 外 公 切 线 , WA 是 它们 的 内 公 切 线 , 且 妈 和 4 在 BC 的 同 侧 . 试 证 : 
W 是 全 ABC 的 内 切 和 三 圆心. 
(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] 设 AW 与 BC 的 交点 为 D, 圆 G1、G; 与 BC 的 切 点 分 别 为 
FF .下 ,并 设 各 线段 之 长 为 
BE=x, DF=y, BD=B8, CD=7Y, 
AD= a. 
于 是 有 DE=B8-x, DF=y-y. 
DE=DW=DF, .. 8-7x=y-y, 
AW=ad-B+xr=d-y+y. 
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和 父 漆 


Fr 





3 这 过 


用 (xz ,r) 表 示 以 为 圆心 ,以 r 为 半径 的 图, 并 把 点 看 作 r=0 的 
圆 . 

考察 四 个 圆 (4,0),G(B,O),(C,O). 这 四 个 圆 中 有 三 个 圆 是 
点 , 即 半 径 为 零 的 圆 , 存 在 着 一 个 圆 G ,与 这 四 个 圆 中 的 每 三 个 都 相 
切 ,于 是 各 条 公 切 线 的 长 度 应 满足 广义 托 勒 密 定理 所 给 之 比 , 而 这 些 公 
切线 的 长 度 为 


(A,O) 对 GI: ad-pB+x, (A,O) 对 (B,O):e, 
(A,O) 对 (C,0O):b, G1 对 (了 ,OO):zr， 
G 对 (C,O):a~x,， (B,O) 对 (C,O):a. 
所 以 由 广义 托 勤 密 定 理 得 
(2- B+7r)ratbr=c(a— 7). 
从 而 有 r=7.(Bte-d). z OD 


其 中 2s=a+6b5+c 为 和 ABC 的 周 长 . 
类 似 地 ,考察 G, 与 上 述 三 个 半径 为 零 的 圆 , 亦 可 得 
y=7-(Y+b -a). 
又 … 8-x=y 一 水 于 是 由 中 和 四 得 
B-7 (Bte-d)=7-2 (y+to-d). 
即 (or ca -Ce 人 
B+y=a, .. (b+ce)(8- y)= (B+ 7)(e-5). 
化 简 后 即 为 c+y=4:8， 
B re BD AB 


只 -一 二 一 一 -一 三 一 一 . 
7 dd CD AC 


于 是 AD 是 一 B4C 的 平分 线 , 所 以 8= 去- 


_ ap 
pte 











ac a ac 
由 此 得 Hx= p+i+re -和 (A ‘ 4 
dd 


将 2s=a+b+c 代入 并 化 简 , 即 得 ”8 一 = 


d Gd 2s c++c 
因而 


2s 
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因此 , BW 是 一 ABC 的 平分 线 ， 

于 是 , W 是 人 ABC 内 切 圆 的 圆心 . _ 

15"47 设 BC 为 圆周 上 的 一 段 定 弧 , A 为 BC 上 的 一 个 动 点 ， 
全 ABC 的 内 切 圆 分 别 与 边 AB、AC 切 于 点 KK 和 M ,求证 ;直线 KM 总 
与 某 固定 的 贺 相 切 . 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 
[证 ] 分 别 过 B 和 C 作 BLJ」 KM 于 点 


L ,CN KM 于 点 N( 如 图 ). 
… 天 和 M 都 是 切 点 ， + 
AK = AM， 五 


LAKM= LAMK -90"~ 今 ， 





LBKL= ZCMN=90°- 


.. BL+CN=(BK+ CM )eos A = BC .wos 
注意 ,上 式 右 端 为 定 值 . 
所 以 ,由 BC 中 点 O 列 直线 KM 的 距离 也 BC*cos 今 也 是 定 值 ， 


A 
2 2 - 


这 表明 直线 KM 总 与 以 定点 O 为 心 ,以 定 长 六 BEC，eas 全 为 半径 
的 圆 相 切 . 

15.48 CD 为 OK 的 直径 ,AB 为 平行 于 CD 的 弦 , 弦 AEACB,F 
为 AB、DE 的 交点 ,FG// CB,G 在 DC 上 ,GA 是 否 与 OK 相 切 于 A? 

(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 因为 AB// CD,， FG/ CB， < 

“. CA= BD, GC= FB, 

又 LGCA= /FBD, 

“. 人 GCAQAFBD. 

故 GAC= 人 FDB= /EAB. 
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xX AE/CB, .. /EAB= /ABC. 

于 是 GAC= /ABC. 

因此 ”GA 与 OQK 相 雪 于 A. 

15.49 设 M 是 人 ABC 内 切 圆 与 4AB 边 的 切 点 .下 是 BC 边 上 除 
顶点 外 的 任 一 点 .求证 :分 别 内 切 于 入 BMT .和 MTA 和 公 ATC 的 圆 都 
与 同一 直线 相 切 . 
(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 】 设 /是 全 BMT 和 全 ATC 内 切 圆 的 外 公 切 线 (如 图 ) 

z DEFKIQ.R.S、 分 别 是 切 点 .1/ 


AM= AB+ AC - BC=- AM， 
PN= RF— ND-HL, 
MN= AB- AM -~ BF- ND, 
AP=AC- RC- PL. 

又 -BC+RF= -BF-RC, .. AM+PN= MN+AP 
因此 APNM 有 内 切 圆 . 邑 全 ATM 的 内 切 圆 也 与 直线 /1 相 切 . 

15*50 ”在 不 等 边 公 ABC 中 内 切 一 个 圆 . 它 的 三 个 切 点 是 第 二 个 三 
角形 的 三 个 顶点 ,再 作 第 二 个 三 角形 的 内 切 圆 , 它 的 三 个 切 点 是 第 三 个 三 
角形 的 三 个 顶点 , 依 此 类 推 , 试 证 :这 样 得 到 的 一 系列 三 角形 都 不 相似 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] 设 人 ABGC 和 人 ABC 是 
三 角形 串 中 的 连续 两 个 三 角形 . 

由 已 知 可 得 
1 


A =90 -LA <B) =90" -二 人 B， 


LC1=90 -3 人 LC, 





Cy Bi ,1 4 


_ 。 1 。 1 
依 此 类 推 得 Aril= 90 ~ Lh, LAB!= WN -人 LB, 


LC 0 -LO 
不 失 一 般 性 ,假定 人 A> 人 B> 人 人 C, 则 人 Bi 始终 在 了 A 与 Ci 之 


876 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





间 (R=1,2,…) ,而 二 A 与 人 Gs 随 着 h 的 变化 ,交替 成 为 最 大 角 与 最 
小 角 , 由 于 A>> 人 人 C 及 
LA LO (LC LAM). 

所 以 每 转 到 下 一 -个 三 角形 时 ,最 大 角 和 最 小 角 的 差 在 减 小 . 因此， 
这 些 三 角形 都 不 相似 . 

15*51 设 Y 是 以 线段 AB 为 直径 的 半圆 弧 ,C 是 Y 弧 上 异 于 A 
与 B 的 点 ,DD 是 从 C 到 AB 上 的 垂 线 的 垂 足 ,又 Y1、Y,、Y; 是 以 AB 为 
公 切 线 的 三 个 圆 ,其 中 Y| 是 全 ABC 的 内 切 圆 ,而 Y, 与 Y; 都 与 CD 
和 半圆 了 相 切 .求证 : 圆 Yi .yY, 、Y; 有 第 二 条 公 切 线 . 

(第 11 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 设 圆 Y; 的 圆心 为 Mi, 半径 为 r;, 点 M; 在 AB 上 的 射影 为 + 
N,(i=1,2,3). 圆 Y 的 圆心 为 O. 

设 BC=a, CA=6b, AB=¢c, AD= p, 





DB=gq=c-p, ————=S. 

又 设 点 Na 在 线段 4D 内 ,点 N; 在 线段 
BD 内 . 

首先 计算 r> 和 x;. 

因为 N;, 是 圆 Y, 在 AB 上 的 切 点 ,所 以 有 


N,O= N,D+ DB- OB=ri+ 4 -7 
同样 地 ,因为 圆 Y， 与 半径 为 与 的 加 Y 相 内 切 ,所 以 有 


OM, = 7 2. 
从 而 在 全 OM;N; 中 由 勾 股 定理 可 得 


2 2 
(Pr 二) + 人 (二 


3 
2 2 
三 


C 
即 (+9) cq ort tr -rtr?, 
(r2+ gqg)*= cg. 


又 AB:DB=CB’, 由 co=a2， 
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(r2+ q)*= a’, 即 rz?+c=a， 
或 ra—g. OQ 
同 理 可 得 ”r3= 5b 一 p. 2 
再 求 图 yi 的 半径 xi. 
因为 圆 w 与 Rt 全 ABC 的 直角 边 AC .BC 分 别 切 于 点 Ti 和 了 T2 ,所 
以 四 边 形 CT MI T 是正 方形 ,从 而 有 z 

ri= MT,=CT=s~e. 3 

由 人 b .入 可 得 z 


1 1 1 
(MNs+ MN3)= (rt r3)= 7 (a ~g+b~p) 


高 己 


2 

= atb- Om-e= MN 由 
-1 1 1 
了 CBN +tBN3)= (qtr tq r= (2g9ta~g -b+p) 


= (ate-b)= BN 


由 可 知 , Ni 是 线段 N,N; 的 中 点 ,再 由 四 可 知 , Mi 是 线段 
MM 的 中 点 ,也 就 是 说 , Mi 、Mz .Mi3 在 同一 条 直线 上 ,由 此 可 见 , 直 
线 AB 关于 直线 NM2 Mi 的 对 称 直 线 也 与 三 个 圆 w 、y; 、y; 相 切 , 即 这 三 
个 圆 除了 公 切 线 AB 外 ,还 有 第 二 条 公 切 线 . 

15*:52 在 全 ABC 中 ,O 为 外 心 ,日 是 垂 心 , 作 人 CHB .人 ACHA 和 和 
全 AHB 的 外 接 图 ,依次 记 它 们 的 圆心 为 4 Bi CI 求证 :全 ABC 窑 
全 ABC , 且 这 两 个 三 角形 的 九 点 圆 重 合 . 

(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 容易 证 明 一 CEB = 180" -一 A. 

因此 ,会 CHB 与 人 C4B 的 外 接 圆 半径 相 
等 .由 此 可 得 ,A| 是 O 关于 BC 的 对 称 点 . 

同样 Bl .Cl 是 O 关于 AC ,AB 的 对 称 





由 于 五 是 垂 心 , 设 M 是 BC 的 中 点 , 则 
OM BC, AH=20M. 
.又 AH/ OA1, 
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则 AHA1O 是 平行 四 边 形 ,44 与 OH 互相 平分 于 K. 

同 理 , BB CC 也 经 过 天 , 且 被 K 平分 . 

由 此 可 知 , 人 ABC 与 人 Al1B1Ci 关于 天 点 中 心 对 称 , 所 以 

会 4BCS22 人 和 AIBICI. 

由 于 K 是 入 4BC 的 外 心 和 垂 心 连 线 的 中 点 ,所 以 K 是 人 ABC 九 
点 圆 的 圆心 ,这 个 圆 关于 天 作 中 心 对 称 时 不 变 , 因 而 也 是 人 ABC 
的 九 点 圆 , 即 两 个 三 角形 的 九 点 圆 重 合 . 

15*53 等 腰 梯 形 AAA3A4 的 两 底 为 A1A;,、A;3A4、M1i、M、 
AM AM4 分 别 是 边 A1A;、A;3A;3、A3A4、AxAi 的 中 点 . Ni、N; 分 别 是 
对 角 线 A1A;、A2As 的 中 点 .求证 : 当 且 仅 当 MI 或 Mi 为 梯形 外 接 圆 


的 圆心 时 ,平行 四 边 形 NIM3N2 MI 和 MiAM2 M3AM4 相似 . 8 
(奥地利 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) z + 


[证 ] 由 题 设 , 四边形 NM3N,Mi 与 四 
边 形 MI MM;Ms 都 是 菱形 . 

设 LM3MiMi=a, ZANiMsN2=B， 
AMM;= /1, AM3NIA = /2, 
LMTA3= /3, 了 AIAA = 4， 
AiAA;=L5, A AAiA;=0. 

震 萎 形 NI M3Nz MIc 攻 形 MI MM3M4， 其 充 要 条 件 是 a= 





不 妨 设 AIA; > A3;A4 

YY M3Ni/AiAas, MiM3/ AiA3, MMa/l AsAis. 

.. /2=0, /1=0. 

又 LA3=/A2+B=0+B=/A4= /5. 

则 B= 人 5-08 OD 
而 lt+at+ 人 /5=180", 

Bl G+at+/5=180". 

有 vc=180"-AS-0 © 
由 中 .人 @ 可 知 ,a= 8 的 充 要 条 件 是 

3-0=180"- A5~0, 即 /5=90°. 

所 以 Mi 是 外 接 圆 的 圆心 . 
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15.54 求证 :从 圆周 上 一 点 到 圆 内 接 正方 形 的 顶点 的 四 个 距离 不 
能 都 是 有 理 数 . 
(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1975 年 》 
[证 ] 设 正方 形 ABCD 内 接 于 直径 为 a 的 加 ,并 设 点 PP 在 AD 上 . 
记 aw=AGCGP. 则 AP= dsina, CP= dcosa. 
假设 AP 与 CP 都 是 有 理 数 . 
PB = dsin PDB= dsin(45°+ a) 


并 高 疡 


-29 (oo080 十 Sina ) 


2 


(ap+ CP). 


于 是 PB 是 无 理 数 . 
因此 ,AP、CP .PB 和 PD 不 可 能 都 是 有 理 数 . 
15'55 设 ABCDE 是 圆 内 接 五 边 形 ,假设 AC、BD .CE .DA 和 EB 
分 别 平行 于 DE .EA ,AB ,BC 和 CD , 问 是 否 可 以 推出 这 个 五 边 形 是 正 
五 边 形 ? 证 明 你 的 结论 . 








(英国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 结论 是 肯定 的 . 
下 面 我 们 来 证 明 五 边 形 ABCDE 为 正 五 边 


甸 知 ”A1= /4, 人 2= 5. 

. AB/ CE, .. L/L6=/7. 

又 LA3=/7, .. /6= 3. 

因而 1+/A2+ LA/3=/4+/L5+/6. 

凤 一 A= 一 B. 

同 理 可 证 B= 人 LC, 人 C= 人 LD, LD= 人 LE. 
A=ALAB=AC= AD=/E. 

XX” /2=/8= /9=/3. .. BC= CD. 

进而 AB= BC= CD= DE= EA. 

综 土 可 得 ABCDE 为 正 五 边 形 . 

15.56 设 平面 上 有 四 点 ,其 中 任何 三 点 不 共 线 , 旦 此 四 点 不 共立 
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求证 :这 四 个 点 中 必 有 一 点 位 于 过 其 余 三 点 所 作 的 圆 的 内 部 . 
(第 22 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1961 年 ) 

[证 ] 设 四 个 已 知 点 为 Pi1、P、P3、Psa. 

依次 作出 全 P,P3Ps 和 AP;P,Pi、 和 人 AP,PiP，、 和 PP)P3. 

知 Pi 、P;、P3、Ps4 这 四 个 点 中 有 一 个 出 现在 这 四 个 三 角形 的 某 一 
个 内 部 , 则 作 该 三 角形 的 外 接 圆 , 即 包含 第 四 个 已 知 点 在 图 上 . 

者 Pi 、P; .Pi 、P, 这 四 个 点 中 任 一 点 都 不 在 这 四 个 三 角形 的 内 部 ， 
则 四 边 形 PiP; P3P4 为 西 四 边 形 . 

由 已 知 ,这 个 四 边 形 不 是 圆 内 接 四 边 形 , 故 人 Pl + 人 P3 关 一 P;+ 
LPi. 

不 妨 设 人 Pl + AP;3> 人 /AP;+ 人 Py, 则 人 PiPyPs 及 和 AP,P;P, 的 
外 接 圆 内 分 别 含有 P; 与 Pi. : 

15*57 在 平面 上 有 五 个 点 ,其 中 任何 三 点 不 在 一 条 直线 上 ,任何 
四 点 不 在 一 个 圆 上 ,证 明 : 一 定 能 通过 其 中 三 点 作 一 个 圆 , 使 得 其 余 的 
两 个 点 一 个 在 圆 内 ,一 个 在 圆 外 . 

《中国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 ] 作 直 线 ! ,使 得 这 五 个 点 在 直线 / 
的 同 侧 , 找 出 其 中 与 这 直线 距离 最 近 的 一 点 
记 为 A, 过 点 A 作 直 线 / 的 平行 线 / ,再 将 直 
线 二 绕 点 A 旋转 , 设 最 先 碰 到 的 点 为 B, 则 
其 余 三 点 在 直线 AB 的 同 侧 . 

因为 这 五 点 中 无 四 点 共 圆 ,所 以 这 三 点 
对 线段 AB 的 视角 必须 各 不 相等 .将 这 三 个 
角 按 大 小 排列 : 

01> 0,>0;. 

设 对 应 的 点 分 别 为 D.C、E. 那 么 过 A .B.C 的 圆 就 是 所 求 的 ,点 
DD 在 圆 内 ,点 EE 在 圆 外 . 

15.58 已 知 :平面 上 有 2n+3(n 之 1) 个 点 ,其 中 没有 三 个 点 共 线 ， 
也 没有 四 个 点 共 圆 .能 不 能 通过 它们 之 中 的 某 三 个 点 作 一 个 圆 ,使 得 其 
余 的 22 个 点 一 半 在 圆 内 ,一半 在 圆 外 ? 证 明 你 的 结论 . 

(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 ] 由 上 一 题解 法 知 ,这 22 + 3 个 点 中 一 定 可 以 找到 两 点 A、 
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B, 使 得 其 余 2n +T 个 点 都 在 直线 AB 的 同 侧 . 

因为 其 中 没有 四 点 共 贺 , 故 这 2n + 工人 个 点 对 线段 AB 的 视角 各 不 
相等 ,将 这 22 + 1 个 角 从 大 到 小 排列 起 来 ; 

Qi1>Q> .>>> +2 > > > Qt 

设 对 应 于 Q, 41 的 点 为 C, 则 过 A、B、C 三 点 的 圆 就 是 所 求 的 圆 ， 
因为 这 时 对 应 着 Q;、Q;…、Q, 的 2 个 点 在 圆 内 ,而 对 应 着 Q,,，、 
QQ2 的 ?个 点 在 圆 外 . 

15.59 设 单位 圆 内 的 七 个 点 彼此 亲 的 距离 都 不 小 于 1 证明: 其 
中 必 有 一 个 点 与 圆心 重合 . 


Sk 说 已 


《英国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 j 假设 题目 的 结论 不 正确 , 即 单位 圆 内 的 
七 个 点 OO OO s" .0O] 没有 一 个 点 与 圆心 OO 重合 . 
O100; + 了 0200 + … + 了 OOO| 
一 360 ， 





其 中 必 有 一 个 角 小 于 60", 不妨 设 

A O100,<60". 

如 果 ”O100;=0"， 则 必 有 ”O10,<<1, 与 已 知 矛 盾 . 

如 果 ”人 O10O00; 关 0°， 考 虑 人 O000，,. 

设 人 OO10O; 是 全 O10O0, 中 三 个 内 角 中 最 大 者 , 则 有 

LZ O010;>60'> /0100;,. 

因而 O10,<O,O<1 与 已 知 矛 盾 . 

所 以 七 个 点 O;:(i=1,2,…,7) 中 必 有 一 点 与 圆心 重合 . 

15:60 设 在 27 边 形 中 有 nn 一 1 对 对 边 互 相 平 行 ,nr 沁 1, 求 :所 有 
可 能 的 ,使 得 余下 的 一 对 对 边 也 是 平行 的 . 

(芬兰 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[证 ] 我 们 证 明 , 所 对 的 大 于 1 的 自然 数 ”是 奇数 . 

(1) 设 是 奇数 ,上 且 在 24 边 形 Al1A2…A2, 中 , 除 对 边 A1Ay, 与 A， 
4,+1 外 ,其 他 对 边 都 是 平行 的 . 


如 果 4i4)A :1 =180°+a, 则 由 AiAs/ A, + 1A, +2, 


424 + 1 An+ 2 
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一 1A2A+1 十 A +iA,+2 
一 AlAz,A,+2 + An+2A+1 


人 


=360"- AAA =180' -wa. 





同 理 | AsA,+2An+3 = 180° + a， “"", 
AAA =180°+(~1)”’'a=180°+a. 


, AiAsA, 一 180° + Qa AAA4 一 AAA 。 
从 而 AAA IAAIA，. 
(2) 对 奇数 ”, 我 们 证 明 存 在 2(n 一 1) 边 形 , 使 得 题 中 条 件 不 满足 . 


任 取 一 个 2n 边 形 , 使 得 每 对 对 边 平行 ,但 Ai1A;A, ;1 六 180". 

为 此 只 需 将 弧 AiA, ,< 180' 用 点 A;、…、A, 等 分 ,并 依次 作 嘴 
AAAAIA，…，4A 1142 As-i1A,. 

如 (1) 所 记 , 将 有 AAA4A 3 且 


一 一 一 


4 4 ,4 = AI4 4 = AsnAlA, ¥180°. 





4A2A3A， AAA， 一 1A, 二 之 








一 A A,+1A,+? 和 A +1A, 


- A,A,,iA,,, - (360°- AyAiA,)#z0. 

即 线 段 A; A 与 A,A, 1; ;不 平行 ,而 2(n 一 了 上) 边 形 A,Ay…A,A,+; 
…A,, 恰 有 n 一 2 对 对 边 平行 . 

由 (1)、《2), 所 求 的 n 为 大 于 1 的 奇数 . 

15.61 设 正 2n+1 边 形 内 接 于 一 个 半径 为 r 的 圆 ,考虑 所 有 以 
这 2n + 1 边 形 的 顶点 为 项 点 的 三 角形 . (1) 其 中 有 和 多少 个 三 角形 的 内 
部 含有 圆心 ? (2) 求 所 有 内 部 含 圆心 的 那些 三 角形 的 面积 的 和 . 

(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] (1) 先 取 定 一 个 顶点 A ,将 其 他 顶点 顺 次 标 为 1 ,2,… ,27. 

设 A,Aj(1 志 i 过) 的 对 经 点 分 别 为 B.C, 则 BC(= 4A;) 上 有 i 
个 顶点. 这些 顶 点 而 且 只 有 这 些 顶 点 与 A 点 和 i 点 构成 的 三 角形 内 部 
含 圆 心 . 
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HE 十 证 





于 是 以 4A,4:( 科 ; 委 ”) 为 顶点 的 ,内 部 含 圆 
。 心 的 三 角形 个 数 有 


j 寺 2 十.… 十 力 二 nnt+D) 


2 
由 于 A 有 2n+1 种 取 法 ,在 (2n + 1): 


个 角形 中 ,每 个 三 角形 出 现 三 次 ,所 以 


人 


忌 癌 忆 





(2) 由 于 人 OA 的 面积 为 二 sin 5 了 ,在 i 个 三 角形 AjA; 中 , 均 全 
有 个 OAA;, 由 于 A 有 2n+1 种 取 法 ,每 个 三 角形 AAi 在 和 (2n +1)， 
中 2 中 出 现 三 次 ,而 每 个 三 角形 又 可 分 为 三 个 以 O 为 顶点 的 等 有 
二 角形 ,所 以 面积 的 和 为 

$= (2n +1). 5 (i sin |- (2n + Dr Sonig. 














2 27 十 2 ;全 ”1 
27 
其 中 8 = 了 
， >) 21isinibsin 二 
= 2 
Disini = 一 一 一 一 一 
2sin 一 - 
1 21; 一 
= 一 一 (eu ly cos +0) 
2sin 一 
2 
1 ， 
_ (> es 9 2 ) 
i= 1 2 


| 
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1 | sinng 上 | 
本 0 
2sin 2sin 一 


2 2 
2n+li 


4sin 一 - 


因而 有 S= (2n+ Dr 


sn 

15.62 在 平面 上 给 定 直 线 /, 直 线 外 一 点 O 以 及 任意 点 A, 求 证: 
只 要 运用 关于 直线 ;的 轴 对 称 和 关于 点 O 的 旋转 ,就 可 将 点 O 变换 为 
点 A. 第 

(第 19 届 全 苏 数学 与 林 匹 克 ,1985 年 ) 

[证 ] A 与 O 重合 时 ,显然 不 成 问题 . 

若 A 与 O 不 重合 ,将 O 变 到 关于 7 对 称 的 
点 O1 再 绕 O 旋转 ,可 变 到 以 O 为 圆心 .OO; 为 
半径 的 圆 上 任何 点 . 

如 果 A 在 这 个 圆 上 ,问题 就 解决 了 . 

石 A 不 在 圆 上 , 先 设 A 在 0O 内 ,以 O4 
为 半径 的 同心 圆 必 与 BO1 驴 的 轴 对 称 形 BOD 相 
交 ,交点 0, 是 BOD 上 O, 的 轴 对 称 点 ,于 是 可 将 O, 绕 O 旋转 到 
OU ,再 变 到 关于 / 对 称 的 O, ,又 将 0, 旋转 到 A ,问题 就 解决 了 . 

再 设 4 在 中 O 外 ,这 时 可 将 O1 绕 O 旋转 到 距 ! 最 远 的 点 C, 再 变 
到 关于 / 的 对 称 点 Ci. 那么 以 O 为 心 OC 为 半径 的 圆 必 大 于 原来 的 
网 O. 

如 果 A 在 大 圆 上 或 圆 内 ,就 仿 上 解决 之 .如 果 A 在 这 个 大 圆 外 ， 
就 重复 以 上 步骤 ,经 过 有 限 次 重复 ,可 得 充分 大 的 圆 ,使 A 不 再 在 这 圆 
外 ,而 O 终于 可 变换 到 A. 

15.63 ”在 半径 为 >zE N 的 圆 内 有 4n 条 长 为 1 的 线段 . 证明 :如 
条 给 定 某 条 直线 , 则 必 有 另 一 条 直线 ,使 得 要 么 与 它 平行 ,要 么 与 它 垂 
直 , 并 且 至 少 和 两 条 线段 相交 . : 





(比利时 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
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[证 ] 设 直线 7 与 给 定 直 线 !/ 垂直 ,这 47 
条 长 为 1 的 线段 在 ! 与 :上 的 射影 分 别 为 a, 和 
b(i=1,2,…,4n). 则 a;+ 6b, 宇 1. 


3 己 


dn 
因而 > (ai + 6) 之 47. 
i 
1 Ca Cs 
即 Oat Ob hn 


于 是 >a 与 36 中 至 少 有 一 个 不 小 于 2x, 而 圆 的 直径 为 2 , 因 


此 在 /或 7 上 至少 有 一 点 ,这 点 至 少 是 两 条 线段 射影 的 交点 .例如 是 1 
上 的 点 , 则 过 该 点 作 / 的 平行 线 , 则 该 线 至 少 与 两 条 线段 相交 . 
15.64 设 昌 5 与 @S, 交 于 点 Al 和 As,S, 和 SS; 交 于 点 A， 
和 45 ,所 S; 与 Si 交 于 点 A3 和 Ao. 已 知 折线 MIM,M;MaMsMeM 
具有 如 下 人 性质: 在 每 条 直线 M;M;;! 上 ,都 包含 着 点 A;, 而 点 Mi 与 
AM + 1 分别 位 于 上 述 圆周 上 且 点 Mj; ,1 异 于 点 AN. 求证 :My = M. 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 
[证 ] 考察 @SI 和 QS; 相交 的 图 形 ， 
其 上 分 布 着 折线 的 线段 M M; 和 MM 的 
Ms 端点 .连结 MAM AAA 和 M,M;. 
LMMiA4 = AAsAIM, = 
LAMsM;, 
Mi Ma/ MsM. 
同 理 MsM2/ Me M3, Me M3/ M1M. 
MI Ma/ MiMi. 
点 Mi 和 My 都 在 Si 上 ，… ”点 Mi 与 Mi 重合 . 
15*65 圆周 上 有 12 个 点 ,其 中 有 一 个 点 涂 上 了 红色 ,还 有 一 
点 涂 了 蓝 色 ,其 余 10 个 点 没有 涂 色 . 这 二 点 关机 大 的 相生 这 于 中 
其 顶点 包含 了 红色 点 及 蓝 色 点 的 多 边 形 称 为 “双色 多 边 形 "; 只 和 包含 
涂 了 红色 ( 蓝 色 ) 点 的 多 边 形 称 为 “红色 ”( 蓝 色 ) 多 边 形 ” ,不 含 涂 色 点 
的 称 为 “无 色 多 边 形 ” ,试问 ;以 这 12 个 点 为 顶点 的 所 有 凸 多 边 形 
(从 三 角形 到 十 二 边 形 ) 中 ,双色 多 边 形 与 无 色 多 边 形 个 数 熟 多 ?多 
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多 少 ? 
(第 9 届 祖 冲 之 杯 数 学 邀请 赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 对 任 一 个 双色 2z(2 之 9) 边 形 ,显然 ,去 掉 红 顶点 及 蓝 顶 点 
后 ,得 到 一 个 无 色 n -2 边 形 , 不 同 的 双色 n 边 形 去 掉 红 , 蓝 顶 点 后 得 
到 的 是 不 同 的 无 色 n 一 2 边 形 ，; 

反 过 来 ,对 任 一 个 无 色 多 边 形 , 添 上 红 、 蓝 顶点 后 ,总 可 以 得 到 一 个 
双色 多 边 形 ,由 此 可 知 , 无 色 多 边 形 ( 从 三 边 到 十 边 ) 的 个 数 与 双色 多 边 
形 ( 从 五 边 到 十 二 边 ) 的 个 数 相等 . 

因此 ,双色 多 边 形 的 个 数 多 . 

多 出 来 的 数目 恰 是 双色 三 角形 和 双色 四 边 形 的 数目 ,容易 算 


双色 三 角形 有 10 个 ; 十 

双色 四 边 形 有 志 X10X9=45( 个 )， 

即 ”双色 多 边 形 多 55 个. 

15.66” 设 有 四 个 同心 圆 , 其 半径 顺 次 为 1.2.3.4, 且 ABCD 是 最 
大 圆 的 外 切 正 方形 .(1) 求 作 含 于 ABCD 内 的 一 个 正方 形 , 使 它 的 四 边 
分 别 与 四 图 相 切 , 且 与 ABCD 的 四 边 平 行 或 重合 .(2) 这 样 的 正方 形 可 
作 多 少 个 ? 


低 河 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 

[ 解 ] 作 平 行 于 AB 与 BC 的 各 圆 的 切 TA 
线 , 并 按照 所 切 圆 半径 的 大 小 分 别 标 以 1.2、 4 PTA 
3.4 等 符号 ,同时 按照 在 各 圆 的 左右 上 下 分 别 2H 人 2 SN 
在 这 些 符 号 的 右 下 足 标 以 a.5、c.d 等 符 [人 
号 SS Si 

这 样 以 1,2.3.4 等 四 条 线 所 围 成 的 正方 
六 Bq, A 2 34 

下 其中 过 长 1 的 ,各 切线 依 左 右上 下 排 
列 有 8 个 为 

1 ,2 .3444; 1243.3 2051os3g44; 143 3 4 
las2da; 3o421 4,,3,,14,24; 4,,3,,2.,1.. 
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@@ 其 中 边 长 为 2 的 各 切线 依 左 右上 下 排列 也 有 8 个 为 . 

1 ,3 24 1 3 4 23 3 和 82431422 4， 
1 ,32143142015373 4,,20,3.,1.. 

@ 其 中 边 长 为 3 者 是 不 可 能 的 , 因 假 定 先 用 1, .4, 两 边 后 , 则 其 余 
两 边 必 为 2.3, 不 论 其 指标 c .& 如 何 安排 ,其 距离 决 不 能 等 于 3. 要 是 
假定 别 的 其 他 两 边 ,也 一 样 的 不 可 能 ,所 以 没有 以 边 长 为 3 的 适合 条 件 
的 正方 形 . 

由 其 中 边 长 为 4 者 ,同上 是 不 可 能 的 . 

其 中 边 长 为 5 的 各 切线 依 左 右上 下 排列 共有 8 个 为 

1 ,423 4 32 4 ,23 4 1 32 2 3 ， 
1 4 20,30,4., 1; 3，2 ,14 32 41 

其 中 边 长 为 6 或 6 以 上 同 前 是 不 可 能 的 . 

这 样 的 正方 形 共 有 ,24 个 , 适 为 41. 

15*67 设 平面 上 有 六 个 加 ,每 个 圆 的 图 心 都 在 其 余 各 圆 的 外 部 . 
试 证 :平面 上 任 一 点 都 不 会 同时 在 这 六 个 圆 的 内 部 . 

(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 

[证 ] 用 反 证 法 . 设 平 面 上 有 一 点 M 同时 在 
这 六 个 圆 的 内 部 .连接 M 与 六 个 圆 的 圆心 ,如 图 . 
则 


Ea 











LOIMO;y + LO MO + … + /OMO, = 
360°. : 

因此 其 中 至 少 一 个 角 不 大 于 60" .不 妨 设 人 0O;,MO; 志 60". 

而 在 ”全 OMO; 中 ,人 O;MOs + MO;O;+ MO30, = 180"， 

天 ”MO2O03、 了 MO3O;, 必 有 一 个 不 小 于 60'"， 不 妨 设 

MO;3O, 守 60°, 

则 MO30O0; 宇 人 人 O;MO;， 

OO0; 达 0,M<r,(@0O, 半径 ). 

即 O; 在 中 O; 内 ,这 与 已 知 条 件 了 矛盾 . 

故 平 面 上 任 一 点 都 不 会 同时 在 这 六 个 圆 的 内 部 . 

15.68 是 否 存 在 平面 上 的 无 穷 多 个 闭 圆 盘 Dj .D, .Di,…, 其 圆 
心 分 别 为 C1 .C2、C3,… ,使 得 (1)C; 在 有 限 平面 内 没有 极限 点 .(2) D 
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的 面积 之 和 为 有 限 值 .(3) 平 面 上 任 一 直线 都 至 少 与 某 个 D; 相交 . 
(第 52 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 存在 符合 题 设 要 求 的 无 限 多 个 闭 圆 盘 . 
设 iaj1 是 一 个 递减 的 正 数 序列 ,满足 
Sa; 二 co ， > ai < co . 
例如 oil = | 一 | 就 是 这 样 的 正 数 序列 


对 任何 整数 i > 0, 设 z} 是 半径 为 ,圆心 在 ( 立 w，0) 上 的 闭 图 


组 
显然, 贺 盘 X/ 的 集合 覆盖 了 包含 原点 在 内 的 x 轴 的 正 半 轴 . 
类 似 地 , 沿 y 的 正 半 轴 定义 Y? , 沿 zx 的 负 于 轴 定 义 z , 沿 > 的 负 | 
半 轴 定义 y . 五 
然后 , 令 Da;=x? 了 Dai-1=yi;， Da;-2=X7， Dsi-3= yi,， 和 


则 DD; 覆盖 了 > 轴 与 y 轴 . 

于 是 ,平面 上 任 一 直线 都 至 少 与 某 个 D; 相交 ,所 有 DD; 的 面积 总 
和 是 有 限 值 ,其 圆心 没有 极限 点 ,因为 对 任 一 给 定 的 圆 盘 ,只 能 包含 DD 
的 有 限 个 圆心 . 

15.69 平面 上 有 ”个 不 同 的 圆 ,每 圆 半径 都 是 1. 试 证 :其 中 必 有 


一 个 加 含有 一 段 弧 ,其 长 度 不 小 于 全 , 且 和 所 有 其 他 的 加 都 不 相交 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 当 n=1 时 ,单位 圆 的 整个 弧 长 为 2x 之 全, 从 而 题 中 结论 
成 立 
当 之 2 时 ,首先 设 这 个 圆 的 圆心 都 在 一 条 直线 上 . 
从 这 些 圆 的 圆心 中 ,选取 位 于 最 左 端 的 点 O ,过 圆心 O 作 该 直线 
的 垂 线 , 把 @O 截 成 两 个 弧 长 (半圆 长 ) 都 是 x 之 和 的 半圆 弧 . 取 位 于 


左边 的 那个 半圆 弧 , 该 强 和 其 他 的 圆 不 相交 . 

现在 考虑 这 些 圆 的 圆心 不 在 同一 直线 上 的 情形 . 

从 所 有 以 这 些 圆 的 圆心 为 顶点 的 凸 多 边 形 中 (因为 所 有 圆心 不 共 
线 , 其 中 至 少 有 一 个 三 角形 ,所 以 这 样 的 多 边 形 集合 非 空 ) 取 出 一 个 ,使 
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得 在 这 个 多 边 形 外 面 的 圆心 个 数 最 少 . 

我 们 证 明 , 所 取 的 多 边 形 外 面 不 可 能 有 这 些 
圆 的 圆心 . 

如 果 某 个 点 O 在 多 边 形 外 面 , 则 过 O 作 一 条 
与 多 边 形 不 相交 的 直线 ,并 将 它 绕 点 O 旋转 直到 
ee 人 A, ee 


ek 言 二 





距 O 最 远 的 那个 点 ) 最 后 只 需 用 A.O.B 二 个 本 上 取代 乞 过 于 所 有 
落 在 全 AOB 内 的 顶点 , 则 得 到 的 多 边 形 外 面 的 点 比 原 多 边 形 外 面 的 点 
少 , 与 原 多 边 形 的 选取 了 矛盾. 

因此 ,存在 一 个 以 这 些 圆 心 为 顶点 的 凸 上 边 形 包含 所 有 圆 
心 , 知 开 委 7. 


因为 边 形 各 外 和 角 之 和 为 360*, 所 以 必 有 一 个 外 角 不 小 于 > 


一 一 0 , 设 这 个 外 角 为 一 有 OA , 则 分 别 垂直 于 线段 OB 与 OA 的 乘 线 OL 
与 OM 截 出 一 段 外 弧 LM. 
因为 Di on 


LM 与 其 他 圆 不 相交 . 

事实 上 , 设 N 是 LM 上 任意 一 点 ,由 于 NOA >90", 且 .NOB> 
90 ,因此 ,以 NN 为 圆心 且 半 径 为 上 的 圆 与 有 边 形 只 有 惟一 公共 点 O， 
这 表明 ,在 所 有 给 定 的 贺 中 ,过 点 N 的 圆周 只 能 以 点 O 为 中 心 ， 

15*70 ”确定 平面 上 所 有 至 少 包含 三 个 点 的 有 限 点 集 S ,它们 满足 
下 述 条 件 : 对 于 S 中 任意 两 个 互 不 相同 的 点 A 和 B, 线 段 AB 的 垂直 平 
分 线 是 S 的 一 个 对 称 轴 . 

(第 40 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 设 G 为 S 的 重心 .对 S 中 任意 两 点 A4、B, 记 ras 为 S 关 于 
线段 AB 的 牌 直 平分 线 的 对 称 映射 . 

因为 rsp(S)=S, 所 以 rp(G)= 6G, 

这 说 明 S 中 每 个 点 到 G 的 距离 都 相等 ,因而 S 中 的 点 全 在 一 个 圆 
周 上 ,它们 构成 一 个 西 多 边 形 Aj A2…A,(n 宇 3). 
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因为 S 的 对 称 映 射 ra 4, 把 以 AlA; 为 边界 的 两 个 半 平 面 分 别 映 
成 它们 自己 ,所 以 有 ”x4 a,(A2)=Az， 即 得 ”AjAs= AsA;. 

同 理 可 证 As,A;3= A3As1 = AsAs=…= AAl. 

这 说 明 A1A,…A, 是 一 个 正 n 边 形 . 

反之 易 验 证 , 正 n 边 形 (n 宇 3) 的 顶点 集合 满足 题目 要 求 .因此 ,S 
为 正 多 边 形 的 顶点 集合 . 

15.71 求证 :如 果 一 个 平面 图 形 具 有 并 且 只 有 两 条 对 称 轴 ,那么 
这 两 条 对 称 轴 互 相 垂 直 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 

[证 ] 我 们 首先 证 明 : 任 何平 面 图 形 , 如 果 它 
具有 两 条 不 互相 垂直 的 对 称 轴 , 那 么 它 一 定 还 至 少 
具有 第 三 条 对 称 轴 . . 

假定 平面 图 形 下 有 两 条 互 不 垂直 的 对 称 轴 & 、 
.和 1,k& 和 /1 有 可 能 相交 ,也 可 能 互相 平行 (如 图 ). 

设 & 是 关于 直线 ! 与 直线 & 对 称 的 直线 . 

显然 ,直线 与 直线 k& 及 直线 ! 是 不 同 的 ,下 面 
我 们 证 明 直 线 & 也 是 图 形 下 的 一 条 对 称 轴 . 

如 果 图 形 下 含有 茶 个 点 A, 那 么 它 一 定 
含有 A 关于 对 称 轴 / 的 对 称 点 B, B 关于 对 
称 轴 k 的 对 称 点 C, 以 及 C 关于 对 称 轴 ? 的 
对 称 点 D. 

由 于 AA 与 B.C 与 D 关 于 轴 / 对 称 , 则 线 
段 AD 与 BC 关于 轴 ! 对 称 . 

因此 ,线段 AD 的 垂直 平分 线 与 线段 BC 的 垂直 平分 线 ( 即 尼 ) 关 于 
轴 ! 对 称 , 这 就 是 说 ,直线 与 线段 AD 的 垂直 平分 线 重 合 . 

于 是 ,A 与 DD 关于 直线 对称, 即 上 是 图 形 下 的 对 称 轴 . 

于 是 , 当 图 形 玉 有 且 只 有 两 条 对 称 轴 时 ,这 两 条 对 称 轴 一 定 互相 
垂直 . 

15.72 给 定 一 平面 图 形 ( 如 图 ) 以 及 在 该 平面 内 但 不 在 线段 S|、 
S256 上 任意 两 点 Qi 和 Q;. 证明; 连结 Qi 和 Q, 且 具 有 下 述 性 
质 的 折线 P 不 存在 :(1)P 穿 过 每 一 S;(i=1,2,…,6) 恰 有 一 次 ;(2)P 
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六 童 忆 


不 与 它 自身 相交 ;(3)PP 不 通过 任 一 顶点 Vi 、V2、 


| V3、V 
(第 7 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1947 年 ) 
二 ~ 日 人 , 


| 52 Vi 在 内 三 角形 确定 的 一 个 平面 内 有 一 条 折线 ， 

如 果 它 不 经 过 三 角形 的 顶点 , 它 穿 过 三 角形 的 每 
条 边 恰好 一 次 , 它 的 两 个 端点 又 都 不 在 三 角形 的 边界 上 , 则 此 折线 必 有 
一 个 端点 位 于 三 角形 的 内 部 . 

为 证 明 引 理 ,我们 设 T 为 已 知 的 三 第 形 ,以 Qi 和 Qz 为 端点 的 折 
线 满足 引 理 条 件 . 

如 果 Q) 在 本 的 内 部 , 则 引 理 已 成 立 . 

如 果 Qi 在 丁 的 外 部 , 当 我 们 沿 着 P 从 Q) 移 向 Q， 时 ,我们 只 
到 外 点 ,直到 我 们 穿 过 本 的 第 一 条 为 止 ,然后 就 只 ,和 到 内 点 到 从 
工 的 第 二 条 边 为 止 ,此 后 又 只 遇 到 外 点 ,直到 穿 过 个 的 第 三 条 边 为 止 ， 
而 且 从 这 里 开始 ,包括 端点 Q: 在 内 的 所 有 点 全 在 工 的 内 部 .所 以 Q， 
是 一 个 内 点 ,由 此 引 理 得 证 . 

下 面 证 明 本 题 . 

假设 存在 一 条 符合 题 设 条 件 的 折线 P,P 穿 过 每 个 三 角形 
会 VV 并 ,全 VV2V;3 和 全 VV3Vi 的 每 条 边 恰好 一 次 , 则 由 引 理 ,这 三 
个 三 角形 的 每 一 个 内 部 都 必 有 P 的 一 个 端点 ,而 P 只 有 两 个 端点 ,所 
以 这 是 不 可 能 的 , 即 不 存在 符合 题 设 条 件 的 折线 P. 

15*73 已 知 :一 个 红 三 角形 与 一 个 蓝 三 角形 .将 每 个 三 角形 用 两 
刀 分 成 三 个 三 角形 ,使 得 每 个 蓝 色 的 部 分 与 一 个 相应 的 红色 的 部 分 相 
似 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 果 公 ABC 和 和 ABC 相似. 

在 相应 位 置 各 剪 一 刀 就 可 以 得 到 两 组 相似 三 角 


用 
形 , 于 是 ,将 其 中 一 组 的 两 个 三 角形 在 相应 位 置 再 各 
剪 一 刀 便 得 出 三 组 相似 的 三 角形 . 
A (2) 如 果 全 ABC 和 A42B2C 恰 有 一 组 角 相 等 ， 
4 ”不 妨 设 人 C= 人 ZC’, LB>LB'=8. 
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在 A4BC 中 , 作 4BD=B8, 设 BD 交 AC 于 D. 这 时 
BAC = BAD+ /DBC>/DBC= 7Y. 


A 

因此 可 在 BA‘C 内 作 人 CAD =7Y, 设 A 、 
D 六 BC 于 DD . 匈 知 AAA 
B’ 也 CC 


LADB=/AC +7=AADB. 
于 是 人 BCDWHAACD’, AABDOHAABD.. 
再 由 (1), 在 一 组 相似 三 角形 的 相应 位 置 再 剪 一刀, 又 出 现 一 组 相 
似 三 角形 . 
于 是 结论 成 立 . 
(3) 如 果 全 ABC 和 公 A“B'C' 没 有 和 角 对 应 相等 . 


设 人 LB>LB', 则 A> 人 LA, 人 LC’ > 人 C 中 至 人 和 
少 有 一 个 成 立 .不 妨 设 人 人 C’ > 一 C z + 
在 AC 上 取 D,A'B' 上 取 D', 使 E C | 

让 

是 


LDBC=AZB, DCB = 一 C， 
人 DBCcDADBC 


这 时 由 一 ADB= 一 AD = 一 BC， D 

在 全 ABD 和 和 4DTC 中 有 一 个 角 相 等 ,这 就 化 
归 成 (2) 的 情形 ,从 而 结论 成 立 . 外 

由 (1),(2),(3) ,结论 均 成 立 . 

15.74 试 给 出 具有 如 下 性 质 的 三 角形 的 例子 : 

(1) 该 三 角形 可 以 划分 成 12 个 全 等 三 角形 ; 

(2) 该 三 角形 可 以 划分 成 5 个 全 等 三 角形 . 

(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 图 ,正三 角形 的 各 边 中 点 可 分 成 四 个 全 等 的 正三 角 

形 ,而 每 个 正三 角形 的 中 心 又 可 分 成 三 个 全 等 的 三 角形 . 


仿 必 
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所 以 正三 角形 可 以 分 为 如 图 的 12 个 全 等 的 三 角形 . 
(2) 如 图 ,Rt 人 和 ABC, 一 ABC 为 直角 , 且 两 直角 边 AB:BC=2:1, 可 


de 分 为 如 图 的 5 个 全 等 的 三 角形 . 
15.75 ” 试 证 :存在 这 样 的 三 角形 , 它 可 以 划分 成 1989 个 彼此 全 等 
的 三 角形 . 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 
[证 1 经 证 两 条 直角 边 分 别 为 30 和 33 的 直角 三 角形 即 具 有 题 中 
所 要 求 的 性 质 . 


首先 注意 ,高 CH 将 全 ABC 分 成 相似 的 两 部 分 且 相 似 比 为 30:33. 

分 成 的 两 个 三 角形 中 的 每 个 都 可 以 用 平行 于 边 的 网 格 线 划 分 成 
nn? 个 与 原 三 角形 相似 比 为 x 且 彼 此 全 等 的 三 角形 ,上 上面 右 图 中 画 出 了 
n 二 S$ 的 情形 . 

将 全 ACH 划分 成 30 个 这 样 的 三 角形 ,每 个 小 三 角形 斜 边 长 为 1. 
将 全 CBH 划分 成 33 个 这 样 的 三 角形 ,它们 的 斜 边 长 也 都 是 1. 所 以 ， 
分 成 的 30* + 33 = 1989 个 小 三 角形 全 都 彼此 全 等 . 

注 ” 此 问题 为 后 一 问题 的 特例 . 

15*:76 求证 :对 于 每 个 可 以 表示 成 两 个 自然 数 的 平方 和 的 ,都 
存在 这 样 的 三 角形 , 它 可 以 划分 成 n 个 全 等 的 三 角形 . 

(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 首先 ,对 于 任意 给 定 的 自然 数 ,任何 三 角形 都 可 以 

划分 为 wm? 全 等 的 三 角形 ,其 形状 均 间 原 三 角形 
相似 . 

事实 上 ,只 要 把 这 个 三 角形 的 各 边 六 等 分 ， 
并 把 相应 的 分 点 连 起 来 (如 图 ) ,就 得 到 


1+3+5+ 十 (27 一 1 三 7 
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个 全 等 的 且 与 原 三 角形 相似 的 三 角形 . 
设 4=k+ 让, 我 们 考察 以 AC=k 和 BC ， 
=/ 为 直角 边 的 直角 个 ABC. D 
作 和 斜 边 AB 的 高 CD, 则 CD 把 全 ACB 分 上 
成 两 个 相似 三 角形 且 均 入 ABC 相似 . ; 
在 人 ACD 中 ,可 以 将 该 三 角形 分 成 斜 边 为 “ 
1 的 个 与 人 ABC 相似 的 直角 三 角形 . 
在 全 BCD 中 ,可 以 将 该 三 角形 分 成 斜 边 为 1 的 个 与 人 ABC 相 
似 的 直角 三 角形 . : 
于 是 得 到 如 + 1?= 个 全 等 的 斜 边 为 1 的 直角 三 角形 . 


15:77” 试 证 :对 每 个 整数 "之 6, 存 在 一 个 凸 六 边 形 , 它 可 以 分 为 4 
n 个 全 等 的 三 角形 . 十 
(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) i 

[证 ] 考虑 平行 四 边 形 ABCD. 其 中 二 BAD 为 印 角 . 是 


将 这 平行 四 边 形 用 与 AD 平行 的 直线 分 成 个 全 等 
的 平行 四 边 形 ,每 个 平行 四 边 形 又 用 对 角 线 分 成 两 个 三 
角形 ,从 而 得 到 2 个 全 等 的 三 角形 . 

将 图 中 的 全 AED 作出 关于 AD 对 称 的 人 AED. 

再 将 图 中 的 公 BEC 作出 关于 BC 对 称 的 人 BFC. 

则 凸 六 边 形 ABF'CDE 可 以 分 成 27 +2 个 全 等 三 角 
形 . 

硅 作 出 全 GFC 作出 关于 FC 的 对 称 全 FG'C, 则 六 边 
形 AFGCDE 可 分 为 2n + 1 个 全 等 三 角形 . 

综 上 ,对 每 个 ,都 有 一 个 凸 六 边 形 , 它 可 以 分 成 n 个 全 等 三 
角形 (2 为 偶数 时 ,为 六 边 形 ABF CDE ,7 为 奇数 时 , 为 六 边 形 
AFG’'CDE ’). 

15:78 试 将 一 个 正方 形 分 为 8 个 锐角 三 角形 . 

(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

关于 这 些小 三 角形 均 为 锐角 三 角形 的 证 明 并 不 
困难 . 

15"79 求证 : 任 一 正方 形 可 以 前 分 成 任意 个 数 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 895 











x 半 忆 


多 于 5 个 的 正方 形 ,但 不 能 恰好 谢 分 成 5 个 正方 形 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ] 《1) 首 先 证 明 , 任 一 正方 形 可 以 前 分 成 任意 n(n >S) 个 正 
方形 . 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 . 
当 =6、7、8 时 ,容易 得 出 正方 形 可 剖 分 为 6 个 .7 个 ,8 个 正方 
形 ,如 图 . 


n=6 n=7 n=%8 


假设 正方 形 可 以 训 分 为 有 (RE 之 6) 个 正方 形 ,那么 把 其 中 一 个 小 正 
方形 等 分 成 4 个 小 正方 形 , 就 得 到 +3 个 小 正方 形 , 因 此 命题 对 = 上 
13 成 立 . 

于 是 对 所 有 2 之 6, 正 方形 都 可 以 痢 分 为 1 个 小 正方 形 . 

(2) 下 面 证 明 , 正 方形 不 能 剖 分 成 5 个 小 正方 形 . 

设 正 方形 Q 的 边 长 为 1, 天 点 为 A、B、C.D, 它 被 剖 分 为 5 个 正方 
形 CQ O34 Qs. 

正方 形 Q 的 每 个 顶点 都 是 正方 形 Q;(i = 1,2,3,4,5) 之 一 的 顶点 ， 
并 且 Q 的 两 个 不 同 的 顶点 不 可 能 属于 同一 个 正方 形 Q;. 

设 A、B、C.D 分 别 是 边 长 为 a .5b5、c、d 的 正方 形 QQ Qi、Q4 
的 顶点 . 

如 果 正 方形 Qs 的 所 有 项 点 都 在 正方 形 Q 的 内 部 ,这 时 正方 形 Q， 
(i 二 1,2,3,4) 完 全 布 满 在 Q 的 各 边 , 则 有 

atb=b+c=ct+d~=dta=1. 

由 此 可 得 c=a, d=56. 

于 是 正方 形 Q 的 面积 为 ”So=2a? +26*+ So 

又 So= (a+6), 

则 Sq = (a+6)? ~-(2a” +25Y)= 一 (a -6b) 0， 这 是 不 可 能 的 . 

如 果 正 方形 Qi 的 某 个 项 点 位 于 正方 形 Q 的 一 条 边 上 ,比如 在 
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AB 上 , 则 Qi 的 某 条 边 MN 在 AB 上 ,Q; 的 另 两 个 顶点 位 于 AB 的 经 
过 M.N 的 两 条 垂 线 上 , 而 县 与 AB 的 距离 小 于 1. 因而 这 两 个 顶点 在 
Q 的 内 部 ,这 表明 
b+c=1, ctd=l, dta=l, atb<! 
而 由 前 三 个 等 式 可 推 得 
(b+c)})+(d+a)-(c+t+d)=a+b=1. 
从 而 导致 矛盾 . 
因此 ,正方 形 不 能 前 分 为 $ 个 小 正方 形 . 
15.80 ”如 图 ,把 单位 正方 形 的 每 边 分 为 n 等 分 ,再 连接 每 个 顶点 
与 相对 顶点 最 近 的 分 点 ,这 样 在 正方 形 的 内 部 做 出 了 一 个 小 正方 形 (图 


中 用 阴影 表示 ) 的 面积 从 好 是 -5 , 求 : 的 值 1 
(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 五 
[ 解 ] 如 图 , 作 EH DG 于 互 . 末 
由 已 知 DM= 荆 一， 
wy 
cos/ DEH =cos DAM = 二 


1 
e+ (2 
nn 


EH= DE*cos/ DEH = 





l 


7: 
nr* | 12 十 (一 | 
n 


中 间 阴 影 小 正方 形 的 面积 S$= FG?= EH?. 


2n*—2n+1=1985, 
即 nn 一 nn 一 992==0， 
得 n=32，nz 一 一 31( 侈 去 )， 因此 =32. 
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15*81 试 从 尺寸 为 3x3 的 正方 形 中 划 出 一 个 图 形 ,使 得 它 是 棱 
长 为 1 的 正方 体 的 表面 展开 图 . 
(第 17 届 莫 斯 科 奥 林 匹 克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 依 题 意 所 画图 形 如 : 
注意 ,上 .下 距离 a 为 : 
+ 二 x2=2VJI<x2.828.…<3 
V2 
15*82 试 将 正六 角 星 形 分 成 四 个 部 分 ,使 得 这 四 个 部 分 可 以 拼 成 
一 个 凸 多 边 形 . 





(第 17 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 】 所 分 四 部 分 如 图 1 所 示 即 分 割 或 如 下 四 块 : 


I : ABCDMLA, [ :LMKI]J, 
HH : DFGHIKM, N :DEF. 
拼 成 的 梯形 如 图 2. 


DR 


图 1 图 2 





显然 解法 不 惟一 ,比如 下 面 的 剖 、 拼 方法 更 简单 : 
AN 
> 
AN AN 
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15.83 两 个 4x6 的 矩形 ,分 别 被 8 个 “V" 和 6 个 “L” 纸 片 (这 两 





种 形状 纸 片 尺寸 见 图 ) 有 覆盖 .请 问 :(a) 从 (1) 中 拿 走 一 个 “V" 形 纸 片 后 ， 
用 1x3 拖 形 纸 片 奉 代 , 和 矩形 还 能 铺 满 吗 ? (b) 从 (2) 中 取 走 一 个 “L" 形 
纸 片 后 代 以 1 x4 和 矩形 情况 又 如 何 ? 


(加 拿 大 埃 德 蒙 顾 市 数学 竞赛 ,1996 年 ) 第 
[ 解 ] (a) 答 案 是 肯定 的 ,具体 摆 法 如 右 图 十 
所 示 ( 答 案 不 惟一 ) 
(b) 不 可 能 .用 黑白 两 种 颜色 交替 地 将 和 矩形 是 


的 4 行 着 色 . 把 Tx4 矩形 纸 片 放 人 时 , 它 要 克 盖 
4 个 小 方 格 ,其 中 黑色 的 方 格 有 偶数 个 . 

另外 ,把 “[" 形 纸 片 放 人 矩形 时 ,每 张 也 要 覆 
盖 4 个 方 格 ,其 中 黑色 方 格 为 奇数 个 . _ 

奉 能 把 全 部 6 张 纸 片 都 放 和 信和 矩形, 则 黑色 方 
格 的 总 数 必 是 奇数 个 ,这 显然 是 不 可 能 的 . 

15.84 ”用 边 长 是 2 的 正方 形 去 掉 一 个 单位 
正方 形 后 所 得 “L 形 " 图 形 去 覆盖 $x7 的 矩形 ， 
可 以 重合 但 不 可 超出 矩形 .那么 ,能 否 使 矩形 中 
每 个 单位 正方 形 上 和 覆 羡 的 图 形 层 数 都 相等 ? 证 明 你 的 结论 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[证 ] 如 图 所 示 , 将 矩形 的 方 格 涂 成 黑白 两 7 
色 . 在 黑色 方 格 中 记 以 数字 - 2, 在 白色 方 格 中 记 
以 数字 1. 我 们 发 现 , 被 任意 一 个 “L 形 ” 所 覆盖 的 
方 格 中 的 数字 和 非 负 . 

假设 我 们 能 将 矩形 中 的 方 格 覆 盖 满 足 问题 要 
求 的 & 层 ,那么 被 “ 形 " 所 覆盖 的 所 有 方 格 中 的 
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数字 和 * 非 负 . 
如 果 设 矩形 中 所 有 的 数字 和 等 于 S ,那么 ， 


几 S=ks=k(—-2x12+23x1)= ~k<0. 
此 与 假设 矛盾 . 
注 ”车 给 形 的 尺寸 为 3x(2mn+1) 或 $SxS, 则 同 理 可 证 满足 题 设 条 件 的 履 
盖 不 存在 . 


矩形 的 尺寸 为 2x3, 可 被 2 个 “L 形 " 履 盖 1 层 .矩形 的 尺寸 为 5x9, 可 被 15 
个 “L 形 ” 和 覆盖 1 层 .正方 形 的 尺寸 为 2X2, 可 被 4 个 “LL 形 " 履 盖 3 层 .组 合 这 三 
种 履 盖 ,不 难 证 明 , 对 其 余 所 有 的 尽 寸 为 姓 X1N 222) 的 矩形 都 可 以 完成 满 
足 题 设 条 件 的 履 盖 . 

15"85 是 否 存 在 :(1) 一 个 矩形 , 它 可 被 分 割 成 15 个 非 和 矩形 的 全 
等 多 边 形 ? (2) 一 个 正方 形 , 它 可 被 分 割 成 15 个 非 正方 形 的 全 等 多 边 
形 ? 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] (1) 一 个 5x9 的 网 格 可 以 被 分 成 15 个 “二 " 形 块 (它们 彼此 

全 等 , 且 是 非 矩形 ) , 见 下 图 : 


AAA 10 


4 9 
A 上 
文风 . 18 
eof 5 
5 





(2) 将 上 述 5x9 网 格 , 水 平方 向 扩大 $ 倍 , 竖 直 方向 扩大 9 倍 , 则 
网 格 变 成 外 框 是 45 x 45 的 正方 形 , 而 其 中 的 每 个 小 网 格 尺寸 为 9 x 5， 
这 时 被 荐 分 的 每 个 “*L” 形 块 形状 如 上 右 图 . 
15*86 斌 证 :在 2*X2”(nE€N) 个 
正方 形 网 格 中 控 去 一 个 小 方 格 后 ,总 可 
以 由 三 个 小 方 格 构成 的 “L" 形 块 恰好 铺 
满 ( 既 不 重 委 ,也 无 空隙 ). 
(中 国 上 海 市 中 学 数学 竟 赛 ,1981 年 ) 
[证 ] 用 数学 归纳 法 . 
(1)n 二 1 时 ,命题 显然 真 . 





-十 陷 - 
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(2) 大 n= 上 时 命题 真 , 则 n=&+ 1 时， 
则 把 挖 去 一 个 小 方 格 的 21'1 x 2**1 网 格 的 
ABCD 一 分 为 四 ,有 每 一 块 毕 为 2* x 2* 的 网 
格 .其 中 必 有 一 块 是 挖 去 一 个 小 方 格 的 ,无 妨 
设 它 是 HOGD. 

在 2 和 xx2 网 格 中 心 O 处 , 依 图 再 挖 
去 一 个 “" 世 " 形 块 ,这 样 四 个 方块 和 成 为 被 控 ， 
去 一 个 小 方 格 的 2* x 2* 网 格 . 由 归纳 假设 ， 
显然 它们 丝 可 被 *L" 形 块 铺 满 . 

综 上 ,对 任何 目 然 数 n 结论 成 立 . 

15.87 若 将 1x 的 矩形 (RE N) 称 为 “长 条 ”, 试 问 对 怎样 的 自 
然 数 2, 可 将 1995$xz 的 矩形 分 成 两 两 不 同 的 “长 条 ”? 

(第 58 届 莫 斯 科 数 学 竞赛 ,1995 年 ) 

[ 解 】 显然 ,“ 长 条 ”的 边 应 平行 于 所 给 和 矩形 的 边 .不 妨 假定 矩形 的 
边 长 以 厘米 为 单位 .分 以 下 两 种 情况 讨论 : 

(1)n< 达 1995. 此 时 所 能 分 出 的 最 大 的 “长 条 ”的 长 度 等 于 1995cm. 
但 因 用 大 小 不 同 的 “长 条 "所 能 覆盖 的 面积 不 超过 


1 二 22 十，… 十 1995= 了 x 1995 x 1996( cm), 


而 所 给 矩形 的 面积 为 1995ncrr .由 此 知 
1 


了 x1995 x 1996 之 19957 ， 


即 < X1996=998, 

对 于 2 委 998 ,可 以 给 出 适当 的 将 1995 x 2 的 矩形 分 为 两 两 不 同 的 
“长 条 ”的 分 法 .例如 , 先 将 1995 x z 的 矩形 分 成 条 长 度 均 为 1995 的 
“长 条 ”, 留 下 其 中 一 条 ,将 第 二 条 分 成 长 度 分 别 为 1 与 1994 的 两 条 ,将 
第 三 条 分 成 长 度 分 别 为 2 与 1993 的 两 条 ,如 此 等 等 . 

(2)?2 之 1995. 此 时 所 能 分 出 的 最 大 的 “长 条 ”的 长 度 等 于 wcm. 由 
于 长 度 不 超过 2 的 大 小 不 同 的 “长 条 "所 能 覆盖 的 面积 不 超过 


1+2+ +) 
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代 洪 


FI 十 小 





所 以 (n+ 有 D19957 二 知 nn 之 3991. 


可 以 类 似 地 给 出 此 种 情况 下 的 分 法 : 
综 上 ， 知 7 < 委 998 或 7 疡 3991. 
15.88 用 怎样 的 同一 种 正 多 边 形 可 以 秀 拼 成 木 地 板 (无 缝 除 且 无 


三 


重合 ). 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 】 在 艇 拼合 本地 板 时 ,没有 产 个 正宗 边 形 的 顶 
点 集中 在 平面 上 某 一 个 点 上 . 
. (2 一 2) 7 _ _ 271 
11 和 2XT, ni 72 


当 >6 时 ， 0< 一 5<1 











八 [] 《) 


n=3 n=4 n=6 


故 ”只 能 取 值 3、4.,5 ,6. 

经 检验 ; 当 n=3.、4.6 时 适合 ; 当 n=5 时 不 适合 . 

故 正三 角形 .正方 形 和 正六 边 形 可 以 圣 拼 成 木 地 板 . 

15.89 如 打 一 个 四 这 形 任意 一 一 对 边 不 相交 , 且 有 一 个 内 角 大 于 
180°, 则 我 们 称 之 为 “ 标 形 "(如 图 ). 设 CC 是 一 个 
站 2 边 形 ,其 内 部 区 域 被 划分 成 g 个 四 边 形 之 
并 , 即 任意 两 四 边 形 不 重合 (也 无 空隙 ), 设 其 中 


有 p 个 标 形 .求证 :9 之 p+ 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[证 ] 为 方便 计 , 下 称 标 形 中 大 于 180* 的 角 为 优 和 角 . 
显然 所 划 的 g 个 四 边 形 中 ,有 pp 个 优 角 . 
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在 C 中 不 同 的 标 形 中 的 每 个 优 角 相对 应 的 顶点 (它们 显然 两 两 不 
同 ), 绕 这 p 个 顶点 各 一 圈 共 得 到 的 角度 和 为 2 pr. 
另外 ,C 的 内 角 和 为 (7 一 2)x ,而 g 个 四 边 形 的 内 角 和 为 2xgq. 
2xqg 之 2pr+(n~2)x, 


即 op+ 站 


15 90 在 单位 圆周 上 , 任 给 n 个 不 同 的 点 , 设 以 这 个 点 为 端点 

的 长 度 大 于 v2 的 线段 的 条 数 为 gq ,求证 :3g 志 7. 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 

[证 】 设 A 为 圆周 上 一 点 , 称 以 A 为 中 点 的 
半圆 弧 为 “A 半圆 ”. 

先 证 : 任 给 圆周 上 个 点 , 必 有 一 点 已, 使 得 
“也 半圆 "覆盖 这 个 点 中 的 至 少 个 点 , 这 里 。 < 
当 3|n 时， 5 当 3 补 时 ，*= [二 | + 

事实 上 ,如 图 所 示 , 设 4 为 其 中 一 点 , 弧 X4Y 
为 "A 半圆 ” 

者 也 为 所 给 点 , 则 由 于 “A 半圆 "与 “D 半圆 "覆盖 整个 圆周 ,此 
时 取 PP 点 为 A 或 DD 均 可 ; 





有 


Bi 下 


灌注 





车 D 不 是 所 给 个 点 中 的 点 , 当 XD 或 YD 内 部 不 含 给 定点 时 , 结 
论 也 是 显然 的 , 当 XD 与 YD 内 部 都 有 给 定点 时 ,如 图 ,考虑 “A 半圆 ”、 


“8B 半圆 "与 “C 半圆 ”它们 覆盖 整个 圆周 ,此 时 A、B.C 中 有 一 点 满足 
题 意 . 

下 面 用 归纳 法 证 明 : 当 3|n 时 ， 3g 记 nn*， 当 nh 时， 3g<n7. 

事实 上 , 当 n=1 时 ,g=0, 显 然 成 立 . 

设 = 上 时 ,命题 成 立 , 则 当 mw=k+1 时 ,由 前 所 证 ,可 知 存在 一 点 
P, 使 *P 半圆 "覆盖 这 《+1 个 点 中 ;个 点 ,这 里 的 :如 前 定义 . 

显然 “P 半圆" 上 任意 一 点 到 PP 的 距离 之 v2 ,所 以 ,以 已 为 端点 的 
线段 中 ,长度 > V2 的 至 多 上 +1-、 条 . 

记 2 为 除 点 己 外 ,其 余 & 个 点 中 长 度 >v2 的 线段 条 数 ,由 归纳 假 
设 , 当 3jk 时 ,当然 3h&+1, 有 3g 过 刀 , 此 时 

3 g3g +3(k+1—;s) 
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=k*+3k+3—3 (| ! 
kt+l 
~ = 十 3k 一 3 ; | 
郑 =k*+2k<(k+1), 
当 3+k 时 , 著 3+k+1, 则 S=[ 4 ]+1, 此 时 
3g 3g +3(k+1—s) 
了 
<& 二 3&+3 一 3(| | + 
=k*+3k—(k-1)=(k+1). 
当 3fk 时 , 若 外 + 则 3 过 如 -1， 此 时 
3o<<30 +3(k+1—s)=k 1+3kR+3~-(k+1)={(k+1). 
综 上 ， 对 一 切 自然 数 nn, 均 有 3g 委 2 
15.91 给 定 外 个 全 等 的 直角 三 角形 .每 次 将 一 个 三 角形 沿 斜 边 上 
的 高 前 成 两 个 三 角形 .求证 :无 论 经 多 少 次 上 次 操作 ,在 所 得 的 三 角形 
总 能 找到 两 个 全 等 的 三 角形 . 
(第 58 届 莫 斯 科 数 学 竞赛 ,1995 年 ) 
[证 ] 用 肥 证 法 . 大 不 然 ,我 们 考察 具有 如 下 性 质 的 最 小 的 :在 
经 过 n 次 操作 之 后 ,可 从 某 四 个 全 等 的 直角 三 角形 得 到 两 两 篆 不 全 等 
的 三 角形 .假定 一 开始 给 定 的 就 是 这 样 四 个 三 角形 . 
应 当 指 出 ,此 处 操作 的 顺序 已 不 重要 ( 意 即 无 论 先前 哪个 三 角形 ， 
绸 前 哪个 三 角形 ,都 不 会 影响 最 终 的 结果 )， 
既然 一 开始 给 的 是 四 个 全 等 的 三 角形 ,所 以 必定 要 剪 开 其 中 的 三 
.个 (否则 就 始终 保留 有 两 个 全 等 的 三 角形 ). 
不 妨 假定 开头 的 三 次 操作 就 分 别 剪 开 了 这 三 个 三 角形 . 
于 是 ,由 前 法 可 知 ,所 前 成 的 六 个 三 角形 可 以 分 为 两 组 ,每 组 中 的 
三 个 三 角形 全 等 .这 样 一 来 ,每 一 组 中 都 必须 要 再 剪 开 两 个 三 角形 (和 否 
则 就 始终 保留 有 两 个 全 等 的 三 角形 ). 
此 后 分 别 藤 开 它 们 ,不 难看 出 ,我 们 再 次 拥有 四 个 全 等 的 三 角形 . 
这 意味 着 我 们 要 在 剩 下 来 的 n -7 次 操作 中 ,要 把 它们 剪 成 两 两 互 不 
全 等 的 三 角形 .这 与 2 的 最 小 性 相 了 矛盾 . 
所 以 ,在 任何 一 次 操作 之 后 都 能 找到 两 个 全 等 的 三 角形 . 
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15*92 ”在 坐标 平面 上 有 4 个 棋子 ,它们 的 中 心 缘 为 格 点 .每 个 棋 
子 均 可 按 以 另外 任意 两 个 棋子 的 中 心 为 起 点 和 终点 的 向 量 移动 .求证 ; 
任何 棋子 皆 可 按 此 规则 设法 最 终 重 番 在 一 起 . 
(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 我 们 先 来 证 明 一 个 引 理 ”假如 三 个 棋子 位 于 同一 直线 上 是 
具有 整数 坐标 , 则 其 中 任意 两 个 棋子 均 可 重 侠 . 
引 理 的 证 ” 设 棋子 4A 和 8B 之 间 的 距离 为 三 对 棋子 间距 离 中 的 最 


小 值 .将 第 三 个 棋子 C 按 AB 或 BA 移动 ,直到 将 第 三 个 棋子 C 移 到 线 
段 AB 上 ,这 时 三 对 棋子 间距 离 中 最 小 值 将 减 小 . 
由 于 位 于 同一 直线 上 两 点 间距 离 是 整数 ,经 过 这 样 若干 步 之 后 ,这 


个 最 小 距离 将 变 成 0. 如 果 指 定 的 两 个 棋子 已 经 重 盖 , 则 引 理 得 证 . ? 
否则 ,可 将 两 个 重合 的 棋子 中 指定 的 那 一 个 移动 到 另 一 个 指定 的 ”|  : 


棋子 上 , 引 理 得 证 . 

将 所 有 棋子 向 一 个 坐标 轴 投 影 ,可 以 把 投影 看 作 棋子 , 即 如 果 棋 子 
按 某 个 向 量 移 动 , 则 它 的 投影 便 按 这 个 向 量 的 投影 移动 .将 其 余 两 个 棋 
子 中 的 一 个 看 作 第 三 个 ,就 可 以 将 指定 的 两 个 棋子 的 投影 重要 . 

我 们 再 将 两 个 指定 的 棋子 看 作 一 个 棋子 (需要 移动 时 可 以 移动 两 
次 . 先 移动 其 中 一 个 ,然后 再 移动 男 一 个 .这 样 移动 后 ,它们 的 投影 仍旧 
重合 ). 这 “一 个 "棋子 可 以 和 其 余 两 个 棋子 中 的 任何 一 个 棋子 的 投影 重 
车 . 

于 是 ,我 们 可 以 使 这 三 个 棋子 有 相同 的 投影 , 即 它们 位 于 同一 直线 
上 和 且 具 有 整数 坐标 ,并 生 其 中 有 两 个 要 求 重 将 的 棋子 . 

根据 引 理 ,它们 可 以 重 芋 . 

15.93 质点 M1、M 的 位 置 是 M1(0,0), My(a,b)(a<0,6> 
0). M2 由 原 位 置 以 等 速度 V 沿 X 轴 正 方向 运动 ,同时 Mi 也 由 原 位 置 
作 等 速 直 线 运 动 . 为 了 使 Mi 以 最 慢 的 速度 与 M, 相 碰 , 试 确 定 : (1) 
Mi 运动 的 速度 (大 小 和 方向 ), (2) 质 点 从 开始 运动 到 相 碰 所 需 的 时 
间 . 


杂 
是 


(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 :1] 设 质 点 AM) 以 等 速 x 作 直 线 运动 ,运动 方向 与 X 轴 正 方 
回 成 0 角 ,经 过 时 间 1 与 质点 M, 相 碰 于 点 P. 
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6 
_sing ~ a+bctgd 
= = 
bo 
beos0 ~ asing 


于 是 得 + 


u 
by 


Va’ + b’*(cosacos0 + sinasing ) 
bv 


Va + bcos(0—a) 


bp . —a 
SI 一 - 
/a2+ pb /2+ hb? 
当 cos(0-a)=1 即 9=a=arctg( -各 ) 时 ， 最 小 , 记 这 最 小 
值 为 云 . 


\、 -| 、 bvu 、 
(1) AM 运动 速度 为 去 运动 万 疝 汪 X 轴 正 方向 所 成 的 


[# 


其 中 COSC 一 


角 0=arctg( -全 





b 
oy 224p2 
(2) 质 点 从 开始 运动 到 相 碰 的 时 间 是 = 22 = 


[ 解 2] 设 质 点 M1M 相 碰 于 P(x ,5), 则 所 舌 的 时 间 为 


_ V+th_ x-a 
! 一 ) 一 7 。 
由 此 得 v(x*+b?)= u(r-a), 
即 (wo) Da r+ alu -bw =0. (x) 


因 xz 是 实数 ,所 以 (aw*)* 一 (x -wi)(a lw -bv )2>20. 


a uw + bru vw — but20. 





bv 
v>0, au>0, 5>0... 2 之 一 一 一. 
/a + b* ， 
bm L 六 
(1) Mi 运动 速度 最 小 是 去 = 一 二 一 ,代入 (*) 得 
2 十 万 2 
a 六 
a 
二 2 2 
Uy a 
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运动 方向 与 X 轴 正 方 加 所 成 的 角 是 

9=arctg =arctg( -4). 

一 2 2 
(2) 所 需 时 间 是 1= 工 -= 人 一. 

15:94 序列 1a ,a3,…|1 定 义 为 :az, = 二 a,,a2n+1= 二 (一 1)"”. 在 坐标 
平面 上 ,一 点 PP 依 如 下 方式 运动 :(1) Po 为 原点 ,开始 时 PP 由 Po 移 到 
(1,0), 记 为 Pi. (2) 当 忆 移 到 P; 后 ,车 a;=1, 则 将 方 回 左 转 90° 并 前 进 
一 格 ; 若 a; = 一 1, 则 将 方向 右 转 90" 并 前 进 一 格 .求证 :P 点 不 会 两 次 
通过 同一 条 线段 . 


(日 本 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 .车 P 点 两 次 经 过 某 条 线段 ,那么 可 能 有 两 种 情 1 
况 : 了 


(DP 点 由 不 同 的 方向 两 次 经 过 某 条 线段 . 我 们 考察 已 (zy) 的 过 
两 坐标 的 奇偶 性 , 易 知 ;三 1,2,3,4(mod4) 时 , PP; 的 横 . 纵 坐 标的 奇偶 。 |< 
性 分 别 为 ( 奇 , 偶 ),( 奇 , 奇 ),( 偶 , 奇 ),( 偶 , 偶 ), 易 知 不 存在 i,j 使 
TIET+ YEY+ Vit y+1y(mod2), 
从 而 这 种 情况 不 可 能 发 生 . 
(2) 忆 点 由 同一 方向 两 次 经 过 某 条 线段 ,考察 由 P,、P,、Py… 这 样 
的 点 已 连 成 的 折线 , 易 知 :定义 a = amp = pr, 则 折线 
PP 1P2… 与 折线 PoPiP;… 相 似 , 即 前 者 可 由 后 者 绕 原点 逆 时 针 旋 
转 4$" 并 放大 V2 倍 得 到 ， 
于 是 我 们 有 ;x2 二 一 yy, = 人 十 区。 
对 图 形 略 加 观察 可 得 : 
Dazst1=1 时 x30+! = + Vy Vntl Ytl ts 
Dazar1= lH, rar Yr Vat Tt Tl 
现 设 PP 和 PP;;1(i< 门 是 初次 走 过 的 相同 的 线段 (初次 走 过 
的 含义 是 i 最小). 则 Pj= P,Pi,1= Ps 
首先 ,由 (1) 中 的 讨论 知 41(j 一 门 .我 们 分 两 种 情况 进行 讨论 : 
(i) 217i, 则 由 pi=P 知 P5= Ps, 理由 Pi+i=Pn 和 和 41(j- i) 
但 Qaj+tl= aj+tl， 


于 是 P;,1= P12,BBh Pi+1= Pr 村 i 最 小 了 矛盾; 
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a 


(ii)2ti ,类 似 有 Pe!= Ps!, PS!= PA, 亦 与 i 最 小 予 盾 . 

综 上 所 述 , 命题 成 立 

15-:95 设 n 宇 5(n EN), 求 最 大 的 正 整 数 上 (用 ”表示 ) 使 得 存在 
一 个 凸 n 边 形 AjA,…A, 中 恰好 存在 & 个 四 边 形 AAA Ai+3 它 
们 均 有 内 切 圆 ,这 里 A,;;= A 
(美国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 满足 题目 要 求 的 最 大 整数 = 


(1) 先 证 As 筷 ] .事实 上 可 以 证 明 四 边 形 

Ais AAAira4i+3 与 四 边 形 人 1 
不 同时 具有 内 切 贺 . 

如 图 ， 大 44 14i 3243 与 AAA A 4;+ 4 都 有 内 切 圆 ， 则 

AiAj+1+ Ayr2A;+13 = Air1Air12 + A;r3A,, 

AisriAit2t+ Air3Airs= Air2Air3t+ AiriAira, 

上 两 式 相 加 有 AA;11+ A;13A;14 = AiriA;+a + AiAi13. 

但 AiriAirat AAit3= AO+tArOtAir0+AiraO 

> AAji1+ Aj;3A,+s, 

下 慎 ! 

由 上 述 结论 可 知 , 有 内 切 圆 的 四 边 形 4AA4; ;44 由 边 Ajri 
Ai+2 惟 一 确定 ,是 任意 相 邻 两 边 ( 如 A;A; ;1,A;;14;+2) 不 都 是 某 个 有 


内 切 圆 的 四 边 形 的 惟一 确定 边 ,这 表明 &<<| 于 |， 


(2) 再 证 a 之 5 时 可 取 X = | 二 | 满足 题 设 ， 
车 2 为 偶数 , 设 n=2m .构造 一 个 凸 2m 边 形 A;A,… A 使 得 此 

















2m 边 形 的 每 人 

AiA2= A;3As4 = =A, 1A = a, 

A2A3= AsAs= =A, -7A2m -1 = ArmAl= 8, 
、 a 712 一 

b= ,了 二 . 
这 里 1 + cos0 0 m ™ 
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此 时 该 凸 n 边 形 有 个 四 边 形 A,A;+11A;;2A;;3(1 = 1 ,2,… ,2m) 
有 内 切 贺 . 

若 n 为 奇数 , 设 n=2m 1. 考虑 上 述 的 凸 2m 边 形 ,可 在 四 边 形 
AzmA1A2A3 中 取 一 点 P, 使 得 四 边 形 PA3A4As 和 PAs,_2 Azm-1I 
Azm 为 有 内 切 圆 的 四 边 形 , 这 时 凸 2m 一 1 边 形 PA3A4…A,, 中 有 m 一 
1 个 满足 题 日 要 求 的 四 边 形 . 


综 上 ,所 求 &=| 号 | 


Le 洲 


窗 潍 
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中 篇 


立体 [| 和 何 





第 十 六 人 ”和 直线 与 平面 


16.1 空间 有 同样 长 的 三 条 线段 ,证 明 : 存 在 一 个 平面 ,使 这 三 条 
线段 在 平面 上 的 投影 也 相等 . 
(第 11 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 首先 指出 ,在 空间 中 长 度 相 等 且 相 互 平 行 的 线段 在 任意 平 
面 上 的 投影 都 是 相等 的 . 
我 们 对 题 中 的 三 条 线段 作 平 移 ,使 之 成 为 有 公共 顶点 的 线段 DA、 
DB .DC. 
车 A、B、C 三 点 共 线 , 则 过 此 直线 的 平面 即 为 所 求 . 
若 A、B、C 不 共 线 , 则 此 三 点 确定 的 平面 a 为 所 求 . 
如 果 DD 在 a 内, 则 结论 显然 . 
如 果品 不 在 a 内 , 易 证 DA .DB .DC 在 a 内 投影 相等 . 
16.2 从 平面 M 外 一 点 P, 向 平面 M 引 三 - 
条 和 斜 线 , 这 三 条 斜 线 在 同一 平面 内 , 斜 线 足 顺 次 
为 A、B、C, 斜 线 与 平面 M 所 成 的 角 分 别 为 a、 
Ba, 并 且 AB=a,BC=5。, 求 :P 点 到 平面 M 的 
距离 . 
(中 国 辽 宁 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 11] 从 P3 引 lM 的 垂 线 , 垂 足 为 Q ,于 是 
PAQ=/APCQ=a, LPBQ=B, AB=a, BC=0. 
设 PQ = 4d, 则 AQ = CQ = PQctga = detga, BQ = PQctgp8 = 
dctgB, 
由 AQ = CQ, 并 且 A .B.C 在 同一 直线 上 ,得 知 全 ACQ 是 等 腰 
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六 十 小 


三 角形 ， 
QAB= /QCB. 

在 全 AQB 中 ,由 余弦 定理 得 

oe QAB= et ge dogh 
2adctga 

在 全 BQC 中 ,由 余弦 定理 得 
bp*+d’ctg a— d’ct 

QCB= 2 ctga eh. 

QAB= /QCB, 

blal+di(ctga-ctgB))=alb +a(ctga- ctg 8B)], 
整理 得 (a 一 b)d*(ctg a -ctg)=ab(a—b), 

当 4 /ao 
因此 , 当 a 关 5 时 ,得 4d= rao cn 
当 a=b 时 ，'. 人 AQC 是 等 腰 三 角形 ，..、 QB_LAC， 

个 AQB 是 直角 三 角形 . : 
由 色 股 定理 得 a?*+d’?*ctg p= d’ctg a. 


= a” _ a a Vetga 一 ct28 
Nega-cgB VE ea-cteB 
[ 解 2] 在 全 ABQ 中 ,利用 余弦 定理 得 
| _ AB?+ BQ*- AQ’ a’+d’(ctg 8- ctg a) 
SABQ = HABBO 一 2ad citgB 
在 全 CBQ 中 ,利用 余弦 定理 得 
本 BC+BQ- CQ +a’(ctg PB- ctg a) 
LB BOBQ ~ 26d ctgB ， 
了 ABQ 与 人 CBQ 互 为 补 角 ， 
cos ABQ = ~ cos/ CBQ, 
即 a +d’(ctgB— ctg a) _ btadi(ctg pctga) 
2adctgp 2bdctgB | 
得 (a+b)d:(ctg a—ctgB)=(a+b)ab. 


_ ab 
dN ep 


16.3 ”由 平面 M 外 一 点 A 向 平面 M 引 斜 线 AB .AC ,使 人 人 BAC = 
a, 又 AB、AC 与 平面 M 的 交角 分 别 为 B8、yY. (1) 求 AB、AC 在 平面 M 
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并 言 过 














上 的 射影 所 成 的 角 ;(2) 求 平面 ABC 和 平面 M 的 交角 . 
(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] (1) 作 AD 1 平面 M , 垂 足 为 也 . 令 AD 

=1, BDC'= 0, 
1 ] 
则 MB np AC- ny 

由 余弦 定理 得 

BC* = AB:+ AC’ -2AB.: ACcosa 


=cse B+ esc’y 








二 2cscpcscycosa ， DD 
BC* = BD’ + CD’ -2B8D.CDeosb 

=ctg B+ctg 7y—2ctgBctgycosG, 人 
由 (QD, 名 解 得 


cscpcsc ycosa — 1 
ctgpctgy 
0 = arccos(secBsecycosa — tgPtg7y ). 
(2) 在 平面 M 内 作 DE | BC, 垂 足 为 瑟 , 连 AE, 则 AE BC. 设 
AED 一 g, 则 9 为 所 求 平 面 ABC 与 平面 M 的 交角 . 
1 


SA A = AE:BC= 2 AB ACsina, 


COS0 = = secpsecycosa — tgBtgy, 


sino = Lt- BC 
SF MAE AB.ACsina 
Vv AB: + AC’~2AB.:ACcosa 


AB.: ACsina 











sin’ B+ sin’ y — 2sinBsin ycosa ， 

礁 gg=arcsin(csca wsin28+sin2y 一 2sinBsiny cosa ). : 

16*4 设 1 .nm 是 两 条 异 面 直线 ,在 1 上 有 A、B.C 三 个 点 , 且 AB 
= BC. 过 A、B.C 分 别 作 m 的 自 线 AD、BE 、CF, 垂 足 依次 为 DLE、F. 


已 知 AD= V15,BE 一刻 ,CF=V10, 求 :1 与 的 距离 。 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
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[ 解 ] 设 LM 为 直线 /与 % 的 公 垂 线 , 工 
El1,MEm. 
过 m 作 平 面 P 平行 于 直线 /, 过 A、BC 
分 别 作 平面 P 的 垂 线 AG .BH .CK , 垂 足 分 别 为 
G 万 区 , 则 点 G. 万 K 落 在 与 ! 平行 的 直线 六 
上 , 连 GD .HE 、KF. 
AB= BC, AG/ BH/ CK, 


已 





GH= HK. 
又 ADj」jm，BEJ」 mn，CF | 7 由 三 垂 线 定 理 得 
GD Lm, HElm, KF| nm 
故 GD/ HE/ KF, 且 .如 分 别 为 FD KG 的 中 点 . 
设 1 与 ;的 距离 为 x+, 则 AG= BH= CK=LM=x. 
GD= v AD’:~ AG’:, HE= ~ BE’- BH’, 
KF= Vv CF*- CK’. 
- 7 
又 AD= vi15, BE=， CF= V10, 
当 点 A .B.C 在 点 上 的 同一 侧 时 ,有 2HE= KF + GD. 


4 
于 是 2 = V10- xr + v15~ xr’. 


解 此 方程 ,得 ”x= 土 Y6, 舍 去 负 根 , 求 得 直线 /1 与 mm 的 距离 为 Y6. 
注 当 A、B.C 不 全 在 上 L 的 同一 和 侧 时 ,有 

2 = V15—-r— v10- zx. 

此 方程 无 解 , 故 A,B,C 必 在 点 上 的 同 侧 . 

16:5 平面 c 内 有 一 个 正 全 A‘BC( 如 图 ). 
直线 DE // BC 县 分 别 交 A'B.ATC 于 DE, 沿 
DE 将 人 ADE 折 起 使 之 与 平面 a 垂直 至 人 ADE 
位 置 . 问 与 BC 平行 的 直线 DE 取 在 何 处 的 AB 
最 短 ? 





(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 】 在 和 ABC 中 作 BC 边 上 的 高 AM 使 与 DE 交 于 N, 连 BN. 
当 公 A'BC 折 起 与 平面 a 垂直 时 ,AN | 平面 a， 则 AN | BN. 
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设 正 人 ABC 边 长 为 c， 且 4N=X. , 
在 Rt 全 NMB 中 和 和 Rt 全 ANB 中 有 | 


2 
BN:=NM*+B := (S a + | 





及 AB* = AN’+ BN’=xr + (2 | 
a \* /3 “ 5 ) 
一 一 - 十 一 一 = 
可 a 1 8° 


故 当 += 站 时 , AB 最 短 , 此 即 DE 是 A'B 与 4 C 中 点 连 线 


时 . 

16.6 ”空中 有 一 气球 ,在 它 的 正 西方 A 点 , 测 得 它 的 仰角 为 45°， 
同时 在 它 的 正 南 偏 东 4S" 的 已 点 , 测 得 它 的 仰角 为 67"30 ,4 .B 两 点 间 
的 距离 为 266 米 ,这 两 测 点 均 离 地 1 米 , 问 当 测 量 时 这 气球 离 地 多 少 
米 ? 


小 十 


直 
线 
与 
平 
外 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[ 解 ] AQB=135"， 邻 PQ= x， 
因 PAQ=45"， 则 AQ=x. 





XX BQ=r ctg67 30 = tg22 >". 


在 全 ABQ 中 ,根据 余弦 定理 得 
AB’= AQ’: + BQ’ - 2: AQ*: BQ cos135°, 





即 266*= x + x p22 +2.x :tg22 





1 + cos45" 1 + cos45” 


3 2 -2662.1 二 cos45 


从 而 266*= x? ， = 
To 3 ， 


/12 十 
T= 200- 2 266x0.754~201( 米 )， 


因 测 点 离 地 1 米 ， 故 201+1=202( 米 ). 
故 气球 离 地 约 202 米 . 
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16.7 在 水 平面 上 ,三 个 点 和 天 线 的 基点 相距 100 米 .200 米 .300 
米 , 从 这 三 点 测 得 天 线 的 视角 的 和 为 90" ,天 线 的 高 等 于 多 少 ? 
( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 设 天 线 的 高 为 x 米 ,和 天 线 基 点 相距 
100 米 .200 米 和 300 米 点 对 天 线 顶 端的 张 角 分 别 
为 a、.B8、Y. 这 时 有 


tga= 袜 ，ig8= 工 ，igy= 工 
8 100” ‘27° 200” ‘2’ 300- 
XX at+pt+y=90. 
1 _1~tgatgp 





tgy = -一 =tg[90°— (ga+ 8)]= 


300 tg(a+B) tgattgp 
Tz 

Ti00 200 100x200- x? 

想必 300z l 

100 ”200 


有 300x*= 100x200x 300-300x?， 
即 2z2= 100x200， 
>= 土 00( 伟 负 值 ) 

即 天 线 的 高 等 于 100 米 . 

16.8 已 知 : 空 间 中 三 条 直线 a .9 、c .直线 a .0 均 不 与 直线 c 垂 
直 , 点 P、Q 分别 在 c、. 2 上 变动 ,使 PQ 与 c 垂直 ,过 忆 点 与 5 垂直 的 
平面 交 c 于 尺 ,过 Q 点 与 a 垂直 的 平面 交 c< 于 S. 求 证 :RS 的 长 度 为 
定 值 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 先 设 a . 为 异 面 直 线 . 

过 5 作 平 面 a 与 直线 a 平行 ,al 是 a 在 a 上 
的 射影 . 

由 于 ce 、8 均 不 与 c 垂直 ， 则 c 不 与 平面 a 
垂直 . 

设 c 在 a 上 的 射影 为 cl,8 是 由 c 和 cl 确定 的 
平面 , 则 平面 a 平面 8. 

设 a 为 a 在 平面 8 上 的 射影 , 则 ci ei. 
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记 P,P;,Ps 分别 为 P 在 a,B,cl 上 的 射影 ,Qi 为 @ 在 cl 上 的 
射影 , 则 PQ 直线 c<， P2Qi | 直线 c. 

由 “PPQiLc，azwcl， 可 证 得 P3 Qi 为 定 长 . 

过 P| 作 直 线 6 的 县 线 交 c| 于 Ri, 过 QQ@ 作 直线 a 的 垂 线 交 c| 于 
Si:， 则 Ri、Si 是 RS 在 平面 a 上 的 射影 ,从 而 只 要 证 得 RiSj 为 定 
长 就 可 证 得 RS 为 定 长 . 

下 面 只 需 证 明 ， 者 P3Qi 为 定 长 , 则 必 有 
R1S1 为 定 长 . 

事实 上 , 记 Ps 为 PP; 与 5 的 交点 , 则 PQ1 名 
为 定 长 必 有 PsQ 为 定 长 . 

如 图 ,过 Q1、D 的 交点 〇 作 直 线 c,, 使 cl cl1. 

设 R,、S; 分 别 为 PiRI1、QSi 与 c2 的 交点 ， 
过 Ps 作 ci 的 短线 必 经 过 全 OP1Ps 的 重心 Rp 点 . 

则 P4Q 为 定 长 必 有 尺 ，S2 为 定 长 ,显然 有 RS; 为 定 长 必定 有 
Ri1Si 为 定 长 , 即 可 证 明 RS 为 定 长 . 

同 理 可 证 明 直 线 a 与 5b 共 面 的 情形 . 

16*9” 试 证 :如 果 ( 异 面 ) 挠 四 边 形 的 对 边 相 等 , 则 它 的 两 条 对 角 线 
中 点 连 线 一 定 垂直 于 这 两 条 对 角 线 ;反之 ,如 果 挠 四 边 形 的 两 条 对 角 线 
中 点 连 线 垂 直 于 这 两 条 对 角 线 , 则 其 对 边 必 相等 . 

(第 6 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 1] 由 已 知 AB=CB, AD= BC. 


“. 人 ABDLACDB. 

这 两 个 全 等 三 角形 的 对 应 中 线 AQ, CQ 满足 A\ 
AQ= CQ. 《TY c 

于 是 PQ 为 等 腰 三 角形 QAC 底 边 AC 的 中 线 ， 


PQJ AC. 
同 理 ”PQ | BD. 
即 PQ 与 两 条 对 角 线 AC 和 BD 都 垂直 . 
反之 ,各 PQ 是 AC 和 BD 的 中 垂 线 , 则 将 整个 图 形 以 PQ 为 轴 旋 
转 180", 必 交换 A 和 C、B 和 DD 的 位 置 ,所 以 有 
AB= CD, AD= CB. 
[证 2] 如 图 ,用 A、B.C.D 及 PQ 分 别 表示 挠 四边形 的 顶点 及 
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a 








对 角 线 的 中 点 . 
用 A、B.C、D 及 P、Q@ 分 别 表示 由 原点 出 发 
到 相应 点 的 矢量 . 
用 挠 四 边 形 ABCD 的 对 边 相 等 , 则 有 
(A-B)-:(A-B)=(C-D):(C-D), © 
(B-C).:(B-C)=(A-D):(A-D), © 
中 -@ 得 [(B+D)-(A+C)]:(A-C) 


| 
之 
3 


又 2(P-Q)=(B+D)- (A+C), 
2(P-Q):(A-C)=0， 即 PQLAC. 
+@ 得 [(B+D)-(A+C)1.:(B-D)=0, (4) 
有 2(P-Q):(B-D)=0.， i 故 PQJBD. 
所 以 PQ 与 两 对 角 线 都 垂直 . 
反之 ,由 PQLAC，PQRLBDPD， 可 得 罗 ,由 成 立 . 
由 全 + 狼 及 图 -由 即 得 由 ,四 . 所 以 ,有 AB= CD，AD= BC. 
16.10 求证 :空间 中 两 组 对 角 分 别 相等 的 四 边 形 的 两 组 对 边 也 相 


(第 33 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1972 年 ) 
[证 1] 设 空间 四 边 形 ABCD 中 ， BAD= 人 BCD,，,， 一 ABC 
= 一 CDA. 


又 设 4B=a，BC=p，CD=c， DA= 
d, AC=m. 
在 人 ABC 和 全 ADC 中 ,由 余弦 定理 得 


了 ABC= CDA. ， 则 由 信 ,@ 得 
a +b ~-m c+d—m 
2ab 2cd 
即 (ab ~ ad)m’=(ad— bc)(bd -ac). 人 


将 全 4BD 以 BD 为 轴 旋 转 到 平面 BCD 内 ,A 点 落 在 平面 BCD 内 


920 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





的 A ' 且 A .C 在 BD 的 同 侧 . 
LBAD= /LBCD, /BA'D= /BAD, 

“， 了 BA'D= 人 人 BCD. 于 是 A C.D、B 四 点 共 贺 . 

则 A’BC= 人 CDA’,， cosA'BC= cs CDA', 

al+b +—-n: c+d’—n” 

庆 2abp 2d 

或 (ab -cd)n’=(ad~ bc)(bd -ac). 

由 人 @@ .由 可 得 (a6b -cd)(m’*~n’)=0. 

AB=AB, AD= AD. 
B.D 都 在 线段 AA -的 中 午 面 内 . 

由 于 4 .B.C.D 在 同一 平面 内 ， 

C 不 在 AA 的 中 垂 面 内 . 

于 是 AC 关 AC， 即 n 关 m. 

由 @@ 式 有 ab=cd， 

同 理 有 ac&=a& ， 即 a?6d = cbd， 

a=c,，B 即 AB= CD. 

同 理 可 证 BC = DA. 

[证 2] 设 空间 四 边 形 ABCD 中 ， BAD = 
LDCB=a, AABC=/CDA=B, AABD= x, 
LCDB=y. 

则 一 ADB=r-(z+a)， 

LCBD=x-(yta). 

记 二 面 角 A - BD ~ C 的 平面 角 为 68. 

在 三 面 角 DD-AB-C 中 ， 
cosB— cos[ x —(xt+a)] cosy 

sinix—(xzt+a)] siny 
_ CosB + cos( Xx + a)cosy 








由 





cos0 = 


sin(x + a)siny 
cosB = sin(x + a)siny cosg — cos(x + a)cosy 


= 了 [cos(z-y+a) -cos( x+yta)]eos 


-二 [cas(z+y+a)+eos(zr-y+ a)| 
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1 
一 -二 (1-eosb)cos(z-y+ a)— (1+ cos0) 


cos{ Xt+yt+a). 


在 三 面 角 B- ADC 中 , 同 理 可 得 
cosp = -二 (1 —cosO)cos(y— zx ~ a) -0 + cos0 ) 


cos{y+ XxX+a). 
所 以 有 
(1 —cosO)cos(T — yta)= (1- cosO)cos(y— x+a). 
1 -cos0 尖 0， 
‘. Cos(X— yta)—-cos(y~XxX+a)=0, 
即 2sinasin(y— x)=0. 
又 2sina 天 0， .. sin(y— x)=0, 
再 由 zx-yE(-r,r)， 则 y-x=0,，. y=. 
BE /CDB= /ABD, 
X.Y LBAD=ADCB, BD= BD, 

和 4BDS2ACDB.， 于 是 AB= CD, BC= DA. 
[证 3] 所 设 同 证 2. … DAB= 和 BCD， 
所 以 人 ABD 与 人 CDB 的 外 接 圆 半径 相等 , 设 它们 的 外 接 图 半 和 在 

为 RR, 则 

AD=2R sinx, BC=2RK siny. 

AB=2R sin(x+a), CD=2R sn(y+a). 
在 全 ABC 中 ,由 余弦 定理 得 
AC*=4R’[sin (x+a)+ sin2y -2sin(z+ajsiny cosB | ， 
在 入 ADC 中 ,由 余弦 定理 得 
AC =4R [sin (y+ a) + sin x —2sin(y+ a)sinr cosB] . 

[sin (z+a)—sin (y+a)})— (sin’x— siny) 

—2[sin(x +a)siny— sin(y+a)sinr] cos8=0 . 

BI sin(x + yt2a)sin(x— y)—sin(r t+ y)sin(x— y) 
~ [cos(x ~ yta)—cos(y—- xX+a)| cosB=0. 

或 sin(x— y)[sin(x + yt+20)— sin(x + y) |) + 2sina 
sin(x — y)cosp=0, 
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2sinasin( xX — y)[cos(x + yt+a)+cosB]=0. 
上 w+ 十 ya 一 
ye pz 2 6_0 四 
由 0<a<r，sinae 天 0， 又 LDBC< 人 ABD+ 了 ABC， 则 
xr-(y+a)<rxr+B, 
T+ytat+pfp x 
-一 一 一 一 一 > 一 . 
放 2 2 
又 由 于 xz+a<r，y<r， 8<r， 
则 zt+yt+ta+pB<3r， 


邑 4sinasin(y — y)eos 





T+ytat+h 3x 
有 .2 2 
A r+ytatph 3A 
即 < < 了 ， 
十 y 十 
因此 eos et RA0, 
ABD< /ABC+ /DBC, 
, T+y+a-pfp x 
口 < 人， 
四 得 7 7 
又 由 于 x+a>0， y>0， x 一 BB>0, 
T+yta—p nx 
j -~ 
则 > > 7 ， 
Xx T+y+a 一 DT 
< < 一 ， 
2 2 


因此 eos 7 fA0. 

于 是 由 册 式 只 有 sin(x ~y)=0. 

再 由 xz-yE(-r,r)， 则 rr-y=0, x=y. 

.sinr 三 siny， 从 而 4D= BC， 

义 ， sn(z+a)=sn(y+a)， 从 而 AB= CD. 

16'11 在 空间 中 给 定 四 个 点 :4 、B、C、D. 试 作 一 个 平面 $ .使 得 
A 和 C 在 平面 S 的 一 侧 ,B 和 DD 在 平面 S 的 另 一 侧 , 且 点 A、.B.C.D 
到 平面 S 的 距离 相等 . z 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1922 年 ) 
[ 解 】 若 平面 S 符合 题 设 要 求 , 则 它 到 点 A 和 B.B 和 C.C 和 DD 
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的 距离 相等 ,而 且 每 一 对 的 两 个 点 都 分 布 在 平面 
S 的 两 侧 . 这 时 A 和 也 在 平面 S 两 侧 , 且 到 平 
面 S 的 距离 相等 . 
显然 ,为 满足 上 述 条 件 , 平 面 S 应 通过 线段 
AB .BC 和 CD 的 中 点 . 
因此 ,只 要 过 4B 、BC 和 CD 的 中 点 作 一 平 
D 面 ,这 个 平面 就 是 题目 要 求 的 平面 S. 
如 果 AB、BC 和 CD 的 中 点 不 在 同一 条 直线 
上 , 则 这 样 的 平面 具有 惟一 一 个 . 
如 果 AB .BC 和 CD 的 中 点 在 同一 条 直线 上 ,那么 过 这 直线 的 任 一 
平面 都 符合 题目 要 求 ,因而 有 无 数 多 组 解 . 
16.12 如 果 A、B.C.D 是 空间 中 四 点 , 且 人 ABC = 一 BCD = 


LCDA= LDAB=7 .求证 :A .B.C.D 共 面 . 


(第 8 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 假设 A、B.C.D 不 共 面 . 


由 ABC= 忆 知 ,A .8.C 不 在 同一 直线 上 ， 


于 是 A、B、C 可 确定 一 个 平面 a, 且 DD 不 在 a 上. 设 
DD 为 D 在 平面 a 上 的 射影 . 


因为 LDBC= LPAC=7 ， 
有 DD jj 平面 化 
则 由 三 垂 线 定理 的 道 定理 得 和 DHBC= 和 DAC= 了 本， 





V 
B 








又 ” BCA= 本 ， LADB== 
故 D'B?*+D'A?= AB?*, 
再 DB>D'B, DA>D’A,- 

DB?+ D42>DB2+DA2= 4B2. 


从 而 一 ADB 尖 村 ， 与 CADB= 地 矛盾 ， 
因此 ,A .B.C.D 共 面 . 
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16.13 设 1,7 为 空间 中 的 两 条 直线 ,在 1! 上 取 A、B、C 三 点 ,B 
为 线段 AC 中 局 .在 ac 分 别 为 A、B、C 到 的 距离 . 试 证 :5b 专 


4 +c 当 目 仅 当 1/L 时 等 式 成 立 . 


(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 】 设 A、BC 在 :上 的 射影 分 别 为 A 、B 、C.. 
连接 AC'’, 设 AC' 的 中 点 为 B”. 
由 于 B 是 AC 的 中 点 , 则 
Pp a 最 
BB = BB = 
在 全 BB'B" 中 ， BB’< BB”+ BB”, 


二 ce a +e? 
月 5< 和 一 一 过 /二 <. 
| 2 2 


当 且 仅 当 1/1 时， 有 BB =BB*+BB 及 up。 


十 
因而 6b= 成 立 . 
16.14 在 空 间 世 给 两 条 平行 直线 ， 并 在 此 两 平行 线 所 决定 的 平面 
以 外 给 定 一 点 ,要 求 只 用 直 尺 过 此 点 作 一 直线 与 此 两 平行 线 相 平行 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[作法 ] 在 已 给 的 两 平行 线 和 /，, 上 各 
取 两 点 A、B 和 CD, 使 得 AC 与 BD 交 于 一 点 


E. 设 PP 为 给 定点 ,联结 PA、PC, 并 在 PC 上 任 az 
取 一 点 M, 联 EM 交 PA 于 NI( 因 为 直线 AP、 CfA / 
CP 、EA EM 共 面 ). 和 


联结 DM .BN 交 于 空间 一 点 Q (EN .FEB、 
DM BN 共 面 ). 联 结 P.Q, PQ 即 为 所 求 的 直线 . 

[证 ] 因为 , DM 不 平行 于 BN ,否则 平面 CDM 就 平行 于 平面 
ABN, 那 么 , CM 与 AN 平行 ,两 线 不 相交 ,与 我 们 作法 相 违 . 

所 以 ,DM BN 交点 Q 必 存 在 . 

Q 在 BN 上, 则 QQ 点 在 平面 PAB 上 , 即 直线 PQ 在 平面 PAB 上. 

同 理 ，Q 在 DM 上 ,直线 PQ 在 平面 PCD 上 . 

因此 ，PQ 是 平面 PAB 与 平面 PCD 的 交 线 . 
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rand 前 已 


AB/ CD， 
AB// 平 面 PQCD. 
故 PQ/11/ 0 
16"15 已 知 : 平 面 x,x 上 一 点 PP 及 x 外 一 点 Q, 在 x 上 求 一 点 


QP + PR 
OR 为 最 大 . 


(第 21 届 国际 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 对 于 平面 x 上 任意 一 点 R, 连 结 RP 并 
延长 到 S, 使 PS = PQ. 连结 QS、QR, 记 人 SQR = 
op, LQPR=20, 
于 是 一 S=8. 由 正弦 定理 有 
1 QP+PR_PS+PR_SR _ sing 
QR QR QR sin0 
当 R 在 平面 x 上 的 过 P 点 的 一 条 直线 上 变化 时 ,9 取 定 值 . 
显然 , 当 p=90', 即 PR = PQ 时 ,) 取 最 大 值 . 
然后 再 让 9 变化 ,显然 6 为 锐角 , 故 当 6 取 最 小 值 时 4 最 大 . 
众所周知 , 当 29 为 射线 PQ 与 平面 x 所 成 角 时 ,最 小 .因此 , 设 Q 
在 x 上 的 射影 为 了 , 若 工 不 与 己 重 合 , 则 当 尺 在 射线 PT 上 , 且 满 足 
PR = PQ 时 ,4 取得 最 大 值 .者 工 与 P 重合 , 则 平面 x 上 以 P 为 圆心 ， 
PQ 为 半径 的 圆 上 任何 一 点 R 都 满足 要 求 . 
16*:16 PP.A、B、.C.D 是 空间 中 五 个 不 同 的 点 . 人 APB = /BPC 
= 人 CPD= 人 DPA = 9, 这 里 8 是 已 知 的 锐角 . 试 确定 APC + BPD 
的 最 大 值 和 最 小 值 . 


R ,使 得 比值 





(第 13 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 记 a= 人 APC, 8= BPD. 
当 AAPB=0,C 在 PA 上 ,DD 在 PB 上 (如 图 ) 时 ,此 时 符合 题 设 条 


件 
P LAPB= ABPC= ACPD= /DPA=0. 
然而 a= APC=0, 8= BPD=0， 
n 0 “， a+B= 人 APC+ 人 BPD 的 最 个 值 为 0. 


下 面 求 a + 8 的 最 大 值 . z 
. 显然 ,P -ABCD 必须 是 点 四 面 角 ( 如 图 ). 
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由 于 APB 、 ~BPC CPP、 DP4 四 
个 面 角 相 等 ,由 对 称 性 可 知 

平面 APC | 平面 BPD. 

设 平面 APC 和 平面 BPD 相交 于 PO , 则 


LAPO= 和 人 CPO = pe BPO 





= LDPO= 坟 A : 
取 PO=1, 过 点 O 作 平 面 垂直 于 PO, 交 PA 于 A', 交 PB 于 B'， 
交 PC 于 C’, 交 PD 于 D', 则 A'C ”|BD.. 
下 面 探讨 a、86 和 6 之 间 的 关系 、 
AD”*= AO’+D'0O?, 
又 AD*=AP+DP-2AP:DPcos/ APD.. 





-二 


Q) 
© 

, a , Bb 
由 AO= PO DO= PO 


Bp 
>， 





En 


A'P= PO':sec 7， D'P= PO.sec 
及 由 ,名 式 可 得 
Bp 


a Bp 2 .9 2 £ a 
一 一 十 下 十 ss — 人 一 一心 人 ~ 
tg 3 tg 2 二 Sec 了 二 Sec 5 2sec 7 sec 7 COS0, 





COS COS 
| 一 、Q_ 2 2 
则 cos8 cos 了 了 cos -7 了 ， 
十 
即 cos SF =20080 ~ cos =E 


2 
由 于 6 为 定 值 , 则 当 a=p, 即 cos 了 人 一 1 时 ,cos 2 人 = 2cosg- 
1 取得 最 小 值 . 
. 义 因 为 0< “<x， 而 y=cosx 在 [0,xj] 上 是 减 函 数 ， 





所 以 这 时 9 最 大 , 即 a。+ 8 最 大 ， 


a 二 +B 的 最 大 值 为 2arccos(2cos6 一 1). 


桂 界 数学 奥林匹克 解 古 大 辞典 | 927 








16.17 给 定 一 凸 四 边 形 ABCD 和 不 在 ABCD 平面 上 的 一 点 O. 
试 分 别 在 直线 OA .OB .OC 和 OD 上 找 出 点 A'、B'、C' 和 D', 使 得 四 边 
形 A'B'C'D' 为 一 平行 四 边 形 . 

(第 38 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 设 O’ 是 平面 AOC 与 平面 BOD 的 交 
线 上 不 同 于 O 的 任 一 点 . 

过 O' 作 直线 OA’/OC 交 OA 于 4 .过 
O' 作 直线 OC’/ OA 交 OC 于 C 

则 四 边 形 O4 OAC 是 平行 四 边 形 . 其 对 角 
线 00 与 4AC 相交 于 M, 则 MA = MC.. 
同 法 选取 B' 与 D’ ,使 0O'B'/OD, 0'D'/OB, 且 B 在 OB 上 ， 
D“ 在 OPD 上 . 

则 人 四边形 OB'O'D’ 也 是 平行 四 边 形 ， 其 对 角 线 O00' 与 BD' 相 交 
OO 的 中 点 M, 则 MB = MD.. 

于 是 四 边 形 AB“CD’ 是 平行 四 边 形 . 

显然 这 种 平行 四 边 形 不 是 惟一 的 . 

16.18 ”两 个 平面 P 和 Q 相交 于 直线 P, 已 知 点 A 在 平面 P 上 ,点 
C 在 平面 Q 上 ,它们 都 不 在 直线 p 上 . 求 作 一 个 等 腰 梯 形 ABCD , 它 的 
两 底 为 4B .CD , 且 点 了 在 平面 已 上 ,点 了 在 平面 Q 上 ,并 使 这 个 梯形 
存在 内 切 圆 . 





(第 工 届 国际 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 假定 梯形 ABCD 已 作出 ,如 图 . 
则 AB 在 平面 P 上 ,CD 在 平面 Q 上 ,并且 AB 
Dn /CD. 

于 是 有 ” AB/ 直线 p，CD// 直线 p. 

这 就 是 说 , AB 在 平面 P 上 过 A 与 交 线 p 平 行 
的 直线 上 ,CD 在 平面 Q 上 ,过 C 且 与 交 线 pp 平 





行 的 直线 1 上 . 

过 两 条 平行 直线 ! 和 mm 作 一 平面 M ,于 是 本 题 就 归结 为 在 平面 M 
上 作出 等 腰 梯 形 ABCD ,使 其 两 底 AB、 CD 分 别 在 直线 mx .7 上 ,并 和 且 这 
个 梯形 有 内 切 贺 . 

如 图 , 作 AE | 1 于 E. 
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要 使 梯形 ABCD 有 内 切 圆 ,必须 上 且 只 需 

AD+ BC= AB + CD, 

则 2AD= AB+CD=2EC, 即 AD= EC. 

由 此 可 作出 D 点 ,从 而 进一步 可 得 到 等 腰 梯 
形 ABCD. 

[作法 ] (1) 在 平面 P 上 ,过 点 A 作 交 线 p 
的 平行 线 m ,在 平面 Q 上 ,过 点 C 作 交 线 p 的 平行 线 1; 

(2) 过 两 平行 线 1 、m 作 平 面 M ,在 平面 M 上 作 AFE 上 7 , 垂 足 为 五 ; 

(3) 以 A 为 圆心 ,以 CE 为 半径 画 弧 ,与 EC 交 于 DD; 

(4) 以 C 为 圆心 ,以 CE 为 半径 画 ,与 直线 mm 交 于 BB; 

(5) 连 AD .BC , 则 四 边 形 ABCD 即 为 所 求 . 

[证 ] .zi 分 别 在 平面 P.Q 上， 

AB、CD 分 别 在 平面 PQ 上. 
m/p, iH/p, :. m/l, AB/ CD. 
又 AD= BC= EC， .. ABCD 为 等 腰 梯 形 . 
-由 于 AB+ DC=2EC= AD+ BC. 

所 以 等 腰 梯 形 ABCD 有 内 切 圆 . 

当 AC 与 直线 p 的 交角 不 大 于 45" 时 , 本题 有 一 解 ,其 中 当 交 角 为 
45" 时 ,等 腰 梯 形 ABCD 为 正方 形 . 

当 AC 与 直线 p 的 交角 大 于 45°" 时 ,本 题 无 解 . 

16.19 从 空间 中 一 点 S 引出 三 条 射线 SA .SB 和 SC, 它们 中 任 
一 条 都 不 与 其 余 两 条 垂直 .通过 每 条 射线 分 别 作 一 个 平面 与 另 两 条 射 
线 所 确定 的 平面 相 阜 直 , 试 证 :所 作出 的 三 个 平面 交 于 一 条 直线 4. 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] 当 从 S 引出 的 三 条 射线 S4 .SB .SC 在 同一 个 平面 上 , 则 问 
题 显 然 成 立 ,并 且 直 线 4 垂直 于 这 个 平面 . 

设 射 线 SA .SB .SC 不 共 面 , 即 SA .SB .SC 组 成 一 个 三 面 角 . 

由 题 设 ,这 个 三 面 角 的 面 角 中 至 多 有 -= 个 是 直角 , 设 一 4SB 天 90"， 
了 ASC 天 90”. 

在 校 SA 上 任 取 一 点 4 (A 不 与 S 重合 ), 过 A, 作 平 面 x 牌 直 
于 直线 S41 ,平面 x 与 直线 SB 和 SC 交 于 点 BI 和 CI. 

设 a、B.Y 是 三 个 平面 ,它们 分 别 通过 三 面 角 SABC 的 棱 SA 、SB、 


ee 


> 由 = 一 一 一 -Hb 
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SC ,并 且 与 面 BSC .CSA 、ASB 垂直 ,又 设 、 
1 、 户 分 别 是 平面 c .8 .7y 与 平面 7 的 交 线 . 
a ix, a/l/BSC, .. BiC,: lea. 

设 直 线 与 B1Ci 交 于 点 M， 

则 AIMJLBICI， 即 和 BC 

又 有 ASC，r ASC，.… nl 
ASC, 

因而 nLAC， 即 BJN AIO 

类 似 地 可 以 证 明 CIP LAIBI 

于 是 ,入 ABC 的 三 条 高 落 在 直线 AM .BIN、CIP 上 ,因此 这 
些 直 线 交 于 一 点 五. 

所 以 平面 .8.y 有 一 条 公共 直线 qd = BH . 

16.20 从 长 为 a 的 线段 AB 的 两 个 端点 各 引 一 条 垂直 于 AB 的 直 
线 ,在 其 上 分 别 取 点 C 各 D, 又 设 AB 的 中 点 O 到 过 O 并 垂直 于 线段 
CD 的 平面 与 CD 的 交点 之 间 的 距离 为 x. 试 证 :线段 CD 的 长 由 a 和 - 
决定 ,并 确定 点 C 的 几何 位 置 . 

(前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 设 线段 CD 与 题 中 所 说 的 平面 相交 于 点 

， 下 ,而 C.D 是 点 C.D 在 该 平面 上 的 射影 . 

CC = DD' = 访 ， 
及 CEC 一 DED 

直角 个 CCE 虽 直角 和 DDE. 有 CE=DE. 

从 而 OF 是 直角 全 COD 的 中 线 , 于 是 

CD’=20E=2r, 

且 CD=2 VCC+CE = V4rita’. 

点 C 是 以 点 A 为 中 点 ,长 为 4r 的 线段 上 的 任意 一 点 . 

16.21 我 们 把 连接 三 角形 任 一 顶点 和 它 的 对 边 (或 延长 线 ) 上 任 
一 点 的 直线 段 叫 做 三 角形 的 截 线 . 试 证 对 空间 中 的 任何 一 个 锐角 三 角 
形 , 一 定 可 以 找到 这 样 的 一 个 点 ,使 得 任 一 截 线 对 这 点 所 张 的 角 都 是 直 
角 . 


x 








(名 牙 利 数学 奥林匹克 ,1938 年 ) 
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[证 ] 设 题 设 三 角形 为 全 ABC. 如 果 满 足 本 题 条 件 的 点 存在 , 那 
么 它 对 人 ABC 的 每 一 条 边 所 张 的 角 都 是 直角 ,反之 ,如 果 空 间 某 一 点 
O 〇 对 全 ABC 的 三 边 所 张 的 角 都 是 直角 ,那么 线段 OA .OB .OC 互相 垂 
直 , 因 此 OC 垂直 于 平面 024B ,从 而 OC 垂直 于 平面 O4B 上 的 任 一 直 
线 , 这 样 ,通过 顶点 C 的 任何 一 条 截 线 对 点 O 的 张 角 都 是 直角 ,对 顶点 
A 和 B 同 理 可 得 ,过 A 和 B 的 任何 一 条 截 线 对 点 O 的 张 角 都 是 直角 ， 
于 是 点 O 满足 条 件 . 

于 是 ,只 要 作出 一 个 点 , 它 对 三 角形 的 三 边 所 张 
的 角 都 是 直角 , 即 连接 这 个 点 和 三 角形 的 三 个 顶点 “ 
所 得 到 的 三 条 线段 互相 垂直 . : 

由 此 ,问题 又 可 转化 为 :从 空间 点 O 引出 三 条 ， 
相互 垂直 的 射线 ,证 明 在 这 三 条 射线 上 每 条 取 一 个 
点 :A、B.C, 使 和 人 ABC 和 已 知 的 锐角 三 角形 全 等 . 

设 a .bc 是 已 知 三 角形 的 三 边 的 长 ,x ,y、: 是 
OB、OA 和 OC 的 长 ,由 勾 股 定理 

12+ y= 2, y+ <~2 一 02，<2+172 一 02 ， 

则 可 推出 2z=0+c 一 cz>0， 

及 2y=c+a: -b>0, 

且 2:2?=a’+b2- ci>0. 
于 是 b*+ce?>a’, c+a >b, a th >e?. 
因此 和合 ABC 为 锐角 三 角形 . 

所 以 满足 本 题 的 条 件 的 点 O 是 存在 的 . 

16*22 是 否 存 在 这 样 的 空间 五 边 形 , 它 所 有 的 边 都 相等 ,而 且 任 
意 两 个 相 邻 的 边 的 夹 角 都 是 直角 ? 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[ 解 】 设 存在 这 样 的 空间 五 边 形 ABCDE ,和 且 边 长 为 1. 

我 们 从 单位 正方 形 ADCB 人 手 来 考察 DD 上. 

因为 人 人 BCD=90°, 所 以 D 点 在 过 C 且 重 下 于 BC 的 平面 y> 上 ,并 
有 自 CD=1. 

由 于 五 边 形 每 一 对 角 线 都 是 直角 边 为 1 的 等 腰 直 角 三 角形 的 斜 
边 , 则 对 角 线 的 长 为 Y2, 从 而 AD = AC ,由 此 可 得 OD=1. 

同 理 下 ; 在 平面 a 上 ,其 中 4 是 过 A 日 与 4B 垂直 的 平面 ,而 AE， 
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= OFEI=1 (或 4AFE = OF,= 1). 


过 巨 ; 作 平面 y 的 垂 线 , 垂 足 为 wj , 则 DV = 











) De 
.. =A/ 一) + 一 ， 
DE, V( 2 <1 
(+) 
(=) 


且 DE, = (+) 
因此 满足 条 件 的 空间 五 边 形 不 存在 . 


16.23 已 知 :二 面 角 M 一 AB 一 N 是 直 二 面 角 , 忆 为 棱 AB 上 的 
一 点 ,PX ,PY 分 别 在 面 MN 内 ,和 XPB = 人 YPB = 45". 求 :人 XPY 
的 大 小 . 


(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 


[ 解 ] 过 校 AB 上 任意 一 点 QQ@, 分 别 在 M 、N 平面 内 
作 QR | PQ,QSL PQ, 交 PX 、PY 于 R、S; 连 RS. 
在 公 PQR、 公 PQS、 全 RQS 中 ， 
人 /PQS= /RQS = 90°, 
QR = QP- QS. 


人 PQREA 人 PQSLAa RQS. 
于 是 PR= PS= RS. 
故 全 PQR 是 等 边 三 角形 ， 


LRPS=60°, 即 XPY=60". 
16.24 在 二 面 角 M 一 /一 N 的 一 个 面 M 上 ,有 两 条 互相 垂直 的 
直线 AB 、CD, 其 交点 为 O,A .C 在 1! 上 ,日 AB、CD 与 男 一 面 N 所 成 
的 角 分 别 为 a、B. 若 二 面 角 的 大 小 为 锐角 9, 求 证 ;sin?0= sin?a + sin B 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[证 ] 如 图 , 作 OE | 平面 N, 垂 足 为 EF,i 
AE CE, 又 作 OF| 棱 AC, 交 AC 于 FF 

连结 EF,， 则 EE AC. 


LBAE=a, LDCE=B, LOFE=0. 
又 设 OF =a， 则 
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AO0=— ,CO=--，FO= 一 
SINoa 


sinB sing 
在 Rt 全 AOC 中 ,AO:CO= ACTFO， 
1 1 CO+AO AC 1 





AO’ CO AO:-CO* 402.CDO2 FO 
即 sin’ a ; sinB _ si 0 
a a? a . 
因此 sinza + sin B= sin’0. 
16.25 ”三面 角 S 一 ABC 的 三 个 面 角 分 别 是 a、8、Y, 求 三 个 二 面 


角 的 大 小 . 








(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 取 SA=1, 作 BA | SA,CA| SA, 则 
AC=tgf, AB= 1gy, 








SB = ! ， SC = 1 
Cosy cosp 
县 BC =SB +SC -2SB':SCcosa 
] 1 2cosa 





cos2y cosB cosBcosy 
4B2+AC 一 BC- 
2.4 有 .AC 


tg B+tgY-— 


cosA = 








1 1 2cosaw 
7 7 十 ~ 





7 
COS cos cosBeosy 

















2tgPtgy 
cosa 
Cospcosy _ cosa— cosBcosy 
2tgptgy sinpsiny 
得 /A = greeos COSa 一 COS COSY 
sinfsiny 


COSB ~ cosycosa 





同 理 ”B= arccos 


sin Ysna 
COsy 一 cosacosp 
人 CC=arccos 一 人 
sinasin8 


16.26 VABC 为 一 个 三 面 角 , VD 是 面 角 BVC 的 平分 线 , 若 
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AVB+ AAVC 
人 LAVD 主 也 , 则 AB LA Syp. 


几 (中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] (1) 若 人 AVD< 二 (图 1) 


扩展 面 AVD. 在 这 平面 内 作 VA', 使 人 A VD 
=ALDVA, 则 人 AVA' <x. 
在 三 面 角 V- 4ABD 及 V-ACD 中 ， 
面 角 4AVD = 面 角 A'VD， 
图 1 面 角 BVD = 面 角 CVD; 
两 面 角 A - VD -B83= 两 面 角 4 -~- VD- C， 
故 两 个 三 面 角 了 了- ABD 与 了 -4CD 相等 . 
了 47VE= 一 ATYC. 
在 三 面 角 V-A'AC 内 , AVC+ 人 AAVC>LAVA,， 
(三 面 角 内 任意 两 个 面 角 之 和 大 于 第 三 个 面 角 ) 
LAVC+/AAVB>2/ AVD., 


AVB+ 
EEA > SAVD. 





(2) 车 人 AVD= 斑 .( 图 2) 


扩展 面 AVD. 在 这 平面 内 作 VA ,使 DYVA- 
= AVD. 

则 了 AVA = ,此 时 AVA' 成 一 直线 . 

仿 (1) 可 证 得 两 个 三 面 角 V- 4BD 与 V ~ 

A‘CD 相 等 . 

LAVB= /AA'VC. 

这 里 由 于 4V4 是 一 直线 ， 
LAVC+A/ACVA'= x, 
LAVC+/AAVB=Xx, 
LAVB+AAVC x 

2 2 


(3) 若 <AVD> 





图 2 


= AVD. 
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扩展 面 AVD. 在 这 平面 内 作 VA 使 人 A VD = 
DVA, 则 AVD+ 人 LDVA >x.( 图 3) 
仿 (1) 可 证 得 两 个 三 面 角 VV-ABDp 与 V- 
ACD 相等 ， 
LAVB=/AAVC. 
在 三 面 角 V -ACA 内 ， 
面 用 AV4 =2rx-2/AVD, 
且 4AVC+AAVC+AV4 <2r， 图 3 
(三 面 角 中 三 个 面 角 之 和 必 小 于 2r) 
AVC+ /AVB+2x -2 4AVD<X2r， 
即 AAVC+ A AVB<2/AVD, 


} 十 1 
人 AVB 3 人 AW < /AVD. 


此 外 ,我 们 还 可 考虑 证 法 ， 
扩展 面 AVD. 在 这 平面 内 引 长 .AV 至 4 , 则 
/AAVD+ /ADVA =x.( 图 4) 








LAVD> 了 了 ， . DYV4 < 


在 三 面 角 V- BC4 内 ,由 (1) 有 
LDVA' <T (LBVA' + LCVA'); 





但 AVD+ ADVA’=x, 即 /ADVA’=x- /AVD. 
BVA'+ABVA=x, 即 ABVA’=x- /BVA. 
ALACVA + LCVA=x, 即 ACVA'=rx- /LCVA. 


故 nLAVD<T[(r- LBVA)+ (x- LCVA)], 


十 
TD 


16'27 已 知 :一 个 凸 多 面 角 的 所 有 面 角 之 和 等 于 它 的 所 有 二 面 角 
之 和 . 求证 :这 个 多 面 角 为 三 面 角 . 
注 了 凸 多 面 角 是 由 一 个 凸 多 边 形 所 在 平面 外 的 一 点 到 这 册 多 边 形 所 有 顶点 
引 射 线 所 得 . 
(第 10 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
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[证 ] 注意 到 立体 几何 有 这 样 两 个 熟知 的 定理 : 

(1) 凸 多 面 角 的 所 有 面 角 之 和 小 于 2x. 

(2) 凹面 角 的 所 有 二 面 角 之 和 大 于 (1 一 2)7. 

设 题 设 所 给 的 凸 n 面 角 的 所 有 面 角 之 和 为 M, 所 有 二 面 角 之 和 为 
N, 则 

(nn~2)x<N=AM<2x， 有 4. 

所 以 只 有 n= 二 3, 即 满足 题 设 的 是 三 面 角 . 

16'28 已 知 :平面 王 的 同一 侧 有 不 在 一 直线 上 的 三 点 4 . 吾 、C 





并 且 过 4A .BC 三 点 的 平面 与 平面 E 不 平行 .在 平面 已 上 任 取 三 点 
A.BC. 点 LM.N 分别 是 线段 AA'、BB CC 的 中 点 ,G 是 
全 LMN 的 重心 (如 果 对 应 于 4 BC 的 三 线段 的 中 点 L、M.N 不 构 
成 和 三 角形 .这 种 情况 不 子 考虑 ). 求 : 当 A .BC 在 平面 E 上 任意 变动 
时 ,G 点 的 轨迹 . 


(第 3 让 国际 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[ 解 ] 作 入 ABC 的 中 线 CD,P、Q 为 DC 
的 三 等 分 点 . 

作 全 AB'C' 的 中 线 CD',PQ' 为 DC 的 三 
等 分 点 ,并 且 P'、Q 与 P.Q 相对 应 ,其 中 已 和 
P 分 别 是 入 ABC 和 公 A'B'C' 的 重心 . 

在 空间 四 边 形 AA“B'B 中 ,DL、.D',M 顺 
次 为 四 边 的 中 点 ,因而 四 边 形 DLD M 为 平行 
四 边 形 ,于 是 对 角 线 DD 和 LM 相互 平分 于 日 点 

”在 空间 四 边 形 DD'Q'Q 中 , 取 QQ 的 中 点 K, 又 因为 日 .P.P' 顺 
次 为 DD 、DQ .DQ 的 中 点 ,于 是 HK 与 PP' 相互 平 分 于 G“. 
同样 ,GN 与 QQ 相互 平分 于 天 





但 QQ 的 中 点 是 惟一 的 ,所 以 KK' 与 K 重合 ,于 是 N .KG 三 点 共 


线 , 又 已 知 厅 .G 、K 三 点 共 线 ,而 过 K,G 的 直线 是 惟一 的 ,因此 N、 
K .GH 四 点 共 线 . 

注意 到 NK = KG = G 五 , 则 G 为 全 LMXN 的 重心 ,所 以 G 和 G 
重合 .于 是 G 为 入 ABC 和 人 A'B'C' 的 重心 连 线 PP' 的 中 点 . 

过 和 ABC 的 重心 P 作 和 直线 PT 上 平面 已 于 了 

设 S 是 PT 的 中 点 ,过 S 作 平 行 于 平面 E 的 平面 ,显然 ,点 G 必 
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在 平面 a 上 . 

下 面 我 们 证 明 这 样 得 到 的 平面 a 上 的 任意 一 p 
点 都 满足 题 设 条 件 . 

设 G 为 平面 a 上 任 一 点 ,连结 PG ,并 延长 与 平 [7 
面 瑟 交 于 已 ,平面 PTG 与 平面 ac, 平面 五 的 交 线 硕 
次 为 SG 与 JP ,因此 SG/ TP ,而 S 为 PT 的 中 2 
点 ,所 以 G 是 PP 的 中 点 . Ap 一/ 

再 在 平面 王 上 任 取 两 点 4 、B ,连结 AA 、 
855 ,并 分 别 取 工 AM 依次 为 44'、BB’、A'B 的 中 点 , 则 DD’ 与 LM 
相互 平分 于 互 . 

连结 站 ,并 延长 至 C ,使 D'C =3D ,连结 CC ,到 CC 的 中 
点 入 ,那么 G 必定 是 ALAN 的 重心 . 

事实 上 , 取 CP 的 中 点 Q , 取 QQ 的 中 点 天, 连结 NG 与 KH, 则 
在 空间 四 边 形 CCPP 中 ,NG 与 QQ 相互 平分 ,所 以 NG 过 QQ 的 中 
点 KK, 则 NN、K.G 三 点 共 线 , 且 NK = KG. . 

同 理 , 在 空间 四 边 形 QQ'D'D 中 , KH 与 PP 相互 平分 ,所 以 KH 
过 PP 的 中 点 G, 即 K .GH 三 点 共 线 ,有 自 KG = GH. 

由 此 , N、K、G.、 瑟 四 点 共 线 .和 且 满 足 NK = KG = GH, 即 GG 为 
从 LMN 的 重心 . 

综 上 所 述 , 平 面 a 为 点 G 的 轨迹 . 

16.29 在 空间 已 知 一 直角 的 一 边 通过 一 已 知 点 A, 而 男 一 边 与 
已 知 线段 BC 至 少 有 一 公共 点 , 求 :该 直角 顶点 的 轨迹 . 

(第 5 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 设 直角 顶点 X 的 轨迹 为 M. 

我 们 首先 在 一 个 平面 内 考察 . / 

如 图 ,/ 是 过 点 A 的 某 一 条 直线 ,Y 是 线段 BC | 
上 任 一 点 ,过 节 作 直线 ?的 垂 线 , 重 足 为 和, 则 点 
X 就 是 所 求 轨迹 M 上 的 一 点 . 

过 B.C 作 直 线 / 的 垂 线 , 垂 足 为 BC- 

显然 ,对 于 固定 的 直线 / ,所 有 的 点 X 的 轨迹 构成 线段 BC.. 

由 于 了 AB'B 和 ACTC 是 直角 ,所 以 当 直 线 / 变动 时 , B 和 C 的 
轨迹 分 别 是 以 AB 、AC 为 直径 的 圆 G 和 G,( 当 A 和 B 或 A 和 CC 重合 
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Xk 言 忆 


时 , 则 变 成 一 点 A). 

于 是 点 X 在 一 个 平面 上 的 轨迹 是 上 述 的 两 个 圆周 Gl `.G; 及 圆 G1 
的 内 部 , 圆 G; 的 外 部 的 公共 部 分 , 圆 C; 的 内 部 , 圆 Gi 的 外 部 的 公共 
部 分 , 即 图 中 的 阴影 部 分 . 

下 面 把 这 个 结论 推广 到 空间 的 情形 . 

事实 上 ,分 别 过 B、C 对 所 有 过 A 的 直线 1 作 相 应 的 垂 面 ,那么 交 
点 的 轨迹 分 别 构 成 以 AB、AC 为 直径 的 球面 K1、K,( 当 A 和 B 或 A4 和 
C 重合 时 , 则 变 成 一 点 A). 

于 是 ,所 求 几 何 轨 迹 AM 是 以 AB、AC 为 直径 的 球面 Ki、K,, 以 及 
在 一 个 球面 的 外 部 ,同时 又 在 另 一 个 球面 的 内 部 的 空间 部 分 . 

16.30 在 已 知 平面 的 一 侧 有 不 共 线 的 三 个 定点 ,如 果 有 一 个 球 过 
此 三 点 并 且 与 平面 相 切 , 求 此 切 点 之 位 置 (本 题 只 限 用 圆规 和 直 尺 ). 

(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 】 作法 设 不 共 线 三 点 A、B、C 确定 的 平 
面 Si 与 平面 S 交 于 直线 4. 过 加 ABC 的 中 心理 作 
' 平面 HKM 生 直 于 <d ,天 为 垂 足 , 交 平 面 S 于 直线 
KM. 

既然 有 球 过 A 、B、C 且 与 平面 S 相 切 , 则 天 必 
在 圆 ABC 外 或 圆周 上 . 若 K 在 这 圆周 上 , 它 就 是 所 
求 的 切 点 . 若 民 在 圆 ABC 之 外 , 作 KT 切 图 4BC 
于 了 ,在 直线 KM 上 取 KQ = KT, 则 Q 为 所 求 的 切 点 . 

车 Si S, 则 过 五 作 直线 垂直 于 S, 垂 足 Q 就 是 所 求 的 切 点 . 

证 在 平面 HKQ 内 ,过 互 作 KB 的 垂 线 ,过 Q 作 KQ 的 垂 线 , 相 
交 于 O. 





OQ da，OQ LKQ，… OQ 上 平面 S. 
同 理 ”OH 平面 Si. 故 OFLKT 
又 KT 为 圆 ABC 的 切线 ,T 为 切 点 ,那么 HT KT， 
KT 平面 OHT, 则 KTj_OT,， 
即 人 OKT 是 一 直角 三 角形 . 
由 KQ= KT 易 证 得 人 OKTQAOKQ, 故 OQ= OT. 
但 日 为 圆心 , 故 有 HA = HB= HC= HT. 
又 … OHJ 平 面 $Sj, .. OA = 0B= OC=0OT. 
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O4=0O5=OC= OQ, 
即 以 O 为 心 , OQ 为 半径 作 球 ,这 球 一 定 通过 A、B、C 三 点 ,而 且 
切 平面 S 于 Q. 
以 上 是 就 一 般 情 形 而 论 ,至 于 K 在 圆 4BC 上 或 SiV S 的 情形 ,证 
明 咯 . 
16.31 设 4A.B.CD 为 空间 四 点 ,过 AB .4AC .AD .BC、BD 、CD 
中 至 多 有 一 条 边 长 大 于 1, 试 求 :六 边 长 之 和 的 极 大 值 . 
(第 14 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 假设 AD 的 边 长 可 能 大 于 1. 
容易 看 出 , 若 其 他 五 条 边 长 固定 , 当 A ,DD 为 平面 四 
边 形 ABCD 的 相对 顶点 时 , AD 取 极 大 值 . jp 
固定 B 和 C 的 位 置 , 则 A 和 DD 必须 在 以 B 和 C 为 1 
圆心 的 两 个 单位 圆 的 公共 区 域 ,这 个 区 域 是 中 心 对 称 的 ， 
因而 区 域 中 的 最 长 弦 必 定 经 过 BC 的 中 点 O, 这 就 是 说 ， 
区 域 中 的 最 长 弦 重 合 于 两 个 单位 圆 的 公共 弦 . 
若 A,D 为 公共 弦 的 两 个 端点 , 则 五 边 AD、AB、AC DB “DC 边 长 
之 和 取得 极 大 值 ,这 时 
AB= BD= AC= DC=1. / 
这 样 问 题 就 转化 为 : 当 AB、BD、AC 和 DC 都 为 1 时 , 求 AD + BC 
的 极 大 值 . 
记 了 了 ABO=60, 当 0<BC 志 1 时 , 有 60 "<<<O<90” 
AD=2sin6, BC = 2c00s0. 
AD+ BC=2(sing + cos0) =2 V2sin( 0 +45°) 
105°<0+45°<135°, 
而 y= sinz 在 [105" ,135") 时 为 减 函 数 ,于 是 当 60=60' 时 , AD+ BC 
取得 极 大 值 ,此 时 BC =1, AD=v3. 


六 边 长 之 和 的 极 大 值 为 ”5+ v3. 

1632 在 空间 中 有 个 点 ,其 中 任何 三 个 点 都 是 一 个 内 角 大 于 
120 的 三 角形 的 顶点 ,证明 可 以 把 这 些 点 用 字母 A| 、A,、…、A, 表示 ， 
使 得 < AAA (0 委 ;<J<A 委 2) 中 任何 一 个 都 大 于 120*. 

(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 在 ”个 点 中 两 两 距离 最 大 的 点 是 A、.B, 若 X.Y 是 已 知 点 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 939 





中 另外 的 两 个 点 ,我 们 证 明 : 

了 XAY 和 一 XBY 中 每 一 个 都 小 于 120”. 

事实 上 ,因为 人 AXB 和 人 和 人 AYB 中 , AB 是 最 长 边 , 所 以 所 对 角 
了 AXB>120", 了 AYB>120', 于 是 XAB<60', 并 且 人 人 YAB<60°. 而 
由 三 面 角 的 一 个 面 角 小 于 另 两 个 面 角 之 和 . 

所 以 /XAY</XAB+ /YAB<120". (x) 

这 样 一 来 ,我 们 依 到 A 点 的 距离 对 这 2 个 点 编号 , Al = A, 有 AA,， 
A;,…,4A, 这 样 规定 : A, =B,A4A)<A43<A4KC…<A44, = AB. 在 
题 设 条 件 下 , AA; 隆 AAj(i 关 7). 若 AA; = AA;, 则 人 和 人 AA;A， 是 等 野 三 角 
形 . 则 一 AAA; >120", 与 (* ) 式 结论 矛盾 . 

所 以 有 _ A4A;<AAIKAA<K…<A4A,=AB 成 立 . 

对 这 样 重新 编号 的 点 Al, A,,…, A,, 由 于 当 1<i<k 志 nn 时 ,有 
AAA > 120°, 

则 只 需 证 明 , 对 1<i<j<k<n 时 ,有 一 AAA >120" 就 够 了 . 

因为 在 点 组 Ai,As,…, A 中 ,点 A1、As 距离 最 大 .利用 (x ) 式 结 
采 , 有 一 AAAi<120 ,我 们 证 明和 AiA;A,<<120". 

事实 上 ,因为 AAA >120 且 AAA > 120' 若 人 AiA;A 宇 
120 ,将 推出 ,在 顶点 A; 的 三 面 角 的 三 个 面 角 之 和 大 于 360", 这 不 可 
能 .， 


ex 训 己 





根据 题 设 ,全 AAAs 中 有 一 个 角 大 于 120° ,我 们 证 明了 一 AAA 
120" ,AAA <120 ,所 以 性 有 一 AAA >120" 成 立 . 
对 任意 1 和 ;<7J<AE 委 2, 都 有 一 AAA >120" 成 立 . 

16.33 ”求证 :如 果 某 个 图 形 在 空间 中 恰好 有 nn 条 对 称 轴 , 那 么 " 

是 奇数 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 首先 证 明 下 面 两 条 引 理 . 

引 理 1 如 果 坦 角 坐 标 系 的 轴 OX 和 OY 是 图 形 下 的 对 称 轴 , 那 
么 轴 OZ 也 是 这 图 形 的 对 称 轴 . 

引 理 1 的 证 明 设 4(z,yz) 是 图 形 上 上 的 一 个 任意 点 , 则 点 A 关 
于 OX 轴 的 对 称 点 已 , 则 召 点 的 坐标 为 (z, y, -xz), 点 BB 关于 OY 轴 
的 对 称 点 C, 则 C 点 的 坐标 为 (- z，- yz), 由 题 设 ,点 B 和 点 C 属于 
图 形 下 ,由 于 点 C(z,y,>) 和 点 A( x, 一 y,z) 关 于 OZ 轴 对 称 , 所 以 
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OZ 是 图 形 下 的 对 称 轴 . 

引 理 2 如果 直线 * 和 上 是 图 形 下 的 对 称 轴 ， 那么 直线 t 关于 直线 . 
5 的 对 称 直线 也 是 图 形 下 的 对 称 轴 . 

引 理 2 的 证 明 设 Ai 是 图 形 下 的 任意 点 ,A 是 点 A1 关于 直线 
S 的 对 称 点 , A; 是 点 A, 关于 直线 t 的 对 称 点 ,而 A4 是 点 As 关于 直 
线 S 的 对 称 点 .由 引 理 的 假设 可 知 ,点 A,、A;、As 都 属于 图 形 下 ,在 关 
于 直线 * 为 轴 作 对 称 变换 时 ,点 A，、A; 及 直线 1 分 别 变 为 点 A 、As 及 
直线 wx , 因为 点 A, 和 A; 关于 直线 上 对 称 , 所 以 它们 的 象 ( 点 Al 和 
A44) 也 关于 直线 1 的 象 即 直 线 w 对 称 , 因 此 ,直线 w 是 图 形 下 的 对 称 
轴 . 

下 面 证 明 本 题 

设 两 两 互 异 的 直线 0 、1，、…、i， 是 图 形 下 的 全 部 对 称 轴 , 设 n>1， 
我 们 证 明 ”是 奇数 . 

我 们 用 下 列 方式 使 每 条 对 称 轴 Li;(i 实 2) 对 应 于 一 条 对 称 轴 7,(j 宇 
2,j7 关 让: 如 果 轴 六 与 轴 2 垂直 相交 于 一 点 O 〇 ,那么 令 图 形 下 的 与 轴 1 
和 i; 垂直 相交 于 O 的 对 称 轴 志 对 应 于 轴 4. 由 引 理 1, 这样 的 对 称 轴 是 
存在 的 .如 果 轴 2 不 垂直 于 轴 ,或 者 不 与 /1 相交 ,那么 令 与 轴 /7 关于 
轴 21 对 称 的 轴 s; 对 应 于 轴 s;. 由 引 理 2, 这 样 的 对 称 轴 是 存在 的 ,在 这 
两 种 情况 下 , 轴 s; 都 不 同 于 轴 s 和 s; ,并 且 轴 s; 对 应 于 轴 s;. 

由 以 上 ,nn 一 1 条 直线 1 、L3、… 1 可 以 两 两 配对 而 无 剩余 , 且 每 对 
之 间 都 没有 公共 元 素 , 因 此 ,n 一 1 是 侦 数 ,从 而 n 是 奇数 . 

16*34 空间 中 是 否 存 在 一 个 无 限 点 集 , 它 在 每 个 平面 上 都 至 少 有 
一 个 点 ,但 都 没有 无 限 多 个 点 ? 


交 十 注 


直 
线 
与 
平 
角 





(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 点 集 M= |(z,t?,23),1: ERI. 
因为 关于 1 的 三 次 方程 
Ai+B+C3S+D=0 
至 少 有 一 个 实数 根 , 至 多 有 三 个 实数 根 . 
所 以 在 每 一 个 平面 
Ar+By+Cz+D=0 
上 至 少 有 一 个 点 ,至 多 有 三 个 点 
16.35 设 三 维 空间 所 有 点 的 集合 为 E、A1、A,、A3、As、As 是 下 
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三 


的 非 空 子 集 , 且 满 足 (1)A1U A2U A3UAsUAs=E;(2)A;NMAj=O 
(i,j 二 1,2,3,4,5, i 关 j). 求 证 :存在 一 个 这 样 的 平面 ,使 得 它 至 少 与 
Ai(i=1,2,3,4,5) 中 的 四 个 集合 相交 ， 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 】 假设 结论 不 成 立 , 则 任 一 平面 至 少 与 Al、 42， 43， A4 、A5 

中 的 三 个 集合 相交 . 
Al¥O, AsAKO, .. 可 取 CEA EA 

又 AifNA;=O, .. 天 2 

于 是 点 x1、x2 确定 一 条 直线 x1x2. 

大 直线 1 之 ?> 与 A3U AsU A; 相交 ,不 妨 设 人 17 与 A 相交 , 设 
TExIr2{ A;. 

再 任 取 一 点 zf E As, 则 过 XxX! 与 直线 x 的 平面 与 Ai .A, ,A;.、 
A4 均 相 交 , 与 假设 开 盾 . 

于 是 zizy 上 的 所 有 点 均 在 A1WA, 中 . 

再 取 zsE A3、xz4sE As、xsEA;， 同上 面 证 明 可 知 ,x3、x4、xs 不 
共 线 ,从 而 点 x3、x4、xs 可 确定 一 平面 x. 

由 假设 ,平面 x 与 A1UA， 无 公共 点 ,因此 ZiZ2A 平面 外， 

过 zs 作 zx1x2 的 平行 线 !， 显然 Cr. 

若 2/zsra, 则 zx3zxa/ rir2. 

于 是 TRITR3, Td 共 面 ， 与 假设 矛盾 . 

知 7LMzr3az4， 设 1 与 x3x4 相交 于 y， 即 3 一 zx3ra. 

于 是 ”y、x;、X1、Xx2 共 面 . 

因为 >yEA3sUA4:， 这 又 与 假设 矛盾 . 

所 以 假设 任 一 平面 至 多 与 4 .A,、A3、A4、As 中 的 三 个 集合 相交 
是 错误 的 , 即 存在 这 样 一 个 平面 , 它 至 少 与 Al .A,、A3、As、As 中 的 四 
个 集合 相交 . 
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第 十 七 对 多 面体 


(一 ) 正 方 体 ,长方体 棱柱 


1 


17.1 在 单位 正方 体 ABCD - A'B'CD’ 中 , AM = 一 AB’, BN = 


3 
广 BD, 求 证 :MN 是 4AB 和 BD 的 公 垂 线 并 求 MN 的 长 . 
(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 


[ 解 1] 如 图 , 作 MP1 AB 于 P, 则 MPl 平 
面 ABCD， 且 PM// BB’， 


BP: BA = BM:B’A=2:3, A 
.| 本 DD 
1 
二 BO A B’ 


D 


设 AC .BD 交 于 O 〇 , 则 BN= BD= 


从 而 PN/ AO. 
ACL BD, .. PN | BD. 

由 三 垂 线 定理 知 MN | BD. 同 理 MN | AB.. 
MN 是 AB“ 和 BD 的 公 垂 线 . 


在 Rt 全 MPN 中 ， PM= 广 BB'= 二 ， NP=A0= 
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cr 十 种 


济世 


C 
CC 





wa 全 党 


[ 解 2] 作 MM) 14 BB 于 Mi, NN1 1 BC 
5 于 Ni, 则 

MM 平面 BB'CC，NN1J| 平 面 BB'C'C， 

MM1/ AB, NN1/ DC. 


ee 六 己 





C 2 2 _ 工 上 
MMi1= 卫 = NNI= DC= 3 

1 

又 BEBWM 了， 


1\* (1 人 2 
MIN2= (于 ) + (本 上 = 训 
在 直角 梯形 MMNiN 中 作 NP | MM 于 P, 则 


MN = Vv MP?+ NP*= VvV (MM NN) + MN? 


_ (村 ) (到 ) = 

3 3 3 3 
在 Rt 人 AMMIB 和 人 AMNBS 中 ， 
MB = MM + MiB*= (2) (= 3 
3 3 9 


1 /3\ /J 5 
MN + NB =( 写 ) +( 字 ) -全 -MB 
由 多 股 定理 的 逆 定 理 知 二 AMNB 是 直角 , 即 ”MN | BD. 
同 理 MN | AB-. 
… MN 是 AB 和 BD 的 公 垂 线 . 
17.2 已 知 :一 平面 与 一 个 正方 体 的 12 条 核 的 夹 角 都 等 于 a , 求 : 


Sina. 





(中国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 如 图 所 示 , 依 题 意 平面 BCD 与 正方 体 12 条 棱 的 夹 角 都 等 
于 ao, 过 A 点 作 AH | 平面 BCD, 连 DH, 则 a= 人 ADH, 设 正方 体 边 长 
”为 a, 则 易 求 出 


DH = 了 xv2a ‘sin60' = ; 
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(6 人 _¥3 
Ea 
. . . AH 3 
.. sina = sinA ADH= AD 了 
17.3 正 立 方 体 的 楼 长 为 ,两 对 角 线 的 
交角 为 0, 求 :sing 的 值 . 
《中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
正 立 方 体 棱 长 为 a， 一 





[ 解 ] …. 
BD=Y2a, BDI= DB =wa，OB= Fp 
3 psn 
2 2 HE¢ 第 
在 Rt 全 BDB 中 ,有 + 
七 
BB 1 多 
snLB DB= 一 一 = 一 4 
Bi RE 上 
C D 


OB 
和 OOBD 一 
在 中 有 ， 0 sin/ Bi1DB 


. . 1- BDsin4 BIDB _2%2 
TT OB 3 
17.4 设 ABCD、EFHG 是 一 个 长 方 体 的 相对 的 两 个 面 , 人 DEC 


=43 ,了 FHB = 60', 求 :BHD 的 余弦 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 





[ 解 ] 设 AB=1. 站 
由 于 了 DHC = 45°, 所 以 CDGH 是 正方 - Ci 
形 ,DH=v2. 
LAFEB=60"， 
自 FB=HC=CD=AB=1, 
2 | 
HB= 寺 . 
V3 
2 
BC = CD， pB= HB= 三 . 
V3 


在 入 EBD 中 ,由 余弦 定理 
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2 
2xy2x 一 
V3 


17*5 ”一 条 折线 , 它 的 所 有 顶点 在 棱 长 为 2 的 正方 体 的 面 上 ,全 的 
每 段 长 均 为 3, 并 且 该 折线 是 正方 体 两 个 距离 最 大 的 顶点 , 问 这 样 的 折 
线 最 小 由 几 段 线段 组 成 . 


a 


(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 由 正方 体 的 对 称 性 ,不 妨 设 满足 要 求 的 折线 是 从 A 为 始 
点 ,A 点 所 对 的 顶点 Ci 为 终点 .以 A 为 中 心 ,3 为 半径 的 球 与 正方 体 
的 表面 交 成 三 段 弧 KL .LN .NK 如 图 1, 点 KL.N 分 别 是 楼 BiC、 
CID .CIC 的 中 点 . 

设 M 是 KL 的 内 点 ,考虑 以 M 为 中 心 .3 
为 半径 的 球 ,点 A 在 该 球 上 ,而 正方 体 的 其 
余 点 均 在 该 球 内 (长 方 体 的 对 角 线 是 长 方 体 
上 任 两 点 间 的 最 大 距离 ;过 M 分 别 引 与 面 
AB1、AD| 平行 的 面 ,将 正方 体 分 成 四 个 长 方 
体 ,其 中 AM 是 最 长 的 对 角 线 ). 
图 1 因此 ,与 点 M 相连 结 ,长度 为 3 的 线段 
的 务 一 端 在 正方 体 上 只 有 A 点 ,所 以 折线 的 
第 一 段 的 男 一 端 只 能 是 LL、K 或 N. 

由 天 可 引 长 为 3 的 线段 的 另 一 端 D( 除 
点 A 外 只 有 它 ). 

同样 地 ,如 果 从 点 上 和 NN 出 发 的 一 段 只 
能 与 B 和 A 相连 . 这些 点 都 是 与 A 点 相 邻 
的 正方 体 的 顶点 . 

折线 的 下 一 个 顶点 必 是 正方 体 的 某 条 楼 
: 的 中 点 ,再 接 下 去 一 个 顶点 是 C、B1 .DI 中 

图 2 的 一 点 ,再 接 下 一 个 顶点 又 是 某 楼 的 中 点 接 

着 折线 的 第 6 段 线段 的 另 一 端点 就 是 与 A 相对 的 顶点 C, ,如 图 2 所 
示 , 便 是 满足 条 件 的 一 条 折线 .所 以 最 少 要 6 段 . 
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17.6 试 证 :在 边 长 为 a 的 正方 体内 部 可 以 作 两 个 棱 长 为 a 的 正 

四 面体 ,使 得 它们 没有 公共 点 . 
(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 】 设 已 知 边 长 为 a 的 立方 体 为 
AlIA2A3A44A'14A'2A' 3A 4, 其 中 心 为 O. 

过 O 作 垂直 于 对 角 线 A1A'3 的 平面 ，^ 
它 分 别 过 棱 A 1A4、A 5A;、A3As4 的 中 点 
Bi、B,.B;. 


44 As 





有 相等 都 


由 于 BIO= BO= B;0O, 且 


/ 
BIB,= BB;= B;3B]= | > 号 
所 以 , 正 棱锥 A1B1B2B; 及 A';B1B,B3( 它 们 没有 公共 内 点 ) 各 含 


有 一 个 正四 面体 ,其 高 为 


Al O=A 30= Sa 


其 底面 全 B 1B',B'; 与 全 B1B2B;3 关于 中 心 O 是 位 似 的 ， 所 求 的 正四 
面体 分 别 在 四 面体 A1B'1B',B'; 与 AB'1B',B'; 的 内 部 ,它们 关于 


其 中 心 是 位 似 的 ,其 位 似 系数 为 2 2 242 1 ,而 高 为 


.Ba 2a, 


从 而 楼 长 为 a. 


17.7 正方 体 ABCD - ABCYDI 的 棱 长 为 lcm. 求 :正方 体 底面 


ABCD 的 内 切 圆 周 上 的 点 与 过 顶点 4.C 和 B, 的 圆周 上 的 点 之 间 的 最 
小 距离 . 
(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 】 我 们 所 考察 的 两 个 圆周 (下 页 左上 图 ), 分 别 在 以 正方 体 的 
对 称 中 心 O 为 球 心 的 两 个 同心 球 一 一 与 正方 体 各 棱 都 相 切 的 球面 ( 半 


径 为 吧 am， 简称 小 球 ) 及 正方 体 的 外 接 球面 (半径 为 号 on 简称 大 球 ) 
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宾 芭 kh 


cr 十 小 


上 .这 两 球面 上 点 之 间 的 最 小 距离 就 是 它们 的 半 
径 之 差 了 (V3 _ /3)om. 


当 两 圆周 上 各 有 一 点 恰好 在 由 球 心 O 发 出 
的 同一 射线 上 ,那么 该 两 点 同 之 距离 即 为 最 小 值 


考虑 在 以 O 为 位 似 心 ， 位 似 系数 为 3 的 
变换 下 ,小 球面 变 为 大 球面 ,而 小 圆周 的 象 集 为 
大 球面 的 一 个 圆周 . 

注意 到 小 圆周 与 线段 BD 的 交点 玉 和 下 ( 左 
XIN 下 图 ) 在 该 位 似 变 换 下 的 象 在 平面 4B,C 的 两 侧 
B E 0 Ff D (因为 人 OIOF=45 > 了 BB1O, 所 以 射线 OF 
不 与 该 平面 相交 ), 所 以 小 圆周 的 象 集 ( 圆 周 ) 将 

与 大 圆周 相交 , 设 一 交点 为 N ,而 NN 的 原 象 为 M. 
那么 M 、N 之 则 的 距离 就 是 我 们 所 考虑 的 两 画 周 上 点 之 间 的 最 小 


距离, 它 等 于 (32)em 
17"8 如 图 ,在 正方 体 ABCD - A1BICIDI 
中 ,FE 是 BC 的 中 点 ,下 在 44 上 , 且 AIF:FA= 


1:2, 求 :平面 BIEF 与 底面 A; Bi1CiDi 所 成 的 二 
面 角 . 


调 塞 沁 








《中国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
B, [ 解 】 不 妨 设 正 方 体 的 棱 长 为 6, 由 AilF: 
FA=1:2, 得 出 AlF=2,，FA=4. 
设 平面 BEF 与 AD 相交 于 G. 
平面 ADD1A1// 平 面 BCCIBI, .. FG/BIE, 
又 有 AG/BE AF//BB’,, 从 而 售 AFGWABBIE. 
, BE.AF 3x4 
由 此 得 出 ”AG = BB 76 
延长 GF 交 DiA, 的 延长 线 于 五 ， 
由 Rt 人 A FHAJWRtA FGA,， 
得 AIHi:AG=AIF:AF 故 A1H=1. 








=2, 且 GD= AD- AG=4. 
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连结 DB , 在 Rt 人 HBIA| 中 ,HB1=vVAIH*+AlB1= 
在 平面 BHA! 上 ,过 点 4 作 A1IN HB, 交 HBI 于 六 ,连结 
FN ,由 三 垂 线 定理 可 知 , FN | HB, 故 AUNF 为 所 求 二 面 角 的 平面 
角 . 
在 Rt 全 Bi1HAI 中 ， BIAIH= 90", AN HB,, 





6 
A1IH:AiBi= AIN:HBI, 即 AN- 
AiF V37 
故 LANF Tarctg A Narctg 3 


平面 BIEF 与 底面 ABCID 所 成 的 二 面 角 为 acig 


17*9 求 作 正六 面体 的 一 个 截面 ,使 得 这 个 截面 是 正六 边 形 ,假设 

正六 边 形 的 截面 存在 , 试 研究 它 和 正六 面体 的 相关 位 置 . 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 

[ 解 】 如 图 , 作 平 面 BEG ,那么 个 BEG 是 
正三 角形 . 

过 校 AE 中 点 已 作 截 面 平行 于 平面 BEG， 
与 各 棱 的 交点 依次 为 P.Q、R、S、T、U. 

则 PQ/EB， 

Q 是 校 4B 的 中 点 . 

而 QR/ UT/ EG/ AC, 

故 R 也 是 校 BC 的 中 点 . 

同 理 可 证 ,S、T、U 分 别 是 棱 CG .GH 、HE 的 中 点 . 

PQ= QR= RS= ST= TU= UP. 
又 PQ/BE, QR/ EG, 
LPQR = 180° - 60° = 120°, 

同 理 QRS= LARST= /STU= /TUP= LUPQ= 120°, 

即 PQRSTU 是 正六 边 形 . 

厂 PQRSTU 是 正六 边 形 的 截面 , 则 可 证 PQ、QR、RS.、ST.、TU.、 
UP 必 分 别 在 正方 体 的 六 个 面 上 ,截面 不 过 正六 面体 顶点 ,正六 边 形 的 
相 邻 二 顶点 不 能 在 正六 面体 平行 的 二 棱 上 , 相 邻 三 顶点 不 能 在 交 于 一 
点 的 三 条 核 上 , 且 P.Q、R.S、T、U 分 别 在 从 两 个 对 顶点 发 出 的 六 条 
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这 下 居 








校 上 


由 正六 边 形 性 质 知 ”QR// PS， QR= 了 PS 
PS /平面 ABCD,， PS/ AC ， 


ak 局 


于 是 PS=AC， 则 QR LAC. 
QR 分 别 为 楼 AB、BC 的 中 点 . 
同 理 其 他 各 点 亦 为 各 楼 的 中 点 . 
这 就 是 说 , 奉 正 六 边 形 截面 奶 果 存在 , 则 它 在 各 校 的 顶点 是 棱 的 中 





点 . 

这 样 的 正六 边 形 截面 有 四 个 . 

17.10 求证 :经 过 正方 体 中 心 的 任 一 截面 的 面积 不 小 于 正方 体 的 
一 个 侧面 的 面积 . 


(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 正方 体 的 截面 是 中 心 对 

I 称 的 凸 多 边 形 . 并且 边 是 偶数 , 即 或 

是 四 边 形 或 是 六 边 形 ， 

R 如 果 截 面 是 四 边 形 ,那么 它 将 

与 正方 体 某 两 个 相对 的 侧面 不 相 

交 , 并 且 截 面 在 这 两 个 侧面 上 的 射 

影 是 整个 侧面 .因此 ,截面 四 边 形 的 

面积 不 小 于 正方 体 一 个 侧面 的 面 

积 

如 果 截 面 是 六 边 形 ,那么 它 与 正方 体 的 六 个 侧面 都 相交 . 

考察 正方 体 的 展开 图 ,可 知 截面 周 长 p 有 不 等 式 

p>|AA'|=vV (3a) + (34a) =3y24a. 


”其 中 是 正方 体 校长 , 截 平面 交 正方 体内 切 球 的 截 阅 半 径 为 二 .所 以 


对 截面 积 S, 有 
1 d 3 V2a? 2 
s> 寺 (2 全 )> 4 之 1.060 
这 时 截面 六 边 形 的 面积 也 不 小 于 正方 体 一 个 侧面 的 面积 . 
17'11 试 证 :长 方 体 的 各 个 面 在 同一 个 平面 上 的 正 射 影 的 面积 之 


P, P A 
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平方 和 与 这 个 平面 位 置 无 关 的 充分 必要 条 件 是 :这 个 长 方 体 是 正方 体 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 设 了 为 长 方 体 各 面 在 平面 rz 上 的 正 射 影 的 面积 之 平方 和 . 

如 果 平 面 x 是 长 方 体 的 一 个 面 所 在 的 平面 ,那么 工 等 于 这 个 面 的 
面积 之 平方 的 2 倍 , 者 这 个 长 方 体 不 是 正方 体 ,那么 它 至 少 有 两 个 面积 
不 同 的 面 .因此 , 当 平 面 x 是 长 方 体 的 不 同 面积 的 面 所 在 的 平面 时 ,了 
的 值 不 同 . 

下 面 证 明 : 对 于 校长 为 a 的 正方 体 ,对 平面 x 的 任何 位 置 ,总 有 了 
= 2c ,从 而 与 平面 x 的 位 置 无 关 . 

因为 同一 图 形 在 互相 平行 的 平面 上 的 射影 是 全 等 的 ,因此 可 以 假 
定 平面 x 经 过 正方 体 的 某 个 项 点 S, 并 且 整 个 正方 体位 于 平面 x 的 同 
一 侧 . 

设 是 由 S 引出 的 垂直 于 平面 x 的 射线 ; 

设 7 与 正方 体 的 棱 SA .SB .SC 之 间 的 夹 角 为 .8 .7y, 显 然 w.8、7 
省 不 大 于 90" ,并 且 正 方 体 经 过 S 的 三 个 面 与 平面 x 的 夹 角 亦 分 别 等 
于 a .BY. 

易 证 cos*a +cosB+cos y=1. 

由 面积 的 射影 定理 可 知 ,正方 体 经 过 S 的 三 个 面 的 正 射影 的 面积 
为 warecosa 、a?cosB8、a?*cos7, 于 是 

T =2(a?cosa)* +2(4 7c05B) + 2(a7cosy) 

=2ai(cos’a + cos’ P+ cos: 7) 
=2a1. 

17*12 “C 为 边 长 等 于 2 的 正方 体 .用 下 法 构造 一 个 14 面体 : 切 去 
C 的 8 个 角 , 并 且 新 得 出 的 面 与 C 的 对 角 线 垂直 ,彼此 全 等 . 如果 这 14 
面体 的 14 个 面 的 面积 相等 , 求 每 一 个 面 的 面积 . 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 平面 EFG 是 一 个 截面 ,这 时 有 两 种 情况 : 
(1) 大 AF 过 1. 设 AF=x. 
面 EFG 与 对 角 线 4C 垂直 ，.…，EF LAC 

义 AC 是 AC 在 面 ABC 上 的 射影 ,所 以 有 EF AC,，AE= AF. 

从 而 EF= V2x. 

同样 “EG = GF= V2x. 
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所 以 和 FFG 的 面积 为 


D C 
E 
, AA 一 Bp : 
防 正方 形 ABCD 被 截 去 四 角 后 剩余 面积 ， 


2 和 2 


但 在 >z 委 1 时 ， 
4 217224-2=2> 
所 以 正三 角形 EFG 的 面积 与 正方 形 
C ”ABCD 剩 下 的 面积 不 可 能 相等 . 
(2) 若 AF>1. 
容易 知道 正方 形 ABCD 被 截 去 四 角 后 , 剩 
”下 中 央 一 个 小 正方 形 
. 设 BFE= y(y 世 1), 则 这 小 正方 形 的 边 长 为 
Y2y ,面积 为 2y7. 


正三 角形 EFG 的 边 长 为 EF =Y2(2- y), 面 积 为 3.20 一 y)?= 


/3 
2 


(2~ y)’. 
和 FFG 被 截 去 3 个 小 正三 角形 ,每 个 的 边 长 为 
(FG- Gy) = yy) -20 — y). 


面积 为 2 


4 (1— y)”. 


人 EFG 利 下 的 面积 为 汪 [(2 —-y) ~—3(1—y)]. 


根据 题 意 应 有 2 2- 30 一 yy) 


即 (4+2y3) -2Y3y-Y3=0. 
上 式 左边 在 y=0 时 为 负 , 在 y=1 时 为 正 ,所 以 此 方程 恰 有 一 根 
在 (0,1) 内 . 它 就 是 
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3+V9-4%3 
VT 
4+2Y3 
这 时 14 面体 的 各 面 面 积 为 
6+2V3+V 27+ 12Y3 
(2+Y3)? 
17.13 在 以 8 个 点 (zyyyz)( 其 中 zy< 取 0 或 6) 为 顶点 的 正 
方 体 中 取 点 P(e,x,V5), 求 :P 关于 正方 体 各 面 的 对 称 点 ( 共 16 个 ) 为 
顶点 的 多 面体 和 原 正方 体 的 公共 部 分 的 体积 . 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,正方 形 内 任 一 点 关于 两 邻 边 的 对 称 
点 的 连 线 过 该 两 邻 边 的 顶点 . 
所 以 正方 体内 一 点 Pa,p,c) 关 于 正方 形 各 面 
的 对 称 点 为 顶点 的 多 面体 与 原 正 方 体 的 公共 部 分 的 
体积 为 


2y’ = 


神志 
cr 十 汪 





V 公 共 部 分 二 V 正 方 体 一 V =6 一 V 
其 中 V 为 图 中 以 阴影 部 分 为 底 边 的 8 个 小 三 棱锥 的 体积 之 和 . 
下 面 先 求 六 


V' = [ab(6-c)+ab +(6-a)b(6-c)+(6~a)be+a(6—6b) 


(6—c)+a(6—b)c+(6—-a)(6—-6)(6-c)+(6—-a)(6— 6b)e] 
=62. 
VAaA 共 部 分 =6 一 62 二 180. 
17:14 已 知 :一 个 正方 体 ABCD -A'B'CD'’,(1) 设 义 为 线段 AC 
上 的 任 一 点 ,Y 为 线段 BD 上 的 任 一 点 , 求 线段 XY 的 中 点 的 轨迹 . 
(2) 求 在 线段 XY 上 ,日 满足 关系 ZY =2ZX 的 动 点 2 的 轨迹 . 
(第 2 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 ] (1) 先 考虑 几 个 特殊 情形 . 
当 X 为 AC 的 端点 A 或 C,Y 为 BD’ 的 端点 B' 或 D' 时 ， 对 应 的 线 
段 XY 分 别 是 AD’ 、AB” .CB 、CD.. 
设 4D .4B 、CB'、CD 的 中 点 依次 为 E、.F.G、H. 这 几 个 点 显然 
是 所 求 轨 迹 上 的 点 . 
连接 EF 、FG .GH HE. 
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在 从 AB'D 中 ，EF /DB', EF = 
1  ，， 
记号 

在 人 CB'D' 中 ,，HG /BD’, HG = 





EF= 4 HOG. 
又 因为 AC .8 所 成 的 角 是 直角 ,所 以 四 边 形 EFGH 是 一 个 正 
方形 , 自 边 长 为 a8 


设 正方 体 的 楼 长 为 a, 则 正方 形 EFGH 的 边 长 为 4 


设 久 为 AC 上 的 任 一 点 ,Y 是 BD 上 的 任 一 点 ,Z 为 XY 的 中 点 ， 

下 面 证 明 :Z 点 的 轨迹 是 正方 形 EFGH 的 内 部 或 边界 . 

先 证 明 完 备 性 , 即 证 明 满 足 条 件 的 点 Z 在 轨迹 上 . 

在 平面 ABD 上 ,连接 YA ,与 EF 交 于 点 M. 

在 平面 CB'D 上 ,连接 YC ,与 HG 交 于 点 N. 

在 人 4B 中 ，… EF/D'B', 玉 是 AD 的 中 点 ， 

AM 是 YA 的 中 点 . 

同 理 , N 是 YC 的 中 点 . 

因此 ,MN 是 个 YAC 的 中 位 线 . 

因为 X 是 AC 上 往 一 点 ,所 以 XY 的 中 点 2 必 在 线段 MN 上 ， 

又 MN/AC, MN/ FG/ EF, 

MN 上 各 点 都 在 正方 形 EFGH 的 内 部 ,从 而 Z 点 必 在 正方 形 
EFGH 的 内 部 , 且 当 关 、Y 中 有 一 点 是 AC 或 BD 的 端点 时 ,Z 在 正方 
形 EFGH 的 边界 上 . 

再 证 明 纯粹 性 , 即 证 明 在 轨迹 上 的 点 Z 必定 满足 条 件 ,也 就 是 证 
明正 方形 EFGH 上 的 任 一 点 Z 必 是 线段 XY 的 中 点 ,其 中 X 是 4C 上 
的 一 点 ,了 是 BD 上 的 一 点 . 

设 Z 是 正方 形 EFGH 内 的 任 一 点 ,过 Z 点 作 MN/ FG, 与 EF、 
GH 分 别 相交 于 MN 点 . 

在 平面 AB'D 上 ,连结 AM ,与 BD' 相交 于 点 Y, 于 是 M 是 AY 的 
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连结 YC, 则 YC 必 过 NN 点 . 
于 是 MN 在 平面 YAC 上 ,从 而 点 Z 在 平面 YAC 上 . 
连结 YZ 并 延长 , 必 与 AC 相交 , 设 交 点 为 X. 
MN/FG, .. MN/AC, 
又 MM 是 AY 的 中 点 ，..， 2Z 是 XY 的 中 点 . 
由 以 上 证 明 可 知 ,所 求 的 满足 条 件 的 点 Z 的 轨迹 是 正方 形 EFGH 
的 内 部 和 边界 ,这 个 正方 形 的 边 长 为 之 
17.15 已 知 :一 个 正方 体 ABCD -ABCD ,点 X 沿 正方 形 ABCD 
按 ABCDA 的 方向 作 勺 速 运动 ,点 Y 沿 正方 形 BC'CB 按 BC'CBB 的 
方向 以 同样 的 速度 作 匀 速 运动 , 且 点 X 与 了 分 别 从 A 点 与 B 点 同时 
出 发 , 求 :线段 XY 的 中 点 的 轨迹 ,并 画 出 其 图 形 . 
(第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 下 .下 .G 顺 次 为 正方 形 
ABBA、B'C'CB 和 ABCD 的 中 心 . 
下 面 我 们 证 明 :; 萎 形 EFCG 的 周 界 即 为 动 ps 


线段 XY 的 中 点 2 的 轨迹 . 
首先 证 明 , 如 果 点 Z 是 动 线段 XY 的 中 
点 ,那么 点 Z 必 在 菱形 EFCG 的 周 界 上 . bye 


分 两 种 情况 证 明 . 

(1DX.Y 分 别 在 菜 一 个 定 角 的 两 边 上 ,不 “ 
失 一 般 性 , 设 针 从 B 到 C, 而 Y 同时 从 C’ 到 C. 由 于 义 、Y 的 速度 相 
同 , 所 以 XY 必 平 行 于 BC 、XY 的 中 点 Z 必 在 CF 上. 

(2)X .Y 分 别 在 两 条 异 面 直线 上 ,不 失 一 般 人 性 , 设 X 从 A 到 电 ,Y 
同时 从 B' 到 C.. 

由 于 XX、Y 的 速度 相同 , 则 AX= BY. 

若 Z 为 XY 的 中 点 ,连接 BZ 并 延长 与 上 底面 相交 于 芽 , 连 XT， 
则 平面 XY 与 平面 AC 的 交 线 是 XT. 

BC /平面 AC, .. BC’/ XT. 
于 是 人 ZB'Y 避 和 ZTX. 
而 XT=B'Y= AX, XT/ BC, 
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a 言 忆 


人 和信 AXT 是 等 腰 直 角 三 角形 , 人 TAX = 7 ,从 而 工 在 4C 上 . 


可 以 证 明 : FEZV CT，EZV CA, FE/ CA. 

基于 平行 线 的 惟一 性 ,显然 Z 在 EF 上 . 

综合 (1),(2) 可 证 得 ,线段 XY 的 中 点 2Z 必定 在 萎 形 EFCG 的 周 界 
上 . 

下 面 证 明 ,如 果 点 2 在 菱形 EECG 的 周 界 上 , 则 点 Z 必定 是 符合 
条 件 的 线段 的 中 点 . 

也 分 两 种 情况 证 明 : 

(1)Z 在 CF 或 CG 上 . 

过 2Z 作 XY/ BC' (或 BD), 而 与 BC 及 CC (或 CD 及 BC) 分 别 相 
交 于 X 及 了 . 

由 相似 性 的 性 质 可 得 ”XZ= YZ， 即 Z 为 XY 的 中 点 ， 

同时 可 证 ”BX = CY( 或 CX = CY)， 因 此 X、Y 适合 题 设 条 件 . 

(2)Z 在 EF 或 EG 上 . 

不 失 一 般 性 , 设 Z 在 EF 上 ,连接 B'Z 并 延长 交 平面 AC 于 全, 显 
然 工 在 AC 上 ,过 工作 TXVWCB 交 AB 于 X, 则 TX//C'B.. 

在 平面 BC TX 上 ,连接 XZ 并 延长 交 BC 于 了 . 

在 全 B'CA 中 ,由 于 下 是 BC 的 中 点 ,EF// AC, 则 2Z 为 BT 的 中 
点 ,于 是 公 ZTX 包 人 2B'Y. z 

从 而 有 TX 和 BY,，ZX = ZY. 


又 TX/BC， 则 LXTA=ALTAX=， 


TX=AX, 即 AX= BY. 

因此 X 了 和 通 合 题 设 条 件 . 

由 (1),(2), 如 果 2 是 萎 形 EFCG 的 周 界 上 的 任 一 点 , 则 Z 必定 是 
符合 题 设 条 件 的 动 线段 XY 的 中 点 . 

从 而 可 证 ,所 求 轨 迹 为 薰 形 EFCG 的 周 界 . 

17.16 能 和 否 在 棱 长 为 工 的 正方 体形 状 的 盒子 里 放 人 3 个 互 不 重 
登 的 棱 长 为 寺 的 正四 面体 ? 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 可 以 放 入 ， 设 M 和 NN 是 正方 体 ABCD -ABCD 的 棱 
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BB 和 DDN 的 中 点 .由 于 直线 AA| 与 MN 之 间 


的 距离 等 于 痉 ,这 恰好 等 于 校长 为 1 的 正四 面 AL 


体 的 对 校 之 间 的 距离 ,于 是 可 在 线段 MN 上 取 
点 民 和 上 ,使 得 KL=1 且 K 和 L 关于 MN 的 中 

点 ( 即 正方 体 的 中 心 )O 对 称 . 这 时 ,四 面体 14 
AA1KL 为 棱 长 为 1 的 正四 面体 . 

分 别 用 棱 BLC, 和 CD 代替 AAi ,并 作 相 应 的 处 理 ,可 以 得 到 另 两 
个 正四 面体 . 

易 见 ,这 三 个 正四 面体 没有 重 友 而 仅 有 一 个 公共 点 O. 

17*17 设 有 一 长 方 体 A1B1C1Di - ABCD ,其 三 棱 AJA = a， 
A1B1=5,AID1i=c. 又 MNP.\Q 分 别 为 A1B1、A1D1、BC、CD 的 中 
上 后 , 求 :两 三 角形 AMN ,CiPQ 的 重心 间 的 距离 . 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 

[ 解 ] 设 对 角 面 AC) 分 别 交 平面 AMN .Ci PQ 于 AX、CIY, 则 

AX 为 人 AMN 的 中 线 ,CiY 为 全 CPQ 的 中 线 . 
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这 





又 设 信 AMN ,全 CPQ 的 重心 分 别 为 G .万 ,其 在 AC .CC 上 的 射 
影 各 为 G,、H, 及 G、 Ho 则 


Vad tae. 
17*18 已 给 一 长 方 体 ,三 棱 不 等 .现在 要 由 一 顶点 沿 表面 到 对 角 


twWUkHA 97 





顶点 , 求 : 最 短 的 路 线 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
Ci [ 解 ] 如 图 , 设 长 方 体 的 三 条 楼 长 为 a、 

pc, 且 a>2>c. 假 定 由 顶点 A 沿 表 面 到 对 
C 角 顶 点 C ,由 图 形 可 知 ,相对 短 的 路 线 有 以 下 
三 条 : 
(1) 从 A 跨 过 棱 AB' 到 C’ (从 A 跨 过 CD 
也 一 样 ) ,其 路 线 长 为 
(2) 从 A 跨 过 棱 BB' 到 C( 从 A 跨 过 DD- 
也 一 样 ) ,其 路 线 长 为 
Vet+(at+6b)’; 
(3) 从 A 路 过 棱 BC 到 C’( 从 A 跨 过 
A'D' 也 一 样 ), 其 路 线 长 为 
VB2+(a+Tc) 


aSb>e, .. ab>acS> be. 
故 Vat+(bteY<voe tlatc}< Vet(at+b). 

最 短 的 路 线 为 (1), 其 长 为 Va?+t+(b6te)?. 

17*19 图 中 长 方 体 ABDC -AB'D'C’ 是 一 个 
六 面 封闭 的 水 箱 , 已 知 AA’=7,AB=5,AC=4. 
因为 使 用 过 入, 在 44 .CC 、AB 棱 上 各 有 一 个 小 
孔 . 图 里 的 P.Q、R 是 小 孔 的 位 置 ,已 经 量 得 AR 
=3,AP=2,CQ=1, 问 这 水 箱 最 多 还 能 盛 多 少 水 
(水 箱 不 必 平 放 )? 

(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 

[ 解 ] 过 PQ.R 三 点 作 一 平面 ,该 平面 交 
DC 于 工 , 交 AC 延长 线 于 下 上 . 易 见 下 点 为 PQ 4AC 、RT 三 直线 之 交点 . 

设 长 方 体 ABDC - A'B'D'C’ 的 体积 为 V 立方 单位 ,三 棱 台 APR - 
CQT 的 体积 为 Vo 立方 单位 ,所 求 水 箱 的 容量 为 V 立 . 则 V=V- Vi. 

3 


ACQTOAAPR, .. CT=3. 


x 言 二 
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又 个 FCQOAFAP, 
FC=7FA, 
BB FC= AC=4, FA=8. 


Vo = (二 sex 了 | 


1 
- (二 Seaarx FC ) 
_/l : 

=( ; x3x8] 
/1 3、,，, 
-( 3”4 x4) 
= 了 (立方 单位 ). 
而 V=7x4x5=140( 立 方 单位 ). 
故 VV =V- Vo=140--7=133( 立 方 单 位 ). 
即 水 箱 最 多 还 能 盛 133 立方 单位 的 水 . 
17.20 设 A 是 三 维 实心 a XbXxc 长方体 砖 (a,5,c>0), 设 B 是 





cr 十 系 


庄 志 3 


到 A 中 某 点 距离 至 多 为 1 的 点 的 集合 (特别 地 ,B 忆 A), 用 a .be 的 多 
项 式 表示 B 的 体积 . 


(第 45 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] (1)A 自身 肯定 满足 条 件 ,此 时 A 的 点 到 自身 的 距离 为 0 


之 1, 此 时 体积 为 apxc. 


(2)a xbx1 的 长 方 体 砖 内 的 点 到 a x 6 面 上 的 距离 至 多 为 1 ,类 


似 地 有 a XxXc Xx1,6bXcx1 的 长 方 体 砖 . 


这 样 的 砖 各 有 两 个 ,于 是 体积 为 2(ab + bc + ca). 

(3)4 个 高 为 a, 半径 为 1 的 二 圆柱 体 也 符合 要 求 ,同样 还 有 4 个 
高 为 6, 半径 为 1 的 -二 圆柱 体 ,4 个 高 为 “半径 为 1 的 二 贺 往 体 . 

于 是 总 体积 为 (a + b+ Cx. 

(4) 半 径 为 1 的 襄 球 体 ( 共 有 8 个 ) 也 符合 要 求 .其 总 体积 为 全 x， 
因此 ,B 的 体积 为 
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V=abet2(ab toetea) ta (at+b+et | 
17.21 长方体 己 的 对 角 线 到 三 条 与 它 不 相交 的 棱 之 间 的 最 短 距 
离 分 别 为 2 .3.13 . 求 :P 的 体积 


V13 Vi0 
p’ ~ (第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 】 设 长 方 体 的 从 一 顶点 出 发 的 三 棱 

校长 分 别 为 a ,6:c. 

先 寻 找 体 对 角 线 到 与 它 不 相交 的 棱 的 最 
短 距离 . 

过 44 ”上任 一 点 入 作 QMJBD- ， 垂 足 
为 M. 
设 AQ=x, 则 4Q=p-z. 又 设 QM=d， 则 有 
BM’ = BQ’ - QM? 

=(AB’+ QA’)—- QM? 

c+(b— 7x) ~ qd. 
同样 有 DM*?=a?+ zx?~a?. 
于 是 由 BD'=DM+BM 得 

Voi+(b- rz) di+t al+ zx:—d?” 


给 言 己 





= Va*t+b+e’. 
即 (az+82+c2)d2=(a2+c2)z2 一 2026r + (b+ ceca’, 
7 CT 二 cc 2 2a*b (b+ c+) a 


— TT 
a + b+e? a2+B2+c2 alt+ph+c? 


2.2 
由 二 次 函数 性 质 得 ”4d2,, = 7 


as+c? 





bc ab’ 
b+e al+b? 








同 理 ” 另 两 个 最 短 距离 的 平方 分 别 为 
于 是 ,由 题 意 得 
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(25 =20, 

p?c” _30 \* 900 

a (JB) -Bs 

a2b2 /15 \ 225 

= 10 
取 各 方程 各 项 之 倒数 得 

1 1 1 

az c2 20 

1 1_ 3 

pc 900° 

1 1i1_10 

a b* 225 

。 900 900 900 
可 解 得 a = b= c = 


故 ap =7$0. 所 以 的 体积 为 750. 
17.22 ”考虑 长 方 体 的 集合 ,同一 顶点 的 三 条 棱 a、b、ec 满足 = 


2 
乞 . (1) 求 证 :这 个 集合 中 有 100 对 长 方 体 的 体积 相等 ;(2) 对 于 这 100 


对 长 方 体 的 每 一 对 , 求 : 它 们 的 同一 顶点 的 三 条 校长 的 和 的 比 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 已 知 得 ”ab= ei. 
故 ”长 方 体 的 体积 为 ”abc = ce. 
取 c=1, 则 长 方 体 的 体积 为 c*= 1, 而 表面 积 为 
2(ab t+ bct+ca)=2(1+a+6b). 
令 at5=s, 又 由 ab=1， 则 当 ;之 2 时 ， 
方程 x*- sr+1=0 有 实数 解 a .0. 
对 于 s, 令 s = 1990s + 1989， 
则 方程 x -sxz+1=0 有 实数 解 a 、b' ,并 且 a% =ab=1. 
a +b +1=s +1 =1990s+1990=1990(s+1) 
=1990(a+6b+1) 
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六 二 





这 表明 以 a .5 .1 为 三 度 作 成 的 长 方 体 与 以 a、65、1 为 三 度 的 长 
方 体 ,体积 相等 ( 均 为 1) ,表面 积 之 比 
2(a’ +b +1) 
atoTly) = 1990. 
由 于 * 的 任意 性 ,我 们 可 以 得 到 无 数 对 满足 要 求 的 长 方 体 . 
(2) 显 然 , 每 一 对 长 方 体 ,三 度 的 和 之 比 为 
a +b +1 
pr = 1990. 
17*23 在 空间 给 出 不 在 同一 平面 上 的 四 个 点 ,车 以 这 些 点 作为 顶 
点 ,能 做 成 多 少 个 不 同 的 平行 六 面体 ? 
(第 7 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 29 个 平行 六 面体 . 
可 以 发 现 , 当 指出 平行 六 面体 的 任意 一 个 顶点 和 三 组 中 截面 (过 平 
行 六 面体 中 心 且 与 一 组 界面 平行 的 平面 , 叫 一 个 中 截面 ,平行 六 面体 各 
顶点 到 中 截面 等 距 ,对 一 个 平行 六 面体 这 样 的 中 截面 恰 有 三 个 ) ,平行 


六 面体 就 被 惟一 确定 了 . 

对 空间 给 出 不 共 面 四 点 K .1L 、M 、N ,要 作为 一 个 平行 六 面体 的 顶 
扩 , 这 时 ,所 成 平行 六 面体 的 三 个 中 截面 恰 是 四 面体 中 与 四 个 顶点 等 距 
的 三 张 平面 , 且 这 三 张 平面 是 共 点 的 .. 

因此 ,从 K 、L、M.N 不 共 面 四 点 为 项 点 的 不 同 平行 六 面体 的 集 
合 与 同 K 、L .MN 四 点 距离 相等 的 共 点 三 平面 组 的 集合 恰 可 以 建立 
一 一 对 应 关系 . z 


对 给 定 四 点 K、L 、M 、N( 不 共 面 ) 存 在 有 七 

个 平面 与 这 四 点 距离 相等 (它们 过 四 面体 

KLMN 各 校 的 中 点 ) 由 这 七 个 平面 中 可 以 产生 

= 35 种 不 同 的 三 平面 组 ,但 我 们 需要 的 只 是 
交 于 一 点 的 三 平面 组 . 

在 35 组 三 平面 组 中 ,只 有 三 个 平面 同 平行 

于 四 面体 KLMN 的 同一 条 楼 的 是 不 共 点 的 ,这 

M 样 的 三 平面 组 共有 6 组 ,因此 ,所 要 求 的 三 平面 
组 共有 3S-6=29 组 . 

当 给 出 一 组 到 开工.M 、N 四 点 等 距 的 三 平面 组 作为 平面 六 面体 
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的 三 个 “中 截 "平面 ,再 由 所 给 第 四 个 顶点 惟一 作出 平行 六 面体 ,为 此 ， 
只 和 需 通 过 这 些 顶 点 引 平面 (界面 ) 平 行 于 中 截面 就 可 以 了 . 

17.24 已 知 :三 条 直线 a.6b6、c 中 任 两 条 都 是 异 面 直线 ,能 否 作出 
这 样 的 平行 六 面体 ,使 其 三 条 校 恰好 落 在 直线 a .bc 上? 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 先 证 明 下 面 的 引 理 : 
如 果 a 和 是 两 条 异 面 直线 ,那么 存在 惟一 的 一 对 平行 平面 ,其 中 
一 个 经 过 直线 a, 男 一 个 经 过 直线 6. 

我 们 过 直线 a 上 任意 一 点 A 作 直线 六 AND 

过 直线 5 上 任意 一 点 B 作 直线 a /a. 

直线 a 和 4 确定 平面 c ,直线 a 和 确定 平面 8, 则 acV 8. 

于 是 ”我们 证 明了 确实 存在 一 对 平行 平面 ,它们 分 别 经 过 两 条 蜡 
面 直线 . 

现在 证 明 这 对 平面 的 惟一 性 . 

如 果 平 面 a 和 a 经 过 直线 a ,平面 6 和 及 经 过 直线 5 ,并 且 «7b, 
a/HB ,那么 必 有 a=a ,B=8B. 

事实 上 ,如 果 平 面 a 和 a 不 重合 ， 那么 它们 相交 于 直线 a ,但 因 p 
和 BB 都 经 过 直线 5 及 a// B,a //B , 则 a//5, 这 与 a 和 bb 是 异 面 直线 相 
下 导 . 

于 是 a 和 ww 重合 ， 同 理 8 和 8 重合 . 

引 理 得 证 . 

如 果 a 和 是 异 面 直线 ,并 且 平 行 六 面体 R 的 两 条 棱 分 别 落 在 这 
两 条 直线 上 ,那么 分 别 经 过 直线 a 2 的 平行 平面 cp 必定 与 平行 六 面 
体 R 的 两 个 面 重 合 . 

事实 上 ,平面 六 面体 RR 中 ， 有 两 个 面 经 过 直线 a ,两 个 面 经 过 直线 
,并 且 经 过 直线 a 2 的 这 四 个 面 互 异 ,因为 平行 六 面体 有 六 个 面 , 它 
们 组 成 三 对 平行 平面 ,因此 ,在 经 过 a、b 的 四 个 面 中 总 可 以 找到 一 对 
平行 平面 ,因而 这 对 平行 平面 与 平面 8 相 重 合 . 

由 此 可 得 ,RR 的 三 条 两 两 互 为 异 面 直 线 的 棱 不 可 能 落 在 三 个 平行 
平面 上 . 

否则 ,这 三 个 平面 与 RR 的 三 个 面 重 合 ,然而 平行 六 面体 没有 互相 
平行 的 面 


ct 


人 详 却 
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现在 我 们 证 明 : ”如果 a、6、c 中 任 两 条 都 是 异 面 直 线 ,并 且 它 们 
不 落 在 三 个 平行 平面 上 ,那么 存在 一 个 平行 六 面体 , 它 的 三 条 校 分 别 落 
在 直线 a、5、c 上 . 

由 引 理 ,存在 一 对 平面 (a1, Bi) 满 足 条 件 : aCal, LCAh, ai 
Bi z 

同样 ,存在 一 对 平面 (a,, Yi) 满 足 条 件 : aCoa2, CON) aa Yi. 

平面 ci 和 a, 必 不 重合 ,否则 ,a 、b5、c 所 在 三 个 平面 平行 ,与 假设 
不 符 . 

最 后 ,存在 一 对 平面 (8 ,72 ) 满 足 条 件 :cC7z,BC7yz, 并 且 记 尖 
Pi, 72 1. 

于 是 ,我 们 得 到 三 对 平行 平面 (ai, Bi),(a2, 71),(B,,72), 每 对 平 
面 都 与 另 两 对 平面 相交 ,它们 共有 12 条 交 线 ,其 中 包括 直线 a 5 、c. 

人 六 个 面 wp aa、X\ 记 、y2 在 空间 确定 一 个 平行 六 面体 , 它 的 三 
条 棱 是 直线 a ,b,c 上 的 三 条 线段 . 

具有 这 种 性 质 的 平行 六 面体 是 惟一 存在 的 ,因为 上 述 各 面 的 作法 
是 由 直线 a .5 .ec 惟一 确定 的 . 

17"25 平行 六 面体 有 这 样 的 性 质 .平行 任何 一 定 面 F 的 所 有 横 
截面 都 有 和 下 相同 的 周 长 . 试 确定 是 否 有 其 他 多 面体 有 这 个 性 质 . 

(第 12 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 具有 题目 所 述 的 性 质 的 多 面体 应 有 2n 个 面 分 成 2 对 ,每 
一 对 平面 都 互相 平行 且 周 长 相等 . 

否则 , 则 平行 于 某 一 面 天 的 截面 将 可 以 任意 小 而 以 某 一 顶点 为 极 
限 , 其 周 长 可 以 趋 近 于 零 ,而 不 和 平面 已 有 相同 的 周 长 . 

注意 到 四 面体 没有 平行 的 面 ,所 以 不 具有 题目 所 述 的 性 质 . 

所 以 ,具有 所 述 性 质 的 最 简单 的 多 面体 是 平行 六 面体 . 

事实 上 ,从 平行 六 面体 出 发 ,可 构造 出 八 面体 具有 题目 所 述 的 性 
质 . 

不 难 证 明 ,平行 六 面体 每 相对 两 面 的 中 心 ( 即 平行 四 面体 对 角 线 的 
区 点) 的 连 线 互相 平分 于 一 点 ,这 一 点 就 是 平行 六 面体 的 中 心 . 

以 平行 六 面体 各 面 的 中 心 ( 共 六 个 ) 为 顶点 的 八 面体 也 具有 同样 的 
对 称 中 心 , 从 而 相对 的 面 互相 平行 且 是 全 等 的 三 角形 . 

对 平面 ADE 作 平 行 截面 GHKLMN (此 截面 也 是 平行 于 CBF 面 ) 
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则 有 
NG/ FB, GH// AE, HK/ BC, 
KL/ ED, LM/ CF, MN/ DA. 
、 AN &a : 
记 NF 则 
AN_AG_EH_EK_DL_DM _ 
NF GB HB KC LC MF BX< 




















二 一 -一 一 一 DD 
NG= "FB= -EE 
GH = 2 AE 
atwb 
a 
=—8-.BC=— .DA, KL=— :ED 
了 rs kL 
a 
LM= oy = AE, MN= DA 


NG+GH+HK+KL+LM+MN= AE+ED+DA. 

于 是 ,这 样 得 到 的 八 面体 具有 题目 所 述 的 性 质 . 

17.26 线段 AD、BE、CF 是 正三 棱柱 的 侧 棱 , 在 三 棱柱 的 底面 
ABC 上 求 所 有 与 直线 AE .BF .CD 距离 相等 的 点 . 

(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 按 正三 棱柱 的 对 称 性 ,底面 人 ABC 
的 中 心 显 然 是 所 求 的 一 点 ,问题 是 ,此 外 还 有 
无 其 他 的 满足 题 设 条 件 的 点 ? 

设 O 是 所 求 的 点 ,能 不 能 由 题 设 条 件 推 
出 OA = 0B= OC? 依 条 件 O 到 AE、BF.CD 4 
的 距离 相等 ,而 且 显 然 有 AE = BF= CD, 即 

SAAOE = SABOF = SACOD. (x) 

令 OA=a, OB=6, OC=¢c, OD=4d,OE=e, OF=f. 

AE=BF=CD=g. 


则 Sasoe = V3 -aj( -ej(s ,其 中 := 了 (a +etg) 
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轮换 a .5 、c .ad .e 、f 便 得 全 BOF 和 全 COD 的 面积 . 
上 述 公 式 代 入 关于 面积 的 等 式 ( x ) 去 根 号 ,展开 得 
2a’e +2asg t+2e0 rg -a4— eit— pg 
=2. fF +20 9 +2 *—b4— fg4 
=2c2d2+2c2g2+2d2 扩 一 cd 一 人 一 人 
即 2(ae: — bf)+t+ (em ff)(2g -ef) 


=(b*— a)(2g’ ~ a — 6b’), OD 
及 2(bf -cd)+(f -ad’)(2g’— fd’) 
=(ct—b)(2g be). @) 


由 图 中 观察 知 ,所 有 线段 中 g 最 大 ,所 以 台中 

2g*— ei— fi>0, 2g* -a’— 6 >0. 

不 妨 设 a 忒 5 二 c, 则 名 右边 非 负 ,从 而 左边 也 非 负 ,所 以 e 宇 f, 即 
2 字 c, 于 是 上 必 有 = <c. 

代 和 人 四 得 f=qdq, 从 而 c=&a. 

所 以 O 只 能 是 入 ABC 的 中 心 . 

17.27 ”有 一 个 底面 为 三 角形 的 直 棱 柱 ,其 彼此 相 邻 的 三 个 面 ( 即 
两 个 侧面 与 一 个 底面 ) 的 面积 之 和 为 定 值 .证 明 : 这 些 面 有 相等 的 面积 
并 且 彼 此 垂直 时 体积 最 大 . 

(第 10 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1950 年 ) 

[ 解 】 设 直 枝 柱 底面 三 角形 的 两 边 为 a 与 6， 
夹 角 为 96, 直 棱柱 的 高 为 c. 

又 设 工 为 后 此 相 邻 的 三 个 面 ( 即 两 个 侧面 与 一 
个 底面 ?的 面积 之 和 , 则 


L=act+bc+ 7 absing 
设 体积 为 V, 则 V= abesing. 


令 X=ac，Y=b，Z= 方 absin9， 分 别 为 三 个 面 的 面积 , 则 


| 一 


V* = 一 aa2p2r2sin20 


= 村 (ac 人 tc) 全 本 absing jsing 
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X+Y+ZY_1/LYV 
3 ) “2 ( 3 ) 
当 且 仅 当 义 = Y=2, 且 sin6=1 时 ,等 号 成 立 , 即 这 三 个 面 的 面积 
3 
2 


相等 且 彼此 垂直 时 , V 有 最 大 值 ,最 大 信 为 二 (三 )”. 
VD 3 


(二 ) 三 棱锥 (四 面体 ) 、 四 楼 锥 、n 梭 锥 


17.28 四 面体 ABCD 中 , 若 AB_LCD,AC | BD, 则 ADJ BC. 
(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 


[证 ] 作 AH | 平面 BCD , 垂 足 为 万. .4 
AB{ CD, .. BHI CD. 
又 ACLBD, .. CHJLBD. 
故 互 为 人 BCD 的 王 心 ， 
- 则 ”DH 1 BC， D 
因此 AD | BC. 


17:29 求证 : 存在 一 个 四 面体 
4BCD. 它 的 所 有 的 面 都 是 彼此 相似 的 直角 
三 角形 ,并 且 以 4 .8 为 顶点 的 角 都 是 锐角 . 试 确 定 四 面体 的 棱 中 哪 条 
最 长 , 哪 条 最 短 ? 当 最 大 校长 为 1 时 , 求 最 小 棱 长 . 

(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 设 满足 条 件 的 四 面体 存在 ,我 们 
证 明 :AB 是 最 长 的 棱 , CD 是 最 短 的 棱 . 

由 题 设 条 件 可 知 ,ACB 与 了 ADB 都 是 
直角 ,并 且 了 ACD 或 ADC 之 中 有 一 个 是 站 Ce 
角 . 不 妨 设 一 ACD 为 直角 . 

令 人 BAC=p， 则 人 ABD= o， 
否则 , 寿 二 BAD=op， 可 得 
AC= AD= AB cosep. 

但 ”AD 是 直角 公 ACD 的 斜 边 , 上 式 不 可 能 成 立 . 


C 
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实际 和 的 


cr 十 小 





同 理 有 人 CDA = pw. 
BD=A4C=4Bcosp， 且 BC= AD= AB sing, 
义 CD=AD cosg = AB sing cosy, 
及 AC= AD sing= AB sin'g . 
从 而 有 AC= AB cosp= AB sing. 


x 


， /5—1 
且 cosp = sin’g = 1— cosg, 解 得 P= arccos 3 


于 是 9> 玫 ， 人 CAD= pp. 从 而 CD 为 最 短 边 . 
当 AB=1 时 ， 


CD= AB sing cosp = Vv cosg'cosg = (2! 


因此 ,为 证 明 这 样 的 四 面体 是 存在 的 ,只 需 这 样 取 四 面体 ABCD， 
使 它 的 楼 为 
3 
2 


1 
Ac- 3 cs- (1), c= (St) 


且 平面 角 为 BCA= DCA=90’,， 人 BCD= arceos ol. 


则 AB=1,， AD=CB, BD=AC, /CAB= /BCD. 
且 ”四 面体 的 四 个 面 是 相似 的 . 
17*30 求证 :任何 一 个 四 面体 中 总 有 一 个 顶点 ,以 这 个 顶点 引出 
的 三 条 楼 为 边 可 构成 一 个 三 角形 . 
(第 10 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 设 四 面体 为 ABCD , 它 的 校长 分 
别 记 为 
BC= a， AC=6b, APBPB=rc， 
AD=4d, BD=e, CD=f. 
不 失 一 般 性 , 设 各 棱 中 最 长 的 一 条 校 是 
AD=4d， 因此 必 有 
d+e>f, d+b>e, 
d+f>e, dt+c2>b. 
男 一 方面 ,在 个 ABD 和 公 ADC, 有 
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cte>d, b+f>d, 
b+ct+et+ f>2d. - 
则 5+c>d 或 e+/>d， 至 少 有 一 个 成 立 . : 
于 是 以 A 为 项 点 引出 的 三 条 棱 5、c .dg 或 者 以 D 为 顶点 引出 的 三 
条 楼 e、f .ad 为 边 确实 可 以 构成 一 个 三 角形 . 
17.31 在 四 面体 ABCD 内 部 有 一 点 〇 ,使 得 直线 AO .BO .CO、 
DO 与 四 面体 的 面 BCD、ACD 、ABD .ABC 分 别 交 于 4 .Bi .Ci 、DIi 四 
AO BO Co DO A 
点 , 且 AO- -BO CO DO™* 求 上 的 所 有 可 能 的 值 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 设 四 面体 ABCD 的 体积 为 V, 则 有 


第 
Voscp OA! A1O 04) 多 七 
V 
同 理 有 二 一 = 一 = 一 =k+1 上 











Voacp Voapp Voagc 
由 此 得 到 +1= 


k=3. 
17*32 设 ABCD 是 正四 面体 ,日 M、N 分 别 是 平面 ABC、ADC 
上 的 不 同 点 .证 明 : 线 段 MN 、BN .MD 是 一 个 三 角形 的 三 边 . 
(第 38 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 ] 先 考虑 下 面 的 引 理 . 
引 理 ” 设 公 BDE 是 等 腰 三 角形 , 且 边 BD = !/，BE = 


DE =/3 1, 义 MI Ni 分 别 是 线段 BE、DE 


上 的 不 同 点 . 则 MiN1i、BNI、MI1D 是 一 个 三 角 
形 的 三 边 . B 
引 理 的 证 明 ”我们 考察 顶点 为 E 且 以 等 边 
全 BDQ 为 底 的 正 棱锥 侧面 上 的 人 BDE. 

这 个 多 面体 关于 通过 BE 和 QD 中 点 的 平 
面 z 对 称 . 因 QD | x, 则 Qi DMi. 同 理 ， 
QN1= BNi, 且 AQMIN; 是 所 求 的 三 角形 . 引 


4V _4V_ 


一 ”一 一 ”一 三 4. 
Yoagcp + Yoacp + Yoaagp + YoaBc V 
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a 


理 得 证 . 
为 证 明 问 题 的 结论 ,我 们 用 玉 表示 四 面体 ABCD 的 边 AC 的 中 点 ， 
如 
BE | AD, DE | AC. 
因此 ,过 B.D、E 的 平面 a 与 AC 垂直 .平面 ABC ,平面 ACD 与 平 
面 a 垂直 ,因为 它们 含有 AC. 所 以 ,点 M 和 N 到 a 上 的 射影 Mi 和 Ni 
分 别 是 BE 和 DE 上 的 点 . z 
如 果 Mi = N,， 因 为 BM = DM， 则 
全 BMN 即 为 所 求 的 三 角形 . 
NN 假设 MI: 短 Ni, 根据 引 理 可 以 在 平面 c 上 
选择 点 P 使 得 
tS PMI = DMI， PNI= BNI. 
但 ”MMi 和 NN 与 平面 a 垂直 ,由 此 得 
PM = Vv PM? + MMi = VDM1T+ MMI1 
: = DM . 
同 理 ”PN = BN. 
因此 ， 公 PMN 是 所 求 的 三 角形 . 
17.33 ”一 个 给 定 的 四 面体 ABCD 是 等 腰 的 , 即 AB= CD，AC = 
BD，AD = BC. 试 证 :这 个 四 面体 的 各 面 都 是 锐角 三 角形 . 
(第 1 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
1 [证 1] 假定 一 BDC 不 是 锐角 . 设 
M 是 BC 的 中 点 . 
AB= CD, AC= BD, BC= BC， 
“， 全 ABC 各 人 DBC, 故 AM = DM. 
B D 以 BC 为 直径 作 加 ,车 BDC 不 是 锐 
角 , 则 DD 一 定 在 此 圆 内 或 全 上 ,因此 有 
2DM<BC. 人 由 
又 在 AAMD 中 ，… AMT+ MD> A4D， 
且 AM=DM, AD= BC， 
2DM>BC. @ 
中 与 所 矛盾 ， 于 是 人 BDC 为 锐角 . 


M 
C 
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同 理 可 证 二 BCD DBC 为 锐角 . 

于 是 全 BDC 是 锐角 三 角形 . 

又. ABCD LAABC LAACD LAABD. 

四 面体 的 各 面 都 是 锐角 三 角形 . 

[证 2] 利用 三 面 角 的 性 质 :三 面 角 的 任意 两 个 面 角 之 和 大 于 第 
三 个 面 角 . 

设 人 BAC=a, 人 ABC=B8, 人 ACB=Y. 

由 已 知 可 得 

~ 人 ABC ABCD LAACD CAABD. 

, LBAD=B, /CAD=7Y. 

“ at+B+y=180", 

XX at+B>yY, at+y>B, B+yY>a, 

.，2a<180"，28<180"， ,27y<180°, 

即 ac<90"， 8<90"， 7y<90"， 

于 是 人 ABC 为 锐角 三 角形 . 

所 以 四 面体 的 各 面 都 是 锐角 三 角形 . 

17'34 求证 :如 果 四 面体 ABCD 的 棱 满 足 AB*+ CD2= AC?+ 
BD’*= AD*+ BC*， 则 它 的 面 中 至 少 有 一 个 是 锐角 三 角形 . 

(前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 ] 由 余 弱 定理 可 得 

2AB: AC cos/ BAC 
= AB: + AC? - BC? 
= AB’* + AD2 ~ BD? 
=2AB.: AD cos BAD. 

于 是 ”cos 了 BAD 与 cos 了 BAC 具有 相同 
的 符号 , 即 一 BAC 与 了 BAD 或 者 同 为 锐角 ,或 Bb 
者 同 为 钝 角 . 

同 理 可 证 ,对 四 面体 的 有 公共 项 点 的 任意 平面 角 也 有 同样 的 结论 . 

如 有 果 四 面体 ABCD 的 所 有 平面 角 都 是 锐角 , 则 它 的 每 个 面 都 是 锐 
角 三 角形 . 

如 果 其 中 有 一 个 平面 角 不 是 锐角 ,不 妨 设 它 以 A 为 顶点 , 则 以 A 
为 项 点 的 所 有 三 个 平面 角 : 人 BAC .BAD .CAD 都 不 是 锐角 . 





i 才 各 


六 臣 \ 尖 
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状语 己 


于 是 和 4BD .和 ABC、 和 AACD 均 为 非 锐角 三 角形 . 

这 时 ,以 B.C.D 为 项 点 的 所 有 平面 角 都 是 锐角 ,从 而 全 BCD 为 
锐角 三 角形 . 

17.35 ”四 面体 ABCD 的 所 有 侧面 都 是 锐角 三 角形 .考察 所 有 的 
多 边 形 XYZTX ,其 中 X 了 .DZ, 工 分 别 是 4B、 BC、CD、D4 的 内 点 . 试 
证 (1) 车 DAB + BCD 关 人 ABC + 一 CD4 ,那么 不 存在 周 长 最 小 的 
多 边 形 XYZTX. (2) 若 DAB + BCD = ABC + 了 CDA ,那么 存 


在 无 限 多 个 周 长 最 小 的 多 边 形 XYZTX ,其 周 长 为 2AC sin pr 这 里 a 
=/BAC+ /CAD+ /DADB. 
(第 13 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 如 图 ,将 四 边 形 ABCD 展开 . 





A .A 是 A 的 对 应 点 ,等 等 .其 中 个 A'D'B’ 各 人 A'D'B”. 

多 边 形 XYZTX 在 展开 图 中 变 成 折线 TX’YZT 或 XYZ TX” 

车 折线 TX’YZT(X'YZ TX ) 有 最 小 长 度 ,那么 

XETY, YEXZ, ZEYT, TEZYX.. 二 

在 相反 的 情况 下 ,我 们 可 以 缩短 析 线 TX’YZ'T (ONXCYZ TYX) 
的 长 .例如 , 当 XT'Y 时 ,点 XX 可 用 线段 AB 和 TY 的 交点 来 代 
奉 ( 因 为 各 面 都 是 锐角 三 角形 ,那么 A'D'B'C' 是 凸 四 边 形 , 所 以 交点 是 
存在 的 ) ,此 时 所 得 折线 的 长 将 小 于 TXYZT 的 长 ， 

由 名 成 立 ,可 推 知 TXT 在 一 直线 上 . 

再 由 人 ATX 综 人 ATX， 人 ATX = 一 ATX ,又 可 推 


4 目 
可 
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AD’/NA'D.. GO) 
这 就 是 说 ,条 件 @ 是 存在 最 短 折 线 TX YZT 的 必要 条 件 . 
下 面 我 们 将 进一步 证 明 : 条 件 人 同时 也 是 存在 无 限 多 个 长 度 为 
24C.sin 了 的 最 短 折线 TX'Y22TY 的 充分 条 件 . 
事实 上 , 若 条 件 @ 成 立 ,再 注意 到 AT' = A”T”, 可 得 
TX+XY +YZ+ZTETT=AA” 
=2A'C’:co8/ CA'A” 
=2A‘C’ .eos (180°—- BAC -LCAD’ -LDAB’) 


-24C' sin (LBAC+ ZCAD+ LDAB) , 

。 + 

=2AC sin > . | $ 七 
而 分 别 与 A 呈 .BC .CD 交 于 内 点 XxX 、Y’ .Z' 的 线段 TT 是 存 


在 的 ,这 是 由 于 只 要 TT 交 线 段 BC” 于 某 内 点 Y 时 ,那么 由 于 
ADBC 和 ACBD' 都 是 凸 四 边 形 ,因而 也 必 将 分 别 交 A‘B” 和 CD” 
于 内 点 X 和 2 ,而 BC 上 这 样 的 内 点 Y 是 存在 的 ,如 凸 四 边 形 
4BDC 的 对 角 线 交点 即 是 (该 交点 在 忆 ADTDIA” 的 对 角 线 A'D” 
上 , 故 可 作出 TT 全 通过 它 )， 
当 我 们 沿 A 呈 平行 推移 这 样 的 线段 一, 不 管 推移 的 距离 多 人 么 
小 ,都 可 以 得 到 无 限 条 最 短 折线 ,其 长 度 都 是 2AC sin 了 
最 后 我 们 证 明 条 件 @@ 与 下 面 的 等 式 等 价 ， 
LDAB+ /BCD= /ABC+ /CDA. 人 
为 此 , 设 DA BA BC DC 、 DA” 顺 时 针 旋 转 到 人 人 方向 
的 角度 分 别 为 Bi 、B,、B3、B4、Bs,; 则 
LDAB= B,— Bi, 
LABC= Bb,— B;, 
LBCD= BB;, 
CDA= Bs,- Bs, 
者 等 式 辐 成立 ,由 上 面 一 系列 等 式 
得 Bl=pB6s, AD’// A'D'. 
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反之 ,由 AD /AD” 
可 得 pi = Bs, 又 可 推出 
等 式 鲜 . 
所 以 等 式 四 与 四 等 价 . 
从 而 完全 证 明了 题 中 的 论 
Bp 断 
D 17:36 在 四 面体 


ABCD 中 ,人 人 BDC 是 直角 , 到 平面 ABC 的 牌 线 的 垂 足 S$ 是 入 ABC 


的 


垂 心 , 试 证 :(AB + BC + CA) 委 6(AD2 + BD2+ CD2). 并 说 明 等 号 


成 立时 是 一 个 什么 四 面体 ? 


(第 12 届 国际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 由 题 意 知 

DS 1 平面 ABC， DS 1 AC. 
故 由 三 垂 线 定 理 可 得 ”DB | AC. 
又 因为 ”一 BDC 是 直角 ,如 BD PC. 
故 知 ”DB 平面 ADC . 
从 而 BD 1 AD， 即 一 ADB 是 直角 . 

B 同 理 可 证 一 ADC 是 直角 . 
再 由 勾 股 定理 可 得 

AD: + BD*= AB’, BD?+ CD’= BC2， AD2+CD2= AC2. 

6( AD* + BD2 + CD’) 

=3[(AD’ + BD’)+ (BD’?+ CD’)+ (CD’+ 4D2)] 

=3(AB’* + BC2 + CA2). 中 
XX 2AB.:BC<AB’*+BC, 2BC:AC<BC+ 4C2， 
且 2AC.:ABS<AC:+ AB’. 
由 此 可 得 

(AB+ BC+ CAY) 

= AB:+ BC+ CA*+2AB: BC+2BC:AC+2AC:AB 

和 3(AB2+ BC + AC?). 加 
由 由、@ 可 得 (AB+ BC+AC) 6(4D2+ BD2+ CD2)， @ 
号 中 等 号 当 且 仅 当 ”AB= BC= AC 时 成 立 , 这 时 在 四 面体 ABCD 
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中 ,全 ABC 是 正三 角形 ,并 且 LBDC= LADB= LADC= 7 
这 种 四 面体 确实 是 存在 的 ,因为 用 以 下 方法 可 作出 这 种 四 面体 ;在 
边 长 为 a 的 正三 角形 ABC 的 重心 S 上 引 平 面 ABC 的 牌 线 DS, 使 DS 


长 有 = 于 ,于 是 
/6 


2 
AD’ + BD?’ =BD?+ CD?= CD?+ AD?=2(h?+e 


3 
Q2 < 2 
一 一 一 十 -一 | 二 . 
2(4 3/ “ 


LADB= LBDC= LADC=” . 


17:37 试 证 :对 任意 一 个 四 面体 ,都 可 作 一 个 三 角形 ,使 得 它 的 边 
长 恰好 是 四 面体 某 个 顶点 引出 的 三 条 棱 长 . 多 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 妇 
[证 ] 设 四 面体 ABCD, AB 是 所 有 校长 
中 的 最 长 者 , 则 有 
(AC+ AD- AB)+ (BC+ BD- BA) 
=(AC+CB- AB)+(AD+ DB- AB)>0. 4 
于 是 在 Cc 
AC+CB-AB 与 AD+ DB- AB 
中 必 有 一 个 大 于 0, 因 此 有 B 
AC+CB-AB>0, 或 AD+DB- AB>0. 
AC+tCB>AB， 或 AD+DB> AB. 
因此 AC .CB 和 AB 三 条 校 ,或 者 AD .DB 或 AB 三 条 棱 能 构成 
三 角形 . 
17'38 在 等 边 和 4BC 内 部 任 取 两 点 M 和 N. 问 是 否 总 能 以 6 条 
线段 AM BM CM AN 、BN CN 为 棱 组 成 一 个 四 面体 ? 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 不 一 定 .下 面 给 出 一 个 不 能 组 成 四 面体 的 例子 . 
设 全 ABC 的 边 长 为 1, 在 其 中 心 附近 取 一 点 M ,使 得 线段 AM、 


BM .CM 的 长 度 互 不 相同 且 全 都 界 于 二 和 冯 之 间 ， 令 
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e = min AM- BMI, | BM - CM|, 1 CM ~ AM| ? 
其 中 的 符号 min 表示 取 最 小 值 .然后 在 顶点 A 附近 取 点 NN, 使 得 


AN<&, BN>W +e, CN> te 


对 于 这 样 选 出 的 点 M 入 ,线段 AN 的 长 度 除 了 可 能 大 于 BN 和 
CN 的 长 度 之 差 外 ,小 于 另 5 条 线段 中 任何 其 他 两 条 线段 的 长 度 之 差 . 
然而 在 四 面体 中 ,每 条 棱 都 是 两 个 三 角形 侧面 的 公共 边 , 它 必须 大 于 两 
个 不 同 组 的 两 条 棱 长 之 差 ,而 这 是 AN 不 可 能 满足 的 . 从 而 这 6 条 线段 
不 能 组 成 四 面体 . 

17:39 ” 设 四 面体 的 有 条 边 的 长 度 均 为 4, 其余 6 一 & 条 的 长 度 均 
为 1, 试 对 k=1,2,3,4,5 的 情况 确定 四 面体 存在 的 充分 必要 条 件 , 即 
确定 a 必须 满足 的 条 件 . 


人 寅 二 


(第 11 届 国际 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 】 我 们 按 k=1，k 上 =5，k&=2,， 
k= 二 4 和 =3 的 情形 依次 进行 讨论 . 
显然 ,在 这 里 有 a>0. 
(1)&=1 的 情形 . 

如 果 和 存在 一 个 四 面体 ABCD 具有 题 设 的 
C 性质 ,不 失 一 般 人 性 ,可 设 
AB=&a, 
AC= BC= AD= BD= CD=1. 
由 三 角形 任 两 边 之 和 大 于 第 三 边 可 得 

a<1+1=2. 
设 M 是 AB 的 中 点 ,连结 DM .CM , 则 


a 
CM = PDM = 1 ， 


”在 ACMD 中 ，… CM+ MD > CD， 


a 
2: 1- >1, 有 ac2>3. 


于 是 我 们 得 到 了 四 面体 存在 的 必要 条 件 : a >Y3 . (DD 
反之 , 知 满 足 条 件 中 , 则 有 
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CM+ DM>CD, CM+ CD>DM, DM+ CD>CM. 

因此 ,存在 一 个 人 CMD 具有 上 述 给 定 的 边 长 ,从 而 以 A.B.C 三 
点 (不 共 线 ) 所 决定 的 平面 之 外 还 存在 一 点 D ,使 得 

AD= BD= CD=1. 

所 以 ”条件 a<Y3 也 是 四 面体 ABCD 存在 的 充分 条 件 . 

(2)k=5 的 情形 . | 

这 种 情形 可 以 归结 为 k=1 的 情形 ,只 需 将 边 长 a 与 1 互相 对 换 
”就 行 了 . 

由 此 ,我 们 得 到 四 面体 ABCD 存在 的 充分 必要 条 件 是 一 < 


即 a> © 第 

(3)&=2 的 情形 . . 1 

此 时 又 要 分 为 下 列 两 种 情况 讨论 ， 
体 


第 一 种 情况 :长 度 为 a 的 两 条 棱 在 同一 个 三 角形 中 . 
不 妨 设 AC= BC=a，,， AB= AD= BD= CD=1. 
1 


则 由 三 角形 不 等 式 得 a+a>l，:… a> ， 


又 设 M 为 AB 的 中 点 , 则 有 CD + DM > CM ， 


1+3>, /2- 1 ; 
2 4 
即 a<V2+V3. 0 
但 男 一 方面 还 有 DM + CM > CD， 
2 


2_ 
| a 和 


得 ce>w2-v3 . @) 
由 @ 、@ 得 到 必要 条 件 
V2-v3<a<VvV2+Vv3 . ® 
反之 , 奋 满足 ,那么 就 存在 一 个 人 CMD ,从 而 也 就 存在 一 个 四 面 
体 ABCD ,所 以 条 件 @ 也 是 这 种 情况 的 充分 条 件 . 
第 二 种 情况 :长度 为 a 的 两 条 楼 不 在 同一 个 三 角形 中 . 
不 妨 设 AB=CD=a, AC=BC=AD=BD=1. 
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则 由 三 角形 不 等 式 得 a<l+1， 即 ca<2. 


a 


CM= DM = 1 了 本， CD=a, 


2 1- >a, 解 得 <c<v2 . (©) 


在 此 情况 下 ,条件 @@ 也 是 充分 的 .因为 这 时 总 可 以 作出 一 个 具有 本 


题 所 要 求 的 四 面体 . 
综合 @ 与 @ 可 得 :在 有 =2 时 ,四 面体 ABCD 存在 的 充 要 条 件 是 


VIA © 
(4)k=4 时 的 情形 . 
这 种 情况 也 可 以 归结 为 & =2 时 的 情形 ,只 需 将 边 长 a 与 1 互相 
对 模 就 行 了 . 
由 此 ,我 们 得 到 四 面体 ABCD 存在 的 充分 必要 条 件 是 
一 <V2+ 喇 ， 


闪 言 二 








(5)&=3 时 的 情形 . 

此 时 又 要 分 下 列 两 种 情况 讨论 ; 

第 一 种 情况 :长 度 为 a 的 三 条 边 通 过 同一 顶点 . 

不 妨 设 DA=DB=DC=a，AB=AC= BC=1， 又 设 S 是 
等 边 三 角形 ABC 的 中 心 , 则 有 


2 
所 以 只 要 满足 a- (8 >0， 
即 a> @) 


四 面体 ABCD 总 是 存在 的 . 
.第 二 种 情况 ;长 度 为 a 的 三 条 边 在 一 个 三 角形 中 . 
不 妨 设 AB= BC= CA=a，DA = DB= DC=1， 类 似 第 一 种 情 
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况 可 得 
四 
5D= 1 (a . 
所 以 只 要 满足 条 件 1- (8, 
即 0<a<v3 . 
四 面体 ABCD 总 是 存在 的 . 
由 @@ .四 ,在 《=3 的 情况 下 ,对 于 所 有 正 实数 c ,满足 题目 要 求 的 
”四 面体 总 是 存在 的 . 
综 上 所 述 , 具 有 题目 所 给 特征 的 四 面体 存在 的 充分 必要 条 件 是 : 
当 =1 时 ，0<a<v3 ; 


< , 
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当 =2 时 ，0<a 
当 有 R=3 时 ， a>0; 
> 


六 他 


当 =4 时 ， 


当 =5 时， a> 


17*40 ”给 出 四 个 不 重合 的 互相 平行 的 平面 , 试 证 ;存在 一 个 正四 

面体 ， 它 的 四 个 项 点 分 别 在 这 四 个 平面 上 ， 
(第 14 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 设 已 知 四 个 平面 依次 为 Ej , 开 ,FE;, Ei. 记 平面 到, 与 平面 
FE;+1 间 的 距离 为 d;(i=1,2,3). 

这 样 ,问题 就 归结 为 :在 平面 E; 内 求 一 点 P;(i = 1,2,3,4), 使 
Pi1P;P;P4 是 正四 面体 . 

首先 取 一 给 定 的 正四 面体 P'1P';P'3P'4, 并 且 依 照 定 比 dj: 4d:d3 
分 线段 P'1P'4 ,依次 得 分 点 Qz 和 Qi3 ,依照 定 比 d: ds 分 线段 PP 4， 
得 分 点 Ra ,依照 定 比 d1: ds 分 线段 PP', 得 分 点 S;( 如 图 ). 

PQ3 PuaR; 
P'sQ, P34P2 
从 而 可 知 ”Q3R3/ Q2P 2. 
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PQ _ P 1S: 


Pa 类 似 地 由 POs pip, 可 知 
几 Q2 $2/ Q3P 3. 
oO， 设 过 Q，、P'，、S; 的 平面 为 下 ,过 Q;、 
0， R;、P'; 的 平面 为 E3, 则 FE’,// E's. 
P PP 设 EE, 和 Ei 分 别 是 过 点 Pl 和 P's 


” 且 平 行 于 E', 的 平面 (如 图 ) ,过 点 P'4 引 平 
Pp, 面 E'; 的 垂 线 交 平面 E'; 于 T;(i=1,2,3), 记 
平面 E'; 与 E'i;+1 的 距离 为 1,(i=1,2,3), 于 
是 有 : 
(Ed) ti:t2:t3 = PiQ;: QQ3: QP's 
= di:d2:d;. 
/| 一 (gy) ”由 此 可 知 ,在 空间 可 作 一 相似 变换 ,将 平面 
SY/ (py) E1\E2、E3、E'4 分 别 变换 为 E"1、E2、E'3、 
(Eg ,，， EE"4. 使 平面 EF 与 平面 E11 间 的 距离 为 di (i 
PY TI “=1,2,3), 在 这 相似 变换 下 ,正四 面体 
P'1P'P'3P's 变换 为 正四 面体 PP P“ 3 P“，， 
并 且 点 P'; 在 平面 E, 内 (i =1,2,3,4). : 

最 后 ,移动 平面 E11、E;、E 3、E "4, 使 它们 分 别 与 El 、Es、E;、Es 
重合 ,于 是 四 面体 PPP Ps 变换 为 正四 面体 PP P3P, ,并且 P， 
在 平面 E, 内 (i =1,2,3,4). 这 样 ,Pi1P;P3P4 即 为 所 求 的 四 面体 . 

“17*41 试 证 :空间 中 一 点 到 校长 为 2 的 正四 面体 的 四 个 顶点 的 距 
离 都 是 整数 的 必要 且 充 分 条 件 是 ,该 点 是 这 个 四 面体 的 一 个 顶点 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 我 们 只 要 证 明 : 如 果 点 AM 到 校长 为 2 的 正四 面体 各 顶点 的 
距离 都 是 整数 , 则 一 定 有 一 个 距离 是 0( 其 逆 命 题 无 疑 是 正确 的 ). 

(1) 如 果 点 M 在 四 面体 的 棱 所 在 的 直线 上 . 

不 妨 设 M 在 以 五 为 中 点 的 棱 48B 的 直线 上 . 

记 MH=x,，MC=y, 则 有 >y>xzZ0 

且 x*+ (V3)*= y. 

(y—- x)(y+x)=3. 


Ps 
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y— X=1,， 
疏 y+wZ=3 
因而 z=1, 这 表明 ,点 M 与 顶点 A 或 B 重合 . 
(2) 如 果 点 M 不 在 四 面体 的 棱 所 在 的 直线 上 . 
这 时 设 M 到 四 面体 各 顶点 的 最 短 距 离 , 则 其 他 的 距离 与 xz 之 差 
小 于 2, 也 就 是 说 ,其 距离 或 者 为 x, 或 者 为 z+1. 
现在 考虑 如 下 四 种 情形 : z 
第 一 种 情形 :所 有 的 距离 都 为 x, 此 时 M 是 这 个 正四 面体 的 外 接 


球 的 球 心 ,可 以 求 出 其 半径 为 疙 不 是 整数 所 以 这 种 情形 不 可 能 . 


第 二 种 情形 :三 个 距离 为 x ,一 个 距离 为 x + 1. 为 确定 起 见 , 设 
MA=MB=MC=x, MD=zx+!1, 
并 设 点 O 是 人 ABC 的 中 心 ,此 时 M 在 射线 DO 上 , 且 


rz>AO0= 之 >1. 
V3 


DM=x+1>2>2/ 了 -DO-DM- MO=z+1- 和 fx?- 字 . 


由 此 得 到 


2 4 2 1 \* 19 
zt1=2Y3 1Ye 3-2Y31Y (二 ) 1 
> 了 + 
天 盾 ! 
第 三 种 情形 :三 个 距离 为 z+1, 一 个 为 x. 与 第 二 种 情形 类 似 ,可 
设 MD= zx 宇 l,， MA = MB= MC= zx +1 之 2. 
此 时 点 M 在 直线 OPD 上 , 且 O 不 在 M 与 DD 之 间 , 否 则 有 


12 / 4 
X=2 本 十 (z+1) ->1+z. 


因此 ,点 M 在 射线 OD 上 , 且 
2\/ 李 =OD=OM-MD=A/z+D2- 人 -zx 
<(z+D-z=l<2A/3， 
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信和 





Lad 言 局 


亦 矛 盾 . 
第 四 种 情形 :两 个 距离 为 x ,两 个 距离 为 x +1. 为 确定 起 见 , 设 
MA= MB= xz 志 1， MC= MD= x +122. 
由 于 x 了 关 1， 所 以 了 之 2. 
设 点 到 与 下 分 别 是 线段 AB 与 CD 的 中 点 .此 时 点 M 在 射线 EF 
上 , 且 
= V(r+1) -1>/3>Y2= EF, 
从 而 有 i 1—- Vr -1=MF-ME= EF= 万 ， 
但 是 , 当 x 是 大 于 1 网 自 类 天 时 
V(rx+1)~-1~- Vr -1<V2 .所 以 也 不 可 能 . 
从 而 结论 得 证 . 
17.42 在 棱锥 ABCD 内 或 它 的 面 上 给 定 一 个 不 和 顶点 也 重合 的 
点 己 . 试 证 :在 线段 PA .PB .PC 中 可 以 找到 这 样 一 个 线段 , 它 的 长 度 小 
于 线段 DA .DB 或 DC 中 某 一 个 线段 的 长 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] (1) 如 果 点 PP 属于 某 一 条 棱 ,不 妨 
设 己 点 在 DA 上 月 不 与 DD 重合 , 则 有 PA< 
DA ,本 题 得 证 ， 
(2) 如 果 点 卫 不 属于 棱 DA .DB 和 DC 中 
A C 的 任何 一 条 . 
| 我 们 只 要 证 明 在 全 APD 人 BPD、 个 CPD 
中 的 三 个 顶点 和 APD、 人 BPD、 人 CPD 有 一 
个 为 钝 角 或 直角 就 可 以 了 . 
事实 上 , 若 人 APD 为 印 角 或 直角 , 则 必 有 PA < DA ,问题 得 证 . 
为 此 ,过 点 PP 作 一 平面 垂直 于 线段 PD, 过 点 P 引 射 线 使 和 线段 
PD 所 夹 的 角 为 锐角 .这 些 射 线 在 同一 个 半空 间 ( 所 作 的 平面 所 划分 的 
且 包 含 顶点 DD 的 半空 间 ) 内 . 
因此 ,如 果 所 有 的 合 APD 公 BPD、 公 CPD 在 顶点 P 的 项 角 都 是 锐 
角 ,那么 棱锥 ABCD 所 有 的 顶点 分 布 在 同一 个 半空 间 内 ,然而 根据 作 
法 ,点 属于 半空 间 的 边界 ,出 现 了 矛盾 . 
因而 ” 公 APD 公 BPD、 公 CPD 在 顶点 P 处 的 顶 角 至 少 有 一 个 不 
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是 锐角 . 
17.43 ”如 图 所 示 , ABCD 是 一 个 四 面 D 
体 ，AB=41, 4AC=7，A4D=18， BC 
=36， BD=27， CD=13. 设 4 为 AB 与 M 
CD 的 中 点 间 的 距离 , 求 qs 的 值 . 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) C B 
[ 解 ] 由 三 角形 的 中 线 长 公式 
ms = tae : A 
其 中 co、c 为 三 角形 的 三 边 长 ,mm 为 a 边 上 的 中 线 长 . 
设 DC 的 中 点 为 M， 则 


, 第 

AM -A418 BM? = 2 +27) -13 + 
多 
在 全 MAB 中 则 有 ， 天 
体 


_ 2AM? + 2BM? ~ AB? 
4 . 
_ T+18 +36 +27 二 13 一 4 
4 


dad” 


= 137， 

17.44 设 4 是 任意 四 面体 相对 校 之 间距 离 的 最 小 值 ,h 是 该 四 

面体 高 的 最 小 值 . 试 证 :24 >h. 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 为 确定 起 见 ,不 妨 设 四 面体 
ABCD 中 过 顶点 A 引 的 高 为 h, 而 楼 AB 和 
CD 之 间 的 距离 为 4 

过 顶点 B 引 直线 1 平行 于 校 CD ,又 过 项 
点 A 作 平 面 垂 直 于 棱 CD. 该 平面 交 1 于 EE， 
交 CD 于 F( 如 图 ). 

信 AEF 的 高 AH EF,AH | CD， 

故 AFH 为 四 面体 的 高 . 

又 因 CD 平行 于 7, 所 以 CD 平行 于 1 和 AB 所 确定 的 平面 ; 

FG AE, FG]|1. 
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所 以 _FG17L 和 AB 所 确定 的 平面 . 

因此 ”FG 是 CD 与 4B 之 间 的 距离 . 即 4 厅 、FG 分 别 等 于 h 和 和 4d. 
易 证 全 AEF 的 高 EK 是 四 面体 的 高 ,EK 之 AK ,所 以 AF 似 EF, 于 是 

A AH_AE_AF+EF_ | ,AF 
d FG EF EF EF 

即 <24d. 

17.45 求证; 如 果 四 面体 被 平面 所 截 得 的 截面 形状 是 平行 四 边 
形 ,那么 这 个 平行 四 边 形 的 半 周 长 介 于 站 面体 的 最 长 棱 长 和 最 短 棱 长 
之 间 . 


尖 富安 





“(波兰 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 ] 首先 ， 如 果 一 个 平面 与 四 面体 相 截 ,截面 形状 是 平行 四 边 
形 ,那么 截面 不 会 经 过 人 四 面体 的 任何 顶点 ,否则 截面 的 形状 将 是 三 角形 
或 退化 为 线段 或 点 . 


D 


截面 的 边 落 在 四 面体 的 四 个 面 上 ,日 每 
条 边 的 端点 分 别 是 四 面体 的 两 条 校 的 内 点 . 
记 四 面体 为 ABCD ,截面 平行 四 边 形 为 
MNPQ, 且 顶点 M 落 在 AB 上 , N 落 在 AC 
C 上 ,P 落 在 CD 上 ,Q 落 在 BD 上. 
MN// PQ，MNC 平 面 ABC ， 
PQ// 平 面 ABC. 
又 BC 为 平面 ABC 与 DBC 的 交 线 ， 
PQ/ MN/ BC. 
同 理 还 有 MQ/ AD, NP/ AD. 
” 人 AAMNODAABC, 人 BMQWABAD. 








则 一 一 二 一 一 = =1. 
设 a 和 2 分别 是 四 面体 ABCD 的 最 小 棱 长 和 最 大 楼 长 , 则 
aBCSL, a AD<E. 
17.46 求 正 四 面体 的 一 个 二 面 角 与 正八 面体 的 一 个 二 面 角 的 和 .. 
(中 国 江 苏 省 南京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
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[ 解 ] 设 正四 面体 的 一 个 二 面 角 为 a(0<a<x), 则 cose= 本 ， 





又 设 正八 面体 的 一 个 二 面 角 为 8(0< 8< r)， 则 
4 _1-2_ 上 
芭 本 =\2， 得 cosp=1T5 3 


cosa 三 一 cos8，. at+pB=x. 


17.47 ”已 知 : 四 面体 S - ABC 中 , “ASB = ,LASC = a 
(o<s< 王 ) ,<BSC=p(o<p< 王 )， 以 SC 为 棱 的 二 面 角 的 平面 角 


为 8. 求证 :06 = x 一 arccos(ctga'ctgB). 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 

[证 ] 依 题 意 作 图 ,在 棱 SC 上 取 点 DD 
(不 妨 设 SD =1) ,过 点 分别 在 ASC 平面 和 
BSC 平面 本 作 棱 SC 的 垂 线 , 交 SA 于 下 , 交 
SB 于 F. 

连结 EF ,在 Rt 全 ESD 中， 

FD= tga, ES = seca, 

在 Rt 人 FSD 中 ，FD =tg8，FS = secp. 

于 是 在 Rt 人 人 EFS 中， 有 

EF’*= ES*+ FS’*= sec’a + sec’p. 


S 
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人 六 填 


cr -十 梁 





pal 辣 忆 


再 由 作 图 知 ， 人 EDF=0， 
_ED2+EFED 一 EF- 
2FEF.FD 
_ {gattgB- (seca + sec’p) 
2tga* tgp 
= — ctga*ctgp 
故 0=arccos( -ctga'ctgP) = x — arccos(ctga ‘ctgB). 
17.48 求证 :对 四 面体 内 部 的 任意 一 点 ,从 这 点 观察 它 的 各 条 棱 
时 ,所 得 视角 之 和 大 于 3$40”. 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 设 点 O 在 四 面体 ABCD 的 内 部 ， 
直线 BD 交 平 面 ABC 于 P, 直 线 BP 交 棱 AC 
于 Q, 连 O4 .OD 0B .OC .OQ. 
在 三 面 角 O - ABQ 中 ,有 人 AOB + 
/AOQ> /BOQ, 
0 同 理 有 人 POQ+ 人 QOC> 人 人 PCC. 
D A “. LAOB+/AOC 
= AAOB+ /AOQ+ /QOC 
>ABOQ+ LQOC= LBOP+APOQ+ /QOC 
>LBOP+ /POC=180°- /BOD+ 180°- /COD. 
AOB+/AOC+ /BOD+ /COD>360" Q) 
同 理 可 得 ”LAOB + BOC+ 人 AOD+ COD>360"， © 
及 AACO+LBOC+ /AOD+ /BOD>360° 3 
+ 人 +@ 得 
LAOB+ /AOC+/AAOD+/BOC+ABOD+ ALCOD> 540.. 
17.49 奋 P.Q 两 点 在 正四 面体 ABCD 的 内 部 , 试 证 : 人 PAQ< 
60°. 
(第 2 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 】 设 AP、AQ 的 延长 线 交 平面 BCD 于 点 M.N, 则 M 和 NN 均 
在 全 BCD 的 内 部 . 
设 直 线 MN 交 BD 于 K, 交 AC 于 L. 
显然 ， 一 P4Q< 一 KA4L， 
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设 正 四 面体 的 棱 长 为 1 DE = 
DL 三 y， 
由 余弦 定理 得 AK2=1+ 妆 一 
AL?2?=1+y—-y, KL?=x + yxy. 
AK’+ AL’- KL” 
则 cosSKAL = FRA 
_(ltr-z)+(lty ~ y)- (r+y xy) 
2V 1+r x: 1+y-y 
2~Xx—- y+xy 


2VIr -XV1l+y-y 





记 a=2-xXx—-yt+rxy, 0= VvV itr -rx V1l+y 一 y. 则 第 

a -b=(2- rx- ytry) (lt+x -zr)(l+y ~ y) + 
=3—3r-3yt+Sxry- xy- ry ; 
=3(1—-x—-ytxry)+ (xy— ry)+ (ry— ry ) 体 


=3(1- x)(1-y)+zry(l- x)+ zry(l~ y). 
由 于 “0 委 z 委 1，0 委 >y 委 1， 则 a? -6* 宕 0. 
又 由 a>0, 45>0 得 a 宕 6， 

] 


从 而 cos 人 KAL = 放 关 本 ， . /KAL<60". 


再 由 APAQ<AKAL 得 /PAQ<60". 
17*50 ” 证明: 平面 与 一 个 正四 面体 的 相交 面 ,可 以 是 一 个 钝 角 三 
角形 ,而 且 任 一 个 这 样 的 钝 角 三 角形 中 , 钝 角 总 小 于 120*. 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 平面 截 正四 面体 ABCD 的 棱 4B 
于 P，AC 于 Q,，AD 于 R. 
设 AP = 工 ， 4Q= y， AR=z. /QPR = 


则 由 余弦 定理 

PQ’=7x*+y -rxy, 
QR’=y +z — yz, 
PR’= 7x+ 2 — rz. 





世界 数学 奥 林 号 克 解 题 大 辞典 987 





守 富 记 


_(x ty -xy)+t(r te re)- (y+e ~) 
2V r+y -ryV x + -Xe 
27*— rxyt+ ye— Xz 


2V (x ty — ry)(xr + Zi 2) 


COSC 


当 z 很 小 ,而 y>2z 时 ,上 式 右边 的 分 子 壹 可 以 为 负 , 从 而 可 以 


为 钝 角 , 即 和 全 PQR 可 以 为 钝 角 三 角形 . 


现在 设 a 为 钝 角 , 则 2x*-xy-xz+ yw<0 
为 证 明 a < 120°, 需 证 明 


-V x+y ~ ry)(r + re) <2r ry- ret ye. 


即 需 证 明 


(x ty xy) te re) P27 ry r+ ye). 


不 妨 设 +=1, 上 式 即 为 
(1+ty -yl+tz -zz)>(2-y-zt+yw), 
1+y te yr yt y- yw? 
>4+y +z +yz -4y-4z+4y +2y —2y 2—2y? 
上 式 等 价 于 
yzt+ye +3yt+32>3+5y. 
由 及 xzx=1 得 2— yz+yw<0 
则 y+ 之 这 2+ yz. 从 而 有 
yzty +3yt3z >yzt+ yw t+6+3y 
> yw(2+ ye)+6+3yw 
>3+ 5yz. 
因而 号 式 成 立 ,于 是 @ 式 成 立 . 


即 -了 <easa<0， 知 钝 角 a 小 于 120”. 


中 


© 


17.51 四 面体 ABCD 中 ;AC」BC,AD | BD. 求 证 :直线 AC 和 


BD 所 成 的 角 的 余弦 小 于 % 
(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 


[证 ] 我 们 将 直角 公 ACB 补 成 矩形 ACBE (如 图 ). 连 DE. 这 时 ， 


直线 AC 和 BD 所 成 的 角 的 余弦 等 于 cos 人 DBE. 
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CD _CD 


而 AB ™ CE 又 因为 ACB = 90"， D 
ADB=%°,/AEB=90", 

它们 的 顶点 C.D.E 在 以 AB 为 直径 的 4 E 
球面 上 . 

CD 

所 以 和 CDE= 90"， CE =cosLDCE. CC B 

因此 只 需 证 阴 

cos/ DBE < cos DCE 
即 可 . 

因为 DCE 是 锐角 ,为 此 只 需 证 sin 人 DBE >sin DCF. 

由 正 蓄 定理 有 sinZDCE= 5 ， inLDBE= 


其 中 R .r 分 别 是 全 DCE 与 全 DBE 的 外 接 圆 半径 . 

但 这 些 圆 是 三 角形 所 在 平面 截 我 们 考察 的 球 的 截面 ,第 一 个 是 大 
圆 ,而 第 二 个 不 是 大 圆 .所 以 R>r. 则 

sin DCE<sin DBE, 故 cos DCE > cos/ DBE. 


CD 
Bp 
cos DD E< Bp: 


17.52 一 个 四 面体 的 四 个 面 都 是 全 等 三 角形 ,车 a 是 此 四 面体 


一 组 对 楼 间 的 夹 角 . 试 证 :oosa = | 并 (二 全 | .其 中 B、C 是 这 组 对 楼 
之 一 所 在 面 中 另 两 棱 与 该 楼 的 夹 角 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 

[证 ] 由 于 这 个 四 面体 的 四 个 面 是 全 等 
三 角形 , 易 知 这 个 四 面体 的 对 校 分 别 相等 . 

过 每 条 棱 分 别 作 平面 与 对 棱 平行 ,这 ,人 
样 就 得 到 了 一 个 平行 六 面体 ,每 个 界面 的 Mo 
对 角 线 分 别 等 于 四 面体 的 对 楼 ,而 它们 是 ”| ,DD ~~ 六 
相等 的 .所 以 平行 六 面体 的 每 个 面 都 是 征 ”六 ~p 
形 , 从 而 这 个 平行 六 面体 是 长 方 体 . 

在 长 方 体 AECG - FBKD 中 , 设 AE=a,AF=b,AG=c, 人 /ABC 
= B, 人 ACB=C. 则 


E> 
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cosa =cos(180° -2 一 BE )= - cos2 /BCE 


2c? 上 一 CC 
一 一 一 2 = ~ , 
1~2cos A BCE=1 ri pr 


作 AHJ1 BC, 连 EH, 则 EH_LBC. 





x 言 江 


er 一 
GE 


_ CH:BC- BH:BC_ ce2-b 
BO? +e 
_ lsin(B-C) 
sin(CBA+C) | 
17.53 由 四 面体 的 任 一 顶点 向 对 面 所 作 的 竹 线 长 称 为 四 面体 的 
高 ,求证 :如 果 四 面体 的 两 条 高 相交 ,那么 它 的 男 两 条 高 也 相交 . 
z (波兰 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[证 ] 设 AM 和 BN 是 四 面体 ABCD 的 
高 ,它们 交 于 点 S. 
因为 AM 垂直 于 平面 BCD， 所 以 CD 上 
有 4 AM, 又 因为 BN 垂直 于 平面 ACD， 所 以 CD 
E LBN. 
C 于 是 “CD 平面 ABE. CD | AB. . 
过 CD 作 平 面 CDP 垂直 于 4AB, 且 与 AB 
交 于 P. 
在 全 CDP 中 , 作 CKPDP 于 天 ,DLLCP 
于 L. 
因为 ”CK | PD, AB | 平面 PCD, 从 而 
pp CKJj AB, 
则 CEK | 平面 4BD, 即 CK 为 四 面体 的 











C 高 . 
同 理 , DL 为 四 面体 的 高 . 
又 因为 CK 和 DL 同时 也 是 全 CPD 的 高 ,所 以 它们 必定 相交 . 
17.54 ”将 一 个 四 面体 的 每 个 顶点 与 它 所 对 底面 三 角形 的 重心 相 
连接 ,得 到 四 条 线段 ,证 明 ; 这 四 条 线段 相交 于 一 点 . 
(中 国 河北 省 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
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[证 ] 设 CD 的 中 点 为 M. 

连 AM 、BM ,其 中 P、Q 为 依次 分 BM 与 
AM 成 2:1 的 点 ,从 而 ,P 及 QQ 分 别 为 全 BCD 
及 公 ACD 的 重心 . 

显然 , AP 、BQ 相交 于 一 点 G. 


1 
SA APM = SA BQM = 3 SAABM, 





SABRG = SA AQG- 
1 
又 SAPGM = 7 SABRG, 


1 
SA QCM 一 7 SA AOG ? 


cf 十 小 


1 
SAPOM = 本 SAAGM, 


从 而 4G - >e4ay -3 于 是 G 分 AP 为 3:1 
GP Spy 1 

同 理 可 证 ， 其 他 两 条 由 顶点 向 该 点 所 对 三 角形 重心 相连 线段 均 过 
G 点 ,于 是 这 四 条 连 线 相交 于 一 点 . 

17*55 在 四 面体 ABCD 的 楼 AB、AC 、AD 上 ,对 每 个 自然 数 ”， 
分 别 取 点 K, 、L, 、M, ,使 得 AB = nAK,, AC= (n+1)AL,,AD= (n+ 
2) AM, .证 骨 : 所 有 的 平面 K,L,M, 共 线 . 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] (1) 首 先 证 明 , 所 有 直线 民工 都 1 
过 某 个 固定 点 O, 而 点 O 在 过 顶点 A 且 平 行 ' 
于 直线 BC 的 直线 上 . Ln po 
B 


次 到、 





事实 上 ,如 果 直 线 K,L, 与 直线 BC 交 于 
P, 则 由 个 K,BPWA 人 aK,AO， 


C 
PB_BK 
i, 
OA AK, 
PC L, 
人 LCPDA 人 
由 n P LAO OA 9 7 ， ii 


因而 OA= nOA-(n-1)04= PC- PB= BC 
从 而 O 为 定点 ,KL, 过 定点 O. 
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(2) 同 理 可 证 ,所 有 直线 LM 都 过 某 定点 Q, 且 点 Q 在 过 顶点 A 
且 平 行 于 CD 的 直线 上 . 
因此 ,对 所 有 自然 数 ,平面 K,L,M, 都 过 直线 OQ 
17.56 已 知 :三 棱锥 己 -ABC 的 各 侧面 与 底面 所 成 的 二 面 角 都 是 
09. 过 底面 人 ABC 的 内 心 0, 作 EF/ BC 交 AB.AC 于 E.F. 求 证 : 
Sapgpr = (Sapge + Sapcr)sing. 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竟 赛 ,1963 年 ) 
[证 】 作 PO | 底面 4BC ,过 垂 足 O' 作 OMj 4B，ONLBC， 
OT | 4C. 
连结 PM .PN .FL. 则 
PM AB, PNJ BC, PL| AC. 
LPMO’= /PNO’= /PLO’= 90, 
OM= ON=OTL, PM= PN= FL. 


六 言 己 





EF/ BC, 且 BO 是 ABC 的 平分 线 ， 
EO = EB, z 
同 理 ”FO= FC. 


Syne = EF PO 


= (EO + FO)PMsing 


= (地 EB-PM+ FC:PL jsing 


二 ( Sa ppp + SApr)sing. 
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17.57 ”四 面体 ABCD 三 个 侧面 ABD、ACD ,BCD 上 ,由 顶点 DD 
引出 的 中 线 与 其 对 应 的 边 所 成 的 角 相 等 ,求证 :每 一 个 侧面 的 面积 小 于 
男 外 两 个 侧面 面积 之 和 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 

[证 ] 先 证 一 个 引 理 : | 

引 理 ” 设 点 书 是 人 4BC 所 在 平面 上 任 
意 一 点 , 则 P4.BC+ PC.:AB 之 PB' AC. 

关于 引 理 的 证 明 , 仍 用 P.A、B、C 表示 
会 ABC 所 在 复 平面 上 相应 顶点 对 应 的 复数 ， 
则 


A 


(P-A)(B-C)+(P-C)(A-B) 
=(P~B)(A-C). 
从 而 1(P-B)(CA-C)| 
I(P-A)(B- C+1(P-C)(A-B)|, 
肥 PB.:AC 克 PA: BC+ PC.A4AB. 
注意 : 这 里 所 证 的 引 理 是 托 勒 密 定 理 的 推广 . 
回 到 原 题 ,如 图 2, 设 由 顶点 D 引出 的 
中 线 分 别 为 DE .DF .DG ,并 设 DE 与 AC 所 
成 的 角 为 a, 则 有 


1 
FADAC = "DE: AC.sina; 


1 


人 


入 到 


Sams = 3 DC AB'sinai [A F 


SApDBC = = "DPF: BC sina . 

在 连接 EF、EG、FG 后 ,利用 中 位 线 定 图 2 
理 , 比 较 原 题 的 结论 和 上 述 式 子 ,可 将 命题 转 为 证 明 : 任 给 一 个 四 面体 ， 
求证 任意 一 组 对 校 的 乘积 小 于 另外 两 组 对 棱 乘 积 之 和 . 

事实 上 ,如 图 3 所 示 , 我 们 证 明 

4B.CD< BC:AD+ AC.: BD. 

为 此 ,将 人 ACD 沿 CD 翻 折 到 和 ABCD 所 在 平面 ,使 AD= DP,，AC 
= CP. 

连接 BP, 交 CD 于 O, 连 AO， 
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则 由 于 全 ACDS 和 APCD， 可 知 
AO = OP， 
所 以 BP = BO + OA > AB. 
由 引 理 的 结论 ，PB: CD 志 DP: BC + CP 
‘BD. | 
所 以 AB.'CD< PB:‘CD<DP:BC+ 
C Pp CP.BPD=BC.AD+AC'.BD. 
注 经 上 述 翻 折 后 ,并 不 能 保证 四 边 形 BDPC 
图 3 为 凸 四边形, 不 宜 直 接 用 托 勒 密 定 理 . 
对 称 地 ,我 们 可 以 证 明 另 外 二 个 不 等 式 
AD:BC<AB:CD+AC:BD 和 AC:BD< AB'.CD+ AD-.BC. 
这 样 ,我 们 完成 了 问题 的 证 明 . 
17*58 已 知 :正三 校 锥 S~ABC 的 高 SO = 3, 底 面 边 长 为 6, 过 A 
点 向 它 所 对 的 侧面 SBC 作 垂 线 , 垂 足 为 0 ,在 AO' 上 取 一 点 P, 使 后 
= 8. 求 经 过 了 点 昌平 行 于 底面 的 截面 的 面积 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 因 S -ABC 是 正三 棱锥 ,所 以 O 是 个 ABC 的 重心 ， 
结 AO 并 延长 交 BC 于 万 ,因为 也 是 BC 的 中 点 ,BC | 平面 SAD ,而 
AD | Be Pb AO fm AD | Me, 
AD = 6 号 -3 0D= 1 AD-Y3, 


SD=Vv32+(Y3)2= V12. 


a 








OD _OD 
而 AD = sD， 改 
‘hp_ OD, np_ 3 53 
0D= 5 40D- 庙 33-73 
设 过 PP 点 平行 于 底面 的 截面 与 SD 的 交 
点 为 OO , 则 
OD _AP 8 
OD OA 9 
om .3 万 -4 
oOD=TOD 9 > 3 3 3， 
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so (3 5) 
(V 12)? 





因此 所 求 截 面 的 面积 为 证 Snac= 广 x 二 x6x3Y3=Y3. 


9 


17*59 证明:(1) 四 面体 的 各 面 周 长 相 等 时 ,这 些 面 一 定 全 等 . (2) 
四 面体 的 各 面 面 积 相 等 时 ,这些 面 一 定 全 等 . 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 


[证 ] (1) 设 四 面体 ABCD 的 各 楼 长 AB 1 


=a,AC=6b,AD=¢c, BC=d,CD=e,DB= 


太 由 题 设 有 


atdt+b=ctet+b, oy 
a+c+f=d+et+/f, © 
由 中 ,可 得 c= 4d. 

同 理 a=e. 
区 b=5b. 


cr -十 洲 





玄 本 


-， AABCe2AcCDA. 


同 理 可 证 每 两 个 三 角形 都 全 等 . 

(2) 考 虑 四 面体 的 内 切 球 ,该 球 在 面 ABC .ABD .BC4 、BCD 的 切 
点 依次 为 有 1、T2、13、. 

由 于 A 、 AI: .As 都 是 点 A 到 球 的 切线 长 ,所 以 由 切线 长 定理 


得 


AT = ALl,= AL;=a’, 
同 理 Bi1= B1 = Bls=b’,， 
且 CT = Cls= CI = cc， 
及 DI,= Di= Di =d ， 
于 是 有 会 4BJhS2AABI， 等 等 . 
又 记 Al1B= LAI2B=a, LAIIC= LAI3C= 8, 
LBIC=ALBlC=Y, LChD= /CD= ec ， 
LBI2aD= LABIAD=B8, LALD=/AA13D=Y,, 
由 于 在 I 的 三 个 角 的 和 是 周 角 ,所 以 有 
at+B+y=at+B+Y =Btoa +y =a +BT+TYy: 


从 而 有 a=a’, B=B8, y=Y.. 
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尖 访 己 


设 a、a 角 及 其 对 边 所 成 三 角形 的 面积 为 x 、x ;B、B 角 及 其 对 边 所 
成 三 角形 的 面积 为 y、y ;Y、Y 角 及 其 对 边 所 成 三 角形 的 面积 为 z 、x“. 
由 于 各 面 面 积 相 等 , 则 有 
xXx+ytz=rt+y tz =yt+rx +z=rx+y+z, 
T=7, y=y, z=. 
帮 4b’'=ed’, ac’ =bd’, b'e’ =ad 
从 而 得 a =b =c =d 
故 AB= CD，BC= AD，AC= BD, 进 而 可 证 明 各 面 都 全 等 . 
17.60 求证 ;在 四 面体 中 , 它 的 任 一 个 二 面 角 的 平分 面 分 对 棱 所 
得 两 线段 之 比 ,等 于 组 成 这 个 二 面 角 的 两 个 面 (三 角形 ) 的 面积 之 比 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[证 ] 我们 研究 四 面体 ABCD 在 与 棱 4AB 
垂直 的 某 个 平面 zx 上 的 正 射 影 A'B'C'D.. 
点 A、B 的 射影 A’、B 互相 重合 ,因而 四 面 
M” 体 ABCD 的 射影 是 三 角形 A’CD', 并且 
一 CA 等 于 以 4B 为 棱 的 二 面 角 的 平面 角 . 
一 C: 设 M 是 以 AB 为 楼 的 二 面 角 的 平分 面 与 棱 
A=B CD 的 交点 ,M 是 M 的 射影 ， 
因为 人 CA‘M 和 MA'D' 分 别 等 于 两 个 相等 的 二 面 角 的 平面 
角 , 所 以 4WM 是 人 CA'D' 的 平分 线 . 
由 三 角形 内 角 平 分 线 定理 得 
CM _AC 


MD’ AD 
因为 射影 不 改变 同一 直线 上 两 线段 之 比 ,所 以 有 

CM CM 

MD MD”. © 


由 于 线段 A'C 和 AD- 分 别 是 入 ABC 和 人 ABD 的 射影 ,因此 , 线 
段 AC 和 和 AD' 可 以 看 作 是 具有 公共 边 AB 的 全 ABC 和 公 ABD 的 高 的 
射影 ,但 这 些 高 平行 于 四 面体 ABCD 的 射影 所 在 的 平面 x, 因此 它们 等 
于 自己 的 射影 . 

因为 全 ABC 和 从 ABD 有 公共 边 AB ,所 以 它们 的 面积 之 比 等 于 相 
应 的 高 的 比 , 即 
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Saapc AC: @ 





Saspp ADD- 
ma 9AhBC _ CM 
由 中 .四 . 凶 得 SA MD 
这 就 是 要 证 的 结果 . 
17.61 求证 :连接 四 面体 的 顶点 与 相应 的 面 的 内 切 圆 圆心 的 四 条 
直线 交 于 一 点 的 必要 且 充 分 条 件 是 ,该 四 面体 三 组 对 棱 的 滋 积 相 





(波兰 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] 设 公 ABD 的 内 心 为 Ic, 全 ACD 的 
内 心 为 Ip， 

为 使 Clc 与 BIp 这 两 条 直线 相交 ,其 充 
分 必要 条 件 是 : CIc 与 BIs 在 同一 个 平面 上 . 

这 又 等 价 于 了 ABD 和 .ACD 的 平分 线 4 
与 校 AD 交 于 同一 点 五 . 

AB 


而 此 条 件 当 且 仅 当 BD 2, , 即 


AB:…CD = AC' BD 时 成 立 . 

因此 , 若 Al4 .BTp .Cec .Di 交 于 一 点 , 则 
AB:CD= AC: BD= AD: BC 

反之, 如果 
AB:CD= AC'. BD= AD': BC., 

则 四 条 直线 AI4 、BIs、CIc、DIp 中 任意 两 条 都 相交 , 且 任 意 三 条 

不 共 面 ,因此 所 有 直线 交 于 同一 点 ， 
17*62 已 知 : 四 面体 ABCD , 设 天 .下 分 别 是 AB 及 AC 边 上 的 一 


点 ,使 人 AEF 的 面积 > 二 入 ABC 的 面积 ,在 AD 上 求 一 点 G, 使 四 面 


体 AEFG 的 体积 等 于 四 面体 ABCD 体积 的 一 半 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 洁 G 是 所 求 的 点 , 作 DD“ 与 GG“ 垂直 于 平面 ABC , 垂 足 分 
别 为 DG , 则 万 与 G' 必 与 A 共 线 . 
DD V GG -， 
和 人 4GG“cAADD 
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防 芭 党 


cr 十 湾 








D 则 ce -Ac 
DD’ 4D 
G S ， 
几 AAEF AE:AF 
1 一 “ A 

郑 人 

用 C AN 共和 角 ) 是 ， 

V0 面体 AEFG ”SAAEEF "CC 

E~ ”Vg 面体 pcp SAapc* DD 


SaaAEFr°GG _ AE:AF . AG 
Seaac'DD” AB:AC AD 














AF x 
人 / 1 
y 
_ AB:AC:AD 了 
AG= AF AF .， 则 SeapFr> 7 DAABC 
AE*AFP> AB:AC, 
AG < AD. 
由 于 右 端 的 各 线段 都 是 定 长 , 故 AG 可 以 作出 . 
_AB.:AC AD 
作 z= 人 LAC 作 y=24D 


在 AD 上 截取 AG=y, 则 G 是 所 求 的 点 . 
17*63” 自 四 面体 ABCD 的 顶点 C、D 到 对 面 引 垂 线 , 若 垂 足 为 该 
面 的 内 心 , 棱 AB = BD , 试 证 :该 四 面体 为 正四 面体 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 于 C 在 全 ABD 上 的 射影 为 人 ABD 的 内 心 , 所 以 
ACAB= /CAD,/ CBA= /CBD, 
LCDA= /CDB. 
同 理 DAB= DAC, 人 DBA = /DBC, 人 DCA = DCB. 
人 CBDQACAD. 
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有 C4=CB，D4 = DB. 
又 已 知 AB= BD ,所 以 人 ABD 为 正三 角 


, ABD= /ADB= /BAD=60°, 

即 ABD= LDBC=60", 

且 ADB= AADC= /CDB=600,, 

及 BAD= DAC= /CAB=60". 
于 是 从 ABC .个 ACD、 公 BCD 都 是 正三 角形 . 

由 此 可 得 四 面体 ABCD 是 正四 面体 . 

17.64 求证 : 如 果 四 面体 ABCD 的 对 棱 分 别 相 等 ( 亦 即 AB = 
CD,AC= BD,AD = BC), 那 么 通过 每 组 对 棱 中 点 的 直线 互相 垂直 ,并 
且 是 四 面体 的 对 称 轴 . 


4 D 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[证 1] AD= BC, BD= AC, 

人 ABDLQA 作 ABC. 
DK 和 CK 是 人 ABD 和 入 ABC 的 对 
应 中 线 ， 
DK = CK . A 

又 工 是 等 腰 三 角形 KDC 底 边 CD 的 中 
点 , 则 区 L_L DC 

同 理 可 证 KL | AB. 

因为 顶点 B 与 顶点 A 关于 直线 KL 对 称 , 顶 点 C 与 顶点 D 关于 直 
线 KL 对 称 , 所 以 直线 KL 是 四 面体 ABCD 的 对 称 轴 . 

线段 BC 与 线段 AD 对 称 ,所 以 线段 BC 
的 中 点 Q 与 线段 AD 的 中 点 P 对称 .于 是 
KL 与 PQ 垂直 相交 .从 而 本 题 得 证 . 

[证 2] 对 四 面体 ABCD 作 一 个 外 接 
平行 六 面体 ,这 个 平行 六 面体 各 组 对 面 有 一 
对 对 角 线 与 四 面体 的 一 组 对 棱 重 合 . 

如 果 四 面体 对 校 相等 ,那么 外 接 平 行 六 
面体 各 面 上 的 对 角 线 分 别 相等 . 因而 这 些 面 
都 是 矩形 ,这 个 外 接 平行 六 面体 是 一 个 长 方 
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诗 也 和 


i i 





Ea 


体 . 
由 于 长 方 体 有 三 条 互相 垂直 并 且 分 别 通过 各 组 对 面 中 心 的 对 称 
轴 , 而 这 三 条 对 称 轴 通 过 内 接 四 面体 的 对 棱 中 点 并 与 相应 的 楼 垂直 ,所 
以 它们 也 是 内 接 四 面体 的 对 称 轴 . 
17.65 《了 1) 证 明 ; 如 果 给 定 的 四 面体 的 六 个 二 面 角 相等 ,那么 这 个 
四 面体 一 定 是 正 妈 面体 . (2) 如 果 五 个 二 面 角 相等 ,这 个 四 面体 一 定 是 
正四 面体 吗 ? 


(第 7 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 此 四 面体 为 ABCD .在 四 面体 
ABCD 中 ， 
作 DB 1A4B 于 B',， DC’! AC 于 C0， 
在 BAC 面 内 ,过 BC 作 4B 、AC 的 垂 线 
相交 于 点 五. 
因为 二 面 角 C-4B -PP 和 和 B-AC -DD 相等 ， 
则 其 平面 角 相 等 , 即 作 DBE= DCE. 
`“” ABjJ| 平面 BDE，AC .| 平面 CDE， 
平面 BAC 平面 B'DE,， 
且 平面 BACJ」| 平面 CDE. .. IE 平面 ABC 
在 Rt 全 BDE 和 Rt 全 CDE 中 ， 
LDBE=/ADCE, DE=DE 
人 BDEQACDE, 有 BD= CD. 
又 LABD= /ACD=90°, 
个 ABD 人 ACD, 有 人 BAD= 人 CAD. 
同 理 , 在 每 个 顶点 A、B、C.D 的 三 个 面 角 分 别 相等 . 
记 顶 点 4 的 三 个 面 角 为 ,顶点 B 的 三 个 面 角 为 8, 顶 点 C 的 三 个 
面 角 为 >, 顶点 万 的 三 个 面 角 为 8. 
由 ac+p+y=180"=wx+p8+8 得 y=6. 
同 理 c=8=7y=4. 
从 而 各 面 都 是 正三 角形 . 
所 以 ”ABCD 为 正四 面体 . 
(2) 如 果 有 五 个 二 面 角 相 等 ,不 一 定 是 正四 面体 . 
例如 可 以 构造 这 样 一 个 四 面体 ABCD ,使 
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LABC= LCBD= LDBA = 40", 
LACB= ABCD= LDCA=40", 
LBAD= /ACAD=70°, ABAC= 100", 
LCDA= LBDA=70°, A BDC=100°. 





这 样 的 四 面体 显然 存在 . 
是 正四 面体 . 
17.66 ”四 面体 ABCD 的 高 AA1、BB1、CCi、DD| 相交 于 四 面体 
(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 令 玉 = 平面 CD 人 NAB, 下 = 平面 p 
由 于 CC | AB, DD |_AB,， 
则 4B | 平面 CED. 
人 TL 
的 高 , 同 理 AF、BG 均 为 人 ABC 的 高 ,由 此 可 知 4 -iC 
A1、Bi、C1、Di 分 别 是 四 面体 ABCD 各 面 的 垂 DF 
由 此 结论 及 上 题 意 可 知 ,四 面体 ABCD 的 各 
面 都 是 锐角 三 角形 , 而 锐角 三 角形 的 重心 恰 是 垂 足 三 角形 的 内 心 . 
K = aflDE, L=afl DEF, M = afl DG, NI1=af1D1ICi, MN = 
af1 DIA, N3=aflD1Bi. 
内 心 . 
我 们 证 明 : 互 也 是 和 NiN2N3 的 内 心 . 
则 直角 和 DBHX、 和 DIEY. 和 DiHZ 相互 全 
等 . 
公 忆 1 Zi 相互 全 等 ,因而 HX|= HY'= HZ', 
即 日 也 是 人 NIN,N; 的 内 心 . 


可 以 证 明 , 除 二 面 角 B-~AD -C 外 ,其 他 五 个 二 面 角 都 相等 ,但 不 
41BICDI 的 内 切 球 的 球 心 五 . 试 证 :四 面体 ABCD 是 正四 边 体 . 
AHDN BC,G= 平 面 BHDPN CA. 1 
于 是 DE 和 CE 分 别 是 全 ABD 和 全 ABC 
心 . 二 
过 点 吾 作 平面 /平面 ABC , 令 
由 于 a/ 平面 ABC, 则 互 是 全 KLM 的 
由 于 HX = HY = HZ( 均 为 内 切 球 半径 )， 
于 是 又 可 推出 人 DIHX!、 公 DIHY!、 
区 00 








Sk 言 沁 


设 MKL=90, 人 KLM= ov, 人 LKM=y， 则 
0 


二 上- 芋 =90+ 一 . 
MHL =180 2 2 7 


同 理 ， 如 果 人 Ns3NIiN2= i， 
。 0 
则 N33HN,=90 + 了 = 和 人 MEHL， 


于 是 0 = 0. 
[TAN NAN 同 理 NyN3/ LM, N3N1N/ KM. 


M 





K L 
KNI LN MN; 





从 而 NIH NH N3H’ 
KN! ED LN FD 


~ 





人 又 有 NIH DIC’'NH DiA 
MN; GD 
。 福 HY DB: 
. ED FD! GD 
| ， 这 表明 DC DA DB 
D, 又 由 相交 弦 定 理 

EDi .DiIC=FDDIA=GDDIB @) 

由 由,@ 可 得 EDI=FDI= GDi， 

而 DIC= Di4= DiB. 这 说 明和 人 4BC 的 内 心 与 外 心 垂 直 , 所 以 
从 ABC 是 正三 角形 . 

同 理 可 证 和 ABCD、 ADCA .人 4ABD 均 为 正三 角形 . 

因此 ”四 面体 ABCD 是 正四 面体 . 

17.67 已 知 :由 面体 的 内 切 球 切 四 面 于 其 重心 处 , 试 证 :这 个 四 面 
体 是 正四 面体 . 











中 


(第 9 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 如 图 , 设 Ki、K, 分 别 为 人 VAB 和 公 VBC 的 重心 ， 
则 Ki 和 K, 也 是 内 切 球 切 于 平面 VAB 和 平面 VBC 的 切 点 ， 
设 AB 的 中 点 为 Mi, BC 的 中 点 为 M2, 连 V(K1)M、V(K,)M.、 
BK .BK,. 
因为 由 球 外 一 点 向 球 引 切线 的 切线 长 都 相等 ,所 以 ”VK = VK，， 
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BK'1 = BK2. 
VB= VB, 
人 VBKI 生 人 VBKs. 有 人 BVK1= 
LBVK;. 





于 是 AB= BC. 
同 理 可 证 AC = AB. 即 人 ABC 为 等 边 三 角形 . 
同 法 可 证 各 面 都 是 等 边 三 角形 . 因此 VABC 是 正四 面体 . 
17:68 在 四 面体 ABCD 中 , 棱 AD 、BD 和 CD 互相 垂直 ,它们 的 
长 分 别 为 a、5、c. 证 明 : 对 全 ABC 的 一 条 边 上 的 任意 一 点 M, 从 顶点 
A 、B、C 到 直线 DM 的 距离 之 和 S 满足 S 委 V2(a?+ 多 + c) ,并 确定 
等 式 何 时 成 立 . 


自卫 
入 


(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 为 确定 起 见 , 设 点 M 在 人 ABC 的 
边 AB 上 , 且 设 MDB = 9p. 则 
=c+tasin( TF yp)+bsing 
=c+acosgpt+ bsing. 
记 d= acosyp + bsing, 





a 
z “arco0s 3 本， 
则 q&=wvwaec+bcos(e -al) 委 
W a2 十 六 2. 
其 中 当 且 仅 当 wp=a， 即 
cosg = “ = 4D /DAB 
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再 由 柯 西 不 等 式 可 得 . S=c+d 守 V2(c*+ aq) 


其 中 当 且 仅 当 < = 条 ， 即 c=d 时 等 式 成 立 
人 
于 是 可 得 S 委 V2(ao:+ 上 +c)]， 当 且 仅 当 DM 是 AB 边 上 的 


高 且 CD = AB 时 等 式 成 立 . 
17*69 四 面体 ABCD 的 面 ABC 和 BCD 成 30" 角 ,和 全 ABC 的 面积 

是 120, 公 BCD 的 面积 是 80, 且 BC= 10, 求 :这 个 四 面体 的 体积 . 

(第 10 属 美国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 作 AO 上 平面 BCD , 垂 足 为 O. 

过 4 作 4E 1 BC, 垂 足 为 E, 连 OE. 则 

OFE | BC ， 

于 是 一 4AEO 为 面 ABC 与 面 BCD 所 成 

二 角 面 的 平面 角 . 
LAEO= 30°. 








1 
由 SAapc™ 7 BC*AE, 
友 SAapc = 120, BC=10 得 AE = 24. 
且 AO= AE':!sin/ AEO=24:sin30° = 12. 


V= 记 Sap AO= 坟 X80x12=320. 
所 以 ”这 个 四 面体 的 体积 为 320. 
17.:70 ”四 面体 ABCD 中 , AB 棱 长 为 3cm, 全 ABC 的 面积 为 


15cnY ,全 ABD 的 面积 为 12cm2 ,这 两 个 面 的 夹 角 是 30', 求 :四 面体 的 
体积 (以 cr 为 单位 ). 


(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 

[ 解 】 设 V 是 四 面体 ABCD 的 体积 . 

由 DD 向 底面 ABC 作 垂 线 , 垂 足 为 万 , 设 
DH=h. 

在 平面 4DB 内 ,过 DD 作 DK | AB 于 K， 
连 HK. 

由 三 垂 线 定理 的 道 定理 可 得 

HK } AB. 
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于 是 DKH 是 平面 DAB 和 平面 CAB 所 成 二 面 角 的 平面 角 ,于 是 
LDKH= 30°. 
Sansp = AB'DK, 


S 
DK = ~ =8(em). 


从 而 hh = DK sin30’=4(cm). 





17.71 ABCD 是 矩形 ,4B= 12 v3, BC = 
13 V3 ,对 角 线 AC 、BD 相交 于 P, 如 果 把 ABP 
去 掉 , 边 AP、BP 重合 ,构成 一 个 棱锥 , 它 的 每 
个 面 都 是 等 腰 三 角形 . 求 : 它 的 体积 . 

(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 如 图 , 设 DC 的 中 点 M, 连 PAM、 
AM. 


十 潍 


庄 寺 和 





PD= PC, AD= AC 
PM | -DC, AMADC, 
故 ”DC 平面 PMA. 
设 棱 锥 的 体积 为 w, 则 
V = Sama* MD + 3 Sama 
MC 





= Sama* CD=4Y3.Sap. 


下 面 计算 SA pm .注意 到 
PA= 了 V03 +(12 = v313X3， 


1 13 
PM = 7 AD = 2 V3， 


AM= V(13V3)-(6V3) = V133x3. 
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六 Ws 


x313x3+133x3~ 二 X169x3 16g 
又 cos PAM = 三 一 一 一 ， 
2 V313X3. V133 又 3 YX 二 


169% 66V3 


Zz PA*AM'sinL PAM 





SAPAM = 


2 
I 66V3 | 
= 一 ， 7 VIL3x3: V133x3 
2 33X13 
99 / / | 
一 2 3 ， 
= 3.4V3= 594. 
[ 解 21 由 解 1, PA = 地 V313X3， 
CD 上 的 高 为 v133X3. 
1 
D MA( B) Saap= 7 X12Y3x V133x3 
=18 V133. 


因为 三 棱锥 已 - 4CD 的 侧 棱 PA = PC = PD, 过 PP 作 PO 底 面 


ACD , 垂 足 为 0, 则 O 是 人 ACD 的 外 心 . 


设 公 ACD 的 外 接 贺 半径 4AO= 尺 , 则 


_ AD:AC:CD _ 13x3xl2v3 169y3 


R= = . 
4SAacm 4xX18 v133 2 v133 
169” x3 x3 99 


2 2 一 _ _ 一 
= VPA’*-AO X313x3 4 
于 是 ,所 求 棱 锥 的 体积 为 
169 v3 _ 594 


1 
v= 二 Sa ‘PO=— :18 v133: 
A0D 3 2 V133 
17.72 在 四 面体 ABCD 中 , 棱 AB、CD 的 中 点 为 开工 ,证 明 : 任 


一 过 KL 的 平面 将 这 四 面体 分 为 体积 相等 的 两 部 分 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
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[证 ] 设 平面 KEL 是 过 KL 的 任 一 
平面 , 且 该 平面 交 BC 于 E, 交 AD 于 正 , 交 
BD 的 延长 线 于 GG. 

由 于 上 是 CD 的 中 点 ,所 以 C.D 到 平 
面 KEL 的 距离 相等 ,于 是 


Vc-KELF = VD-KELF. 中 


设 四 面体 ABCD 的 体积 为 V， 则 








kb 
cr 十 小 


> 
上 


© Gp'ID'EC™ 


又 成 - 比 .: . 全 _ 线 
KA LD ”ED EC’ 
AF BE 
故 7 Be @ 
由 @、@\@ 得 ”Viaks = Vp pgF. 加 
将 中 和 加 相 加 即 得 出 平面 KEL 平分 四 面体 ABCD 的 体积 . 
17*73 在 正四 面体 中 ,过 每 条 棱 及 其 对 棱 的 中 点 作 六 个 平面 , 试 
确定 这 些 平面 将 四 面体 分 成 几 个 部 分 ? 并 且 当 四 面体 体积 为 时, 求 


每 个 部 分 的 体积 . 


(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 由 于 所 作 的 任意 一 个 平面 都 包含 连接 四 面体 对 棱 中 点 的 线 
段 之 一 ,所 以 所 有 这 些 平 面 都 通过 这 些 线段 的 交点 ,而 这 个 交点 是 在 四 
面体 内 部 的 .因此 ,所 作 的 六 个 平面 将 整个 空间 分 解 成 具有 公共 顶点 的 
多 面 角 . 
这 表明 ,这 些小 四 面体 的 任何 一 个 必定 有 一 个 面 是 属于 原 四 面体 
的 一 个 面 的 . 
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另 一 方面 , 原 四 面体 的 两 个 面 决 不 可 能 成 为 同一 个 小 四 面体 的 两 
个 面 .这 是 因为 它 的 两 个 面 一 定 被 通过 它们 的 公共 校 的 平面 互相 分 离 . 


几 因此 ,小 四 面体 的 个 数 就 等 于 原 四 面体 表面 被 分 成 的 块 数 . 
g 由 于 原 四 面体 每 个 面 被 分 成 6 块 (被 它 的 中 线 所 分 ) ,整个 块 数 就 
是 6x4=24 块 . 


考虑 到 关于 六 个 平面 中 任何 一 个 的 对 称 性 ,可 以 得 知 ,所 有 的 小 四 


面体 彼此 相等 ， 因而 每 一 个 的 体积 都 等 于 3 


17.74 已 知 : 一 个 四 面体 ABCD ， 连结 顶点 了 与 底面 ABC 的 重 
心 Di, 过 全 ABC 的 各 顶点 作 DD| 的 平行 线 , 分 别 与 对 面相 交 于 A)、 
Bi、Ci 点 . 试 证 :四 面体 ABCD 体积 的 三 倍 等 于 四 面体 AiBICIDI 的 
体积 .如 果 Di 点 是 人 ABC 内 任 一 点 ,结论 是 否 成 立 . 

(第 6 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 连 BD; 并 延长 交 AC 于 五 , 则 点 
E 是 AC 的 中 点 , 且 满 足 、 地 = 

过 玉 .D1.D 三 点 作 一 _ 字面 因为 点 B 在 
ED1 上 ,所 以 B 在 平面 DDIE 上 ,又 因为 
BB1/ DD1, 所 以 BB) 也 在 平面 DDJE 上 . 

在 平面 ED1D 上 ,直线 BB 与 直线 ED 
必定 相交 ,其 交点 即 为 BB| 与 平面 ADC 的 
交点 B11. 于是.D .Bi 三 点 在 一 条 直线 上 . 





BB 
在 人 EBB| 中 ,由 BB1/ DD 可 得 二 = 此 -3 


DD DE 1 
即 BB = 3DD.. | 
同 理 可 得 ”AA|=3DD!，CC = 3DDi. 
AA1= BB = CC) = 3DD,. 
因为 AAi1/ BB1/ CC1N DDi, 
所 以 ”四边形 A1ABB1 .A1ACC1 BBCOC; 都 是 平行 四 边 形 . 
于 是 平面 A1B1C1/ 平 面 ABC， 并 且 有 
AiBi=AB，BICI= BC,CIA = CA. 
和 4BICIS22AABC. OW 
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过 万 作 DDPD 平面 ABC, 蛋 足 为 日 ,过 Bi 作 BF 平面 ABC ,二 


足 为 万 , 则 、 
BEHB=DIED=9%0"， LBB,H= /DIDH, 
BIH! BB, 3 
人 和 作 从 -一 一 一 三 一 -一 三 一 
BHIBOIADIHD, 有 pH ~ DD,™ 1 
得 ”BI Hi=3DH. © 


由 中 、@ 可 得 ”Vgic,p, =3VABc. 
下 面 我 们 证 明 ; 当 Di 是 个 ABC 内 任 
意 一 点 时 ,上 述 结论 仍然 成 立 . 
在 平面 ABC 上 ,连结 4D 并 延长 交 
BC 于 A', 连 结 CDi 并 延长 交 AB 于 C’. 多 
过 A'、Di .DD 作 一 平面 ,因为 A 在 A'D 
上 ,上 且 AA1 /DiD, 所 以 A4; 在 平面 4 
A'D1D 上 ,直线 AA| 与 A'D 必定 相交 ,其 
交点 也 就 是 直线 AA| 与 平面 BCD 的 交点 
Al, 于 是 AD .Al 三 点 在 一 条 直线 上 . : 
过 C.Di\D 三 点 作 一 平面 ,因为 点 C 在 CD 上 ,又 在 AB 上 ,所 
以 平面 CDiD 与 平面 ABA, 必 交 于 过 C' 点 的 一 条 直线 CP, 设 直线 
CD 与 CP 相交 于 已 ,由 DID/ A1A 可 得 DID// 平 面 ABA1, 从 而 有 
CP/ DID. 
因为 BB1/AA1/ DiD, 所 以 BB 在 平面 ABA! 上 ,直线 BB) 与 
AP 必 相 交 , 由 于 AP 在 平面 ACD 上 ,所 以 直线 BBi 与 AP 的 交点 也 
就 是 BB 与 平面 ACD 的 交点 B1, 即 A、P.B, 三 点 在 一 条 直线 上 . 
同 理 可 证 :C.D、Ci 三 点 在 一 条 直线 上 ;AI 、P .Bi, 三 点 在 一 条 直 
线 上 . z 
因为 AA1/ BB ,它们 都 在 平面 ABA! 上 ,CTP 与 AiB 相交 , 设 交 
点 为 C” 
四 边 形 A14BB| 是 梯形 ,已 点 是 对 角 线 4;B 和 AB 的 交点 , 匡 
CC“AA44IABBIWDDI ,所 以 有 CPP= CP. 
因为 CC VDIDVCIC ,它们 都 在 平面 CDD 上, 设 CC 与 直线 
D1D 相交 于 点 DPC 与 D1D 相交 于 点 D;. 
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中 


> 








遇 半 忆 


在 梯形 CCCC 中 ,DDNACC VCIC, 且 CP=PC .又 、D3 
分 别 是 PC 、PCi 与 D1D; 的 交点 ,点 DD 还 是 梯形 PC CC 的 对 角 线 的 
交点 ,所 以 有 

DID= D3D= D3D,. 
DD,=3D,D. 

从 而 可 得 YABCD, = 3 Vapcp. 

又 因为 AAj / BBj /DyD;, 所 以 四 面体 A1B1DiD; 与 四 面体 
ABD' D, 有 相等 的 底 面积 . SAAIDD, 一 SAAD,D, 。 又 有 相等 的 高 (都 等 
于 直线 BB; 和 平面 AD DA 间 的 距离 ), 因 此 ,它们 的 体积 相等 , 即 

VABIDD, = VABD, D,. : 
同 理 VaiciDD, 加 VBcpi Dp, : Ve aiDiD, 一 VCcapiD 


V. =V 
ABJC)D,™ VA,BDD, 


t+ VaiciDip, +t Ve apiD, 
= Vagpp, + Vecpp, + Veapp, 
= VAapcp, = 3 VAagcp. : 
17*75 设 四 面体 ABCD 和 A'B'CD'’ 的 位 置 是 这 样 的 :直线 AA“、 
BB .CC .DD' 相互 平行 ,而 ABC 和 ABC 没有 公共 点 , 且 顶 点 D 和 
D' 分 别 在 平面 AB'C 和 ABC 上 .求证 :这 两 个 四 面体 体积 相等 . 
z 《前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 对 入 4 BC 所 在 平面 上 的 任意 
,B， 一 点 DD, 全 A'B'C' 总 有 一 条 边 和 连接 点 DD 及 
与 之 相对 的 顶点 的 直线 相交 . 
为 确定 起 见 , 设 O 是 A'B' 与 直线 CD 
的 交点 . 
“B ”过 O 且 平行 于 直线 DD “的 直线 交 平 面 
ABC 于 点 O〈 如 图 ), 则 由 直线 AA 、BB“、 
CC 、DD 、OO 的 平行 性 可 得 ,线段 AB 





与 直线 CD 交 于 点 O“. 
设 直线 OO “与 平面 ABC 之 间 的 交角 为 @, 则 


i - 三 
Vagcp = 3 DAABC “DD :sing 
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= 一，VABCD， 
OO” “4BcD 


DD 
B Vp :二 一 Vapi 7 。 
同 理 有 ABCD OO ABCO 


设 a 是 直线 AA 与 BB 之 间 的 距离 , 则 
/ 1 


Saasp = AB' 00'sinLO0B=7a*00", 


同 理 有 SAABO 一 了 4 * OO . 
设 5 是 平面 ABB' 与 直线 CC’ 的 距离 , 则 
1 1 
Vapo = 3 SAAB0L = 3 SAABO OT VABCD. 
DD DD 
由 此 可 得 ”Viapep = DO- VaBco = DO” YABCO' = VaABCD. 
17.76 在 四 面体 ABCD 中 ,AC 关 BD,AB | AC,DB 垂直 于 平面 
ABC. 寿 OO 〇 是 AB 的 中 点 ,天 是 CD 上 一 点 , 且 使 得 OK | CD. 试 证 : 当 
V 
且 仅 当 2AC. BD = 4B? 时 ,成 立志 = Sc, 其 中 Vorac 表 示 四 面体 
OKBD 
Vogac 的 体积 , Vorpp 表 示 四 面体 OKBD 的 体积 . 
人 《加拿大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[证 ] … 4O=OB， D 
1 
Vorac = Vagkc， 


1 
日 VokBp = 了 “4BKD， 


注意 到 四 面体 ABKC 和 ABKD 有 公共 面 有 
ABK . 则 
Vorac _ Vagkc _ KC 
Vorsp Vapgp= KD’ 
由 勾 股 定理 有 
KD’ — KC= (OD?- OKR’*)- (OC - OK2) = OD’- OC? 
= (BD’*+ OB’)— (AC’+ OA*) 
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六 成 


= BD*- AC’ 
BW (KD= KC)(KD+ KC)=(BD+ AC)(BD- AC) OD 
同样 有 CD*= BD?+ BC*= BD + AB’+ AC:. 
(1) 若 2AC. BD = AB?, 则 / 

CD’= BD*+2AC:BD+ AC*= (BD+ ACY. 

KD+ KC= CD= BD+ AC., © 
于 是 由 @ 式 有 KD-KC=BD-AC. 四 
Vomac_ KC_AC 
“Vom KD BD 


ee 言 局 


由 四 .图 得 ”KD= BD, KC= AC. 


(2) 若 Vorac _ AC Vorac _ KC EC _AC 
Vorpp BD Vorpp KD KD. BD 
2 
BD?- AC'= KD? ~ KC?= (AS ) (BD’* — AC*). 


BD 关 AC,， 则 ”BD* - AC* 关 0， 1 即 KC= AC. 


同 理 有 KD= BD. 
CD= KC+ KD= AC+ BD, 

故 AB’= CD’? -AC*- BD’=2AC.BD. 

17'77 ”四 面体 ABCD 的 棱 AB、CD 的 长 分 别 为 a、b ,直线 AB、 
CD 之 间 的 距离 等 于 4, 它们 之 间 的 夹 角 为 w. 这 个 四 面体 被 平行 于 
AB .CD 两 棱 的 平面 2 分 成 两 部 分 ,已 知 :AB 到 平面 0 的 距离 与 CD 
到 平面 0 的 距离 之 比 等 于 &, 求 :四 面体 被 分 成 这 两 部 分 的 体积 之 比 . 

(第 7 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 】 如 图 ,由 于 AB// 平 面 02, 所 以 有 
AB// ML/ RN, 

同 理 有 CD// MR/ LN. 

因此 ,平面 Q 截 四 面体 的 截面 为 
MLNR. : 

设 HQ 为 异 面 直线 AB 与 CD 的 公 垂 线 ， 


它 与 平面 0 交 于 点 G, 则 < _k. 


过 MR 作 平 面 MRP /平面 BCD, 其 截 四 面体 ABCD 的 截面 为 
入 MRP 
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由 平行 线 截 比例 线段 定理 得 
AP PM BL BF &k 
AB- BC BC BQ 1+k’ 
AP 

8H pB ~*: 

又 平面 MRP// 平 面 BCD， 
Va _PM_ 和 
Vep BC 《1+A)3 

3 
故 Va = 7 Va 
又 因为 四 面体 APMR 与 三 棱柱 PMR - BLN 有 相同 的 底面 

人 PMR. 

设 侧 棱 AP、PB 对 于 底面 的 倾角 为 a, 则 四 面体 APMR 的 高 为 

PBsina ,三 校 柱 PMR - BLN 的 高 为 APsinea ,因此 

Yrmpr_BLN_ PBsina _3PB_ 3 








V APMR 工 APsina AP ko 
3 
3 有 3 
=PMR -BIN VAPMR 7 I) YAaBcD 
3k? 
= Vapep. 
(1 +k)3 ABCD 


于 是 平面 2 截 四 面体 ABCD 所 得 的 两 个 多 面体 MLNRAB 和 
MLNRCD 的 体积 分 别 为 
有 3 十 3 
(1+R)3 
3&+1 
(1+k)3 
YI k(3k”+3) 
V, 3&+1 
17*78 在 六 条 校长 分 别 为 23.3.4.5.5 的 所 有 四 面体 中 ,最 大 的 
体积 是 多 少 ? 证 明 你 的 结论 . 


Vj 二 = 楼 柱 十 VAPMR 三 


Vy= Vagcp ~ V1i= 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
8 v2 


[ 解 ] 最 六 的 体积 是 -二 
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根据 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 这 一 性 质 , 按 题 设 的 数据 ,所 有 一 
边 是 2 的 三 角形 ,其余 两 边 只 可 能 是 : 

© 3,3; © 5,5; 加 4,5; @ 3,4. 
从 而 , 题 设 四 面体 中 ,以 2 为 公共 边 的 两 个 侧面 三 角形 的 其 余 两 边 只 可 
能 有 下 列 三 种 情形 : 

(1D) 吕 与 @@; (2) 人 中 与 @; (3)@ 与 @. 

下 面 就 这 三 种 情形 分 别 讨论 之 : 

(1) 如 右 图 ,AC= BC=3,AD= BD=5, 因 32+ 


Se 这 沁 


4 一 于 ， 
故 CDTA4C,CD | BC, 从 而 CD 和 二 直 于 平面 
5 
ABC . 
4 B 由 对 称 性 ,这 样 的 四 面体 只 有 一 个 . 
2 1 
c 4 其 体积 为 Vi = CD Saapc 


4.1., /Nie 2 
(2) 这 样 的 四 面体 有 两 个 ,如 下 图 , 易 知 它们 的 体积 相等 , 记 为 了. 


因 2+4<< 全 ,故人 ABD 为 钝 角 , 即 棱 BD 与 平面 ABC 斜 交 , 设 也 
至 底面 ABC 的 高 为 h,, 则 h, < BD=4. 





8 
3 3 
(3) 这 样 的 四 面体 也 有 两 个 ,如 下 图 ,它们 的 体积 也 相等 , 记 为 V3. 
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1 
故 Va= 3 ha Sa < Sa = V1i= 





A 


因 2+ 人 > 了 ,故人 BAC 为 锐角 , 即 棱 AB 与 平面 ACD 斜 交 , 设 召 
至 底面 ACD 的 高 为 h;, 则 h3<AB=2. 


1 2 2 1 | S \2 
故 V3 3h3 SDAAm < 3 IMADm 3 32— (3) 


=- 二 Vi 
2 
< 全 Vi<- V3< Vi. 
8V2 


所 以 ， 最 大 的 体积 为 V1 = 一 <， 
17.79 设 一 个 三 直角 的 四 面体 PABC( 就 是 APB = 人 BPC = 
一 CFA=90`) 的 六 条 棱 长 度 的 和 是 S, 试 求 ( 并 加 以 证 明 ) 它 的 最 大 体 
积 . 
(第 $ 届 美国 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 设 三 条 互相 垂直 的 棱 的 棱 长 为 
PA=a，PB=0，PC=c. 
由 题 设 有 
S=atbtct Valtb+ Vbitci+ 
Veil+a? 
之 atb+t+et+ Vabt+ V2bc + VYca 
>3 Yab +3V Via Vd. Vc 
=3 Vabc +3V2 Ya 
=3(1+V2) Vabe. 
当 且 仅 当 a =65=c 时 ,上 面 不 等 式 的 等 号 成 立 . 
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实 寺 入 


人 入 





给 言 己 


由 于 v= 上 上. 1 =ap. 


3 2 6 
S 之 3(1+ 态 ) Y6V, 则 S3 宕 27(1+Y2)3:6V. 
S’ _ (5Y2~7),; 


WE 一 一 一 一 = 
馈 162(1 + V2)3 162 
当 目 仅 当 a = 65=c 时 等 号 成 立 . 
(SV2 -7) ; 


所 以 ”四 面体 的 体积 最 大 值 为 -一 一 TL S3. 
17.80 ”一 个 四 面体 ,如 果 有 一 条 且 仅 有 一 条 校长 大 于 工 ,证 明 : 这 


个 四 面体 的 体积 不 大 于 地- 
(第 9 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 设 AB 是 四 面体 ABCD 的 最 大 棱 , 这 时 全 4ACD 与 全 BCD 
的 各 边 都 不 大 于 1. 设 CD=a 志 1. 
作 AF1CD 于 F,BELCD 于 E. 


则 CF 、DF 中 必 有 一 条 不 小 于 


? “不妨 设 CF 之 信 . 于 是 
zh 2 
2 
? AF= VAC -CFSV1- S$ 


同 理 DE、CE 中 必 有 一 条 不 小 于 人 ,不妨 设 DE 之 .于 是 


2 
BE= VBD’: - DE’:< I- 
过 A 作 四 面体 ABCD 的 高 AO, 连 OF, 则 公 AOF 为 直角 三 角形 . 


2 
显然 有 AO< AF 过 < 1- 


这 样 ,四 面体 ABCD 的 体积 V 有 
1 


l | 
V = 一 
3 SABD' AO 3 "2 CD: BE AO 


1 1 a* a 
< 一 ， ee. 一 一 ，。 二 
3 2 2 AL 
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-二 a(4-a2) = 二 a(2+a)C2-a)， 
由 于 ac 委 1， 则 a? 和 a， a(2+ 4a)<3a. 


1 2 
vs 元 a(2+ a)(2- op) 二 六 3a(2-a) = 二 (2 


17.81 设 P 是 体积 为 1 的 正四 面体 工 内 一 点 .过 PP 点 作 四 个 平 
面 分 别 平 行 于 工 的 四 个 面 ,它们 把 工分 为 14 个 小 块 . 设 f(p) 是 这 样 
一 些小 块 的 体积 和 :这 些小 块 既 不 是 四 面体 也 不 是 平行 六 面体 ( 即 小 块 
与 代 的 某 条 棱 有 公共 部 分 ,但 不 包含 工 的 顶点 ) 当 己 在 工 内 变化 时 ， 
求 f(p) 的 精确 的 上 、 下 界 . 

(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 P 到 四 个 面 的 距离 为 dj 、d,、d;、ds,h 为 正四 面体 的 高 ， 

则 dit+d;+d;3+d4=h. 


妆 忆 ns 
cf 十 和 游 


， d; 
记 Ti ,11,2,3,4, 则 zi+x2t+ rx3+ ra=1. 


在 这 14 个 小 块 中 ,有 4 个 四 面体 (其 体积 分 别 为 zi 、zx3、zx3、zx3)， 
有 4 个 平行 六 面体 (其 体积 分 别 为 67273Z4、0z37T4Z1、074Z122、 
62ziz2z3). 剩 下 部 分 的 体积 之 和 为 f(p), 则 


f(p)=1- > zx}—6 > Zizhzk， 


EC 中 
记 X11+ xX2=t, XIrT2= UU TIT4= v. 


适当 选择 下 标 使 :< 则 
> ri= (3tu)+[(1- 1 -3(1-1)v)], 
有 Seam (pate, 
A 31+3t+3(2—31)u+3(3t ~1)v. 
若 3<1<3， 则 2 一 3z 宇 0，31 -1>0. 从 而 
1-f(p)>1-31+3 之 六 
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其 中 等 号 在 := 二 7 'u= v=0, 即 p 是 棱 的 中 扣 时 ,取得 . 


(1—z) 


若 0<1< , 则 2-3r>0, 3 一 1 过 0，v 志 一 一 ~ 了 


守 言 己 


1— f(p)>1- 3t+31° + 了 (31 -1)(1-:) 


1 1 
32 ~ 3f 十 Dit 之- 


9 


其 中 等 号 在 1 1 二 0，u 二 0，v== 汪 一 一 全 ,期 P 是 棱 的 中 点 时 取得 . 
显然 ， 车 局 接近 于 菜 个 顶点 时 f(p) 接 近 于 0. 当 P 为 某 个 顶点 
时 , f(p)=0, 因 而 
0</(p)<. 


地 和 0 即 为 A(p) 的 精确 的 上 .下 界 . 


17:82 ”四 面体 A 1424544 的 重心 为 G,， 外 接 球 5 GA GA 
te 
CA， GA: GA 





GAsE GA'1* GA’y: GA'’; ol 
UL 
GA! GA, GA; GA, 
(第 36 届 国 际 数 学 现 林 匹 殉 预选 题 ,1995 年 ) 
[证 1 首先 注意 四 面体 的 重心 G 在 


“中 线 "A1Di 上 ,并 将 AD 分 为 二 -3 
(其 中 Di 是 人 A,A;3As 的 重心 ). 
A 设 AlA; = a, AIA; = 6, AiAs = 
BpB AA;3=d,As3As1=e,A1A;=f. 
先导 出 中 线 公 式 . 
设 A3As 的 中 点 为 C, 在 和 AIA;C 中 ， 





由 Stewart 定理 得 
Ai1A3$.: DIC+ AiC’:A,D, 一 4A1Df ACT+ AC:ADI: DIC 
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| 地?+ 字 ( 方 如 + 六 一 取 ) by) 
=AzD?+ 之 [ 方 + 二 -说 )， A 
9\2° 27 4 
pa Zp, 
1 1 43 44 
TAD a 和 /7 
e+ f), B 
设 有 A 2D! 交 球 于 B, 人 和 人 47A3A4 的 外 ， 心 为 Oi ,外 接 圆 半径 为 Rl, 


OiDi 交 外 接 圆 于 M,N ,又 设 球 心 为 DO, 球 半径 为 尺 , 则 
DIAI:DiA' = A,D1' D1B= MD1* DIN 


= R1~ OD 第 
= R?— OD?. ! 


对 四 面体 OA;A;3A4 应 用 中 线 公 式 
ODf=R?- (dte+f), 


详 卫 六 


DiA1*DiA1=(d +e tf). 
2 十 2 十 2 
故 CA 1 DA 


9 ni? 


-元 mcd te + f2) +9m?] 





12m1 


3 
之 一 一 VM D127 3 4 
4mi 

GA'1':GA’,: GA’'3: GA's 
4 

>( 二 ) nmom3ma 

=.GAI “GA: GAy' GAs 

即 (1) 成 立 . 


3 yl 3 
又 2 GA 16 之 /7 2 m1) 2 > 2 
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m= 2), GA 
GA OAT A? “GA,= GA'’3 oT GA 6A, 
1 
GA 之 GA 
GA GA: 本 2 GA: GA A 之 
1 


Ci 一 -一 -一 一 -一 


GA” 





Ea 


故 (2) 成 立 . z 

[证 2] 下 面 的 求 和 范围 均 为 从 i=1 到 i=4. 

设 A1A2A3As 的 外 接 球 的 球 心 O ,半径 为 R. 

由 圆 军 定 理 , 有 GA';: GA;= R’- 0G ,1 委 : 委 4. 


于 是 所 要 证 明 的 不 等 式 等 价 于 
(R*— OG’) 宕 GA1' GAs' GA3: GAs, QD) 
及 (R?- OG?) D> > 36h,, © 
为 证 明 Q@ 、@ 我 们 证 明 
4( R?— OG’)= GaA? ® 


用 PP 表示 点 O 到 点 P 的 向 量 , 有 
>,(G-4)2= DA- G+2G > (G-4)， 图 
因为 @ 式 的 最 后 一 组 为 O( 由 于 G 是 重心 ,对 空间 任 一 点 O, 辟 有 
05- 二 对 05,), 从 而 @@ 和 @ 等 价 
利用 算术 -几何 平均 不 等 式 , 由 加 可 得 人 ， 
利用 柯 西 不 等 式 4 >， GA? 宕 ( > GAi)? 


ol 
及 A 
很 ”上 "A251 1 上 2 
得 1 2) Gd DD 之 6( > GA Dn 
A 


17'83 求证 :对 任意 四 面体 的 高 hi、h、h3、h4, 各 对 棱 间 的 距离 
4 1 1 
di、d2、d3, 有 2 五 = >》) - 
:1h’ kt 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
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[证 ] 在 四 面体 4i42A43A44 中 ,用 h, 表示 由 顶点 A; 所 引出 的 
高 ,S; 为 顶点 A; 所 对 的 那个 面 的 面积 ; dj .dz .ds 和 09;、9，、0; 分 别 是 
A2A;3、A3A1、AzAi 与 它们 对 核 之 间 的 距离 和 夹 角 ; 0 .9,、93 表示 以 
A2A3、A3A1、A2zAi1 与 它们 的 对 棱 为 两 条 对 角 线 且 交 角 91 .9,、0; 的 三 
个 平行 四 边 形 的 面积 ; pl .pz .9p3 表示 关于 棱 A;A;、A1A;、A2Ai 的 三 
面 角 , 则 四 面体 的 体积 


via aaaAArdmm la 0 
其 中 i=1,2,3,4, 久 =1,2,3， 
由 面积 射影 定理 有 | 
4 二 91icosp1 + 92cosp2z + S3c0s93 (2) 和 
作 一 个 与 棱 A,A; 垂直 的 平面 ,并 且 设 a、5、c 分 别 是 棱 4,4，、 + 
AsAs .AiAs 在 该 下 面 上 射影 的 长 由 余弦 定理 ， 有 gt 
a 2+ 6b? —2abcosgpl = 站 


AA, 





在 上 式 两 边 同 乘 以 | 人 六 


S 了 1 十 S1 一 29451coso1l = Q? 
同 理 Sf?+ S32S4S2cosgp, = Q2， 
和 月。 SI+S3-2S,S3c0sg3= Q3. 
四 + 由 + 四 ,再 代入 @@ 得 
Qf+ QI+ QS 
=3S4+ ST+ S35+ S3— 2S4( SI1cosgp1 + Sazcospz + S3cosgp3) 
=S?+S3+S3+S3 


OOO 


髓 由 届 式 得 
= 1 Qt 3 <“ 1 
> - >- DE 乞 廊 


17.84 过 正四 面体 的 高 作 一 平面 ,与 四 面体 的 三 个 侧面 交 于 三 条 
直线 ,这 三 条 直线 与 四 面体 底面 的 夹 角 为 a、B8、Y. 求证 tg a + tg B+ 
tg Y= 12. 

(波兰 数学 奥林匹克 ， 1959 年 ) 

[证 ] 设 电 是 正四 面体 ABCD 的 由 顶点 DD 所 作 高 的 垂 尾 ， 则 五 
是 人 ABC 的 中 心 . 
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又 设 M、N、P 是 通过 直线 FTD 的 平面 分 
别 与 直线 BC .CA 、AB 的 交点 . 

因为 a、8.7 分 别 是 线段 MD ND、PD 与 
它们 在 平面 4BC 上 的 射影 MH.、NH .PH 间 的 
夹 角 , 则 


x 言 沁 


WD HD ,HD 0 
MH’ Ph NH’ ®Y° pp 
设 正四 面体 ABCD 的 楼 长 为 a， 则 


/2 
HD= EE ©) 
由 全 .名 可 得 


: 2 1 1 1 
Wet ept ey 3 (me! mr + BF) © 
过 日 作 HE| BC 于 E, HF| AC 于 F, HG4AB 于 G. 


则 HE=HF= HG=2a. 


设 人 MHE=x, LFHN=Yy, /PHG= zx. 
Me pve pe 
6cosz 6cosy Ocosz 
XX. zx+y=60°", y+z=120", 
1 1 
HM HN HP’ 
= [oo08 x +cos(60° — x)+cos (60°+x)] 
a2 . 
_12.1+cos2xr+1+cos(120° ~ 2x)+1+cos(120° +27) 
2 


tga = 











a 2 
12 1 

= | 了 + Cos2x + cos120'-o0s2z | 
a:L2 2 

_12.3_18 

02 2 2 


将 此 结果 代入 四 式 得 


et gp+ gy = 3712. 
17.85 把 两 个 全 等 的 正三 楼 能 的 底面 粘 在 一 起 ,在 所 得 到 的 六 面 
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体 中 ,所 有 的 二 面 角 都 相等 ,而 顶点 可 以 分 成 两 类 :在 第 一 类 顶点 中 ,每 
一 个 顶点 发 出 三 条 棱 , 而 在 第 二 类 顶点 中 ,每 一 个 顶点 发 出 四 条 棱 . 试 求 
连接 两 个 第 一 类 顶点 的 线段 长 与 连接 两 个 第 二 类 顶点 的 线段 长 的 比 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
_[ 解 ] 设 ABCD 和 ABCE 是 两 个 全 等 的 正三 棱锥 ,它们 的 公共 底 
面 是 人 ABC. 
连接 DE, 则 DE.| 平面 ABC， 目 垂 尼 为 
和 人 ABC 的 中 心 S. 
于 是 所 得 的 六 面体 既 关 于 平面 ABC 对 
称 , 也 关于 平面 ADE 对 称 . 
由 对 称 性 ,由 顶点 D、E 作 棱 4B 的 重 线 A 
相等 ,由 顶点 B、C 作 棱 4D 的 垂 线 相等 . 因 
此 ,D 和 五 所 作 棱 AB 的 乘 线 的 垂 足 重合 ( 设 
为 下) ,同样 , 设 B 和 C 向 棱 A4D 所 作 垂 线 的 
徕 足 为 G. 
于 是 ,人 DFE 是 立 面 角 D -AB -下 的 平面 角 , BGC 是 二 面 角 B- 
AD -C 的 平面 角 . 由 题 设 作 DFE = /人 BGC， 
DE DF 
BC BG 
Saapp -AB*DF= AD- BG 
DF _AD 即 DE _AD 
BG AB’ BC AB’ 
又 BC=4B, 得 DE= AD. 
于 是 人 ADE 为 等 边 三 角形 ,又 入 ABC 是 等 边 三 角形 ,从 而 和 ADE 
CA 人 人 ABC , 即 有 . 
DE _AS_2 





人 DFECA 人 BGC. 得 


BC AH 3 
于 是 所 求 的 线段 比 即 DE 与 BC 的 比 为 2:3. 

17*86 在 平面 上 给 定 一 锐角 入 ABC .我 们 研究 所 有 以 给 定 的 三 角 
形 为 底面 . 而 侧面 为 锐角 三 角形 的 棱锥 . 从 棱锥 的 顶点 作 三 角形 ABC 
所 在 平面 的 重 线 ， 求 : 这 些 垂 线 垂 足 的 轨迹 . 

( 甸 牙 利 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
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ral 言 已 


[ 解 ] 设 己 是 入 ABC 所 在 平面 内 的 一 点 ,过 点 已 作 一 直线 与 该 
平面 垂直 ,并 且 在 这 条 垂 线 上 到 一 点 卫 , 使 AD4B .和 DBC .和 ADCA4A 都 
是 锐角 三 角形 ,我们 研究 D 应 具备 什么 条 件 . z 

我 们 先 来 研究 人 ABD 、 公 BCD、 人 CAD 中 和 入 ABC 有 公共 边 AB、 
BC CA 的 角 , 如 人 人 BAD. : 

过 顶点 A 作 一 平面 垂直 于 边 AB, 当 和 且 仪 当 顶 点 DD 与 顶点 B 位 于 
这 平面 的 同一 侧 时 ,BAD 是 锐角 

对 于 过 点 P 而 垂直 于 个 ABC 所 在 的 平面 的 直线 来 说 ,这 个 条 件 
或 者 对 这 个 垂 线 上 所 有 的 点 都 满足 ,或 者 对 它 上 面 的 任何 一 点 都 不 满 
足 . 因 为 垂直 于 和 ABC 的 平面 的 直线 和 垂直 于 边 AB 的 平面 是 平行 
的 ,因此 ,和 全 ABC 的 边 相 连 的 所 有 六 个 角 是 否 为 锐角 只 和 点 P 的 选 
取 有 关 , 如 果 这 个 条 件 对 点 P 是 满足 的 ,也 就 是 说 ,如 果 每 一 个 角 

LBAP, /LABP, LCBP, /BCP, /CAP, /ACP 
都 是 锐角 .那么 对 于 通过 点 P 而 垂直 于 入 ABC 所 在 平面 的 直线 上 的 
任何 点 了 ,这 个 条 件 将 被 满足 . 

其 次 ,我 们 研究 全 ABD、 公 BCD 、 全 CAD 在 顶点 DD 处 的 角 . 

显然 ,如 有 果 平 面 上 的 点 在 以 给 定 的 线段 为 弦 , 所 含 的 角 为 锐角 的 马 
形 弦 上 的 话 ,那么 这 个 点 对 给 定 线 段 所 张 的 角 为 锐角 . 因此 ,对 于 
全 ABD 全 BCD 全 CAD 在 顶点 DD 处 的 角 来 说 , 仅 当 顶点 D 到 个 ABC 
的 每 一 边 的 中 点 的 距离 大 于 这 个 边 的 边 长 的 一 半 的 时 候 ,这 些 角 才 是 
锐角 ,在 通过 点 P 且 垂 直 于 全 ABC 的 平面 的 直线 上 ,只 要 使 点 疡 到 
合 ABC 的 平面 的 距离 大 于 入 ABC 的 最 大 边 长 的 一 半 就 能 满足 条 件 . 

于 是 ,我 们 只 要 作出 人 BAP、 人 ABP、 
”了 CBP、 了 人 BCP、 人 CAP、ACP 都 是 锐角 
1 的 点 己 的 软 迹 , 便 求 出 了 满足 本 题 要 求 的 点 

”的 轨迹 . 
由 以 上 ,所 求 的 点 的 轨迹 为 下 面 的 图 
形 :过 和 人 ABC 的 顶点 A、B、C 分 别 作 AB、 
全 BC .CA 的 垂 线 ,这 些 垂 线 围 成 的 六 边 形 的 

内 部 即 为 所 求 的 轨迹 . 

17.87 平面 上 给 出 了 六 条 线段 sf 、sy、s3、s4 、ss se, 它们 分 别 与 四 

面体 ABCD 的 各 个 棱 AB、AC 、AD 、BC .BD .CD 相等 .试用 圆规 和 直 
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尺 做 出 与 四 面体 经 过 4 的 高 相等 的 线段 . 
(第 12 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

分 析 在 四 面体 ABCD 中 , 作 AO 上 平 
面 BCD , 垂 足 为 0, 则 AO 为 所 要 求 的 线段 . 

作 OM |L BC 于 M,ON |」 CD 于 N, 连 
AM.AN. 则 AM BC、4ANL CD. 

由 于 全 ABC 和 公 ACD 的 三 边 均 为 已 知 ，B D 
则 全 ABC、 合 ACD 可 以 作出 ,于 是 CM CN 六 
可 作出 ,由 于 和 BCD 可 以 作出 , 则 由 MN 可 C 
作出 ,O 点 也 可 作出 . 

因为 OC 、AC 为 已 知 ,全 AOC 为 直角 三 角形 , 则 AO 可 以 作出 . 

[作法 】 (1) 作 会 A1B1Ci, 使 A1B1=s1, AiC1=s;, BICi= $i; 

(2) 作 会 A，C2D;, 使 A，;C2= ss，A2D,=s3,，C;D; = $6; 

(3) 作 AJMi4LBiC! 于 Mi, 作 AsN, | CD, 于 N;; 

(4) 作 会 B3C3D3, 使 B3C3= s4,B3D3= ss,C3D;3= 56; 

(5) 在 直线 BC3 上 截 C3M;3= C1Mi1, 在 直线 C3D3 上 截 C3NN;= 
CzNN; ,使 B3、M3、C; 的 顺序 和 Bi .MI .Ci 的 顺序 相同 ,C3、N;、D; 的 
顺序 与 C,、N;、D;, 的 顺序 相同 ; 

(6) 过 Mi 作 BiC3 的 垂 线 ,过 Ni 作 C;D; 的 垂 线 ,两 条 对 线 相交 
于 O;; 

(7) 作 全 4ACO ,使 ~AOC= 90', OC = O03;C;, AC = s;, 则 AO 即 为 
所 求 . 

图 与 证 明 略 . 

讨论 ”考虑 四 组 线段 

Sl1， 8S2，S43 S13 S3855 

S2，$S3，8S61 S54;85, 36° 
当 其 中 任 一 组 的 任 一 线段 大 于 或 等 于 同 组 中 其 他 二 线段 之 和 时 ,本题 
无 解 ,否则 本 题 有 一 解 . 

17"88 ABCDE 是 以 正方 形 BCDE 为 底 的 楼 锥 ,点 下 、G 、 如 分别 
在 AB、AC、AD 上 ,日 使 AF= AG = AH.(1) 证 明 ;EF 和 DG 必 相 交 于 
一 点 KK, 且 BG 和 EH 必 相 交 于 一 点 L.(2) 若 EG 和 平面 AKL 相交 于 
M ,证明 : AKML 是 正方 形 . 


cd 十 小 


守卫 
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(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 

[证 ] (1) 阁 1 是 AE 上 的 点 使 得 AT= AG, 则 FGHI 是 相似 于 
| BCDE 的 正方 形 , 位 似 中 心 是 A 点 . 
全 因此 DEFG 是 梯形 , 它 的 平行 边 是 DE// FG, 且 DE > FG, 从 而 

DG 和 EF 相交 于 KK 点 . 
同 理 , BG 和 EH 相交 于 上 点 . 
(2) 注 意 到 FG /WH DE / BC, 则 
KF FG_FG _ AG _AI 


KE DE BC AC AE’ 


因此 AK/FI, 生 全 = 全 
$ 同 理 AL/NHI, 且 人 = 全 


HI AI: 
从 而 会 FHI 与 全 KLA 位 似 , 位 似 中 心 
是 上 点 .而 FGHI 与 AKML 相似 . 
因为 FGHI 是 正方 形 ,所 以 AKML 是 
Dp 正方 形 . 
17*89 ”如 图 ,在 四 棱锥 S 一 ABCD 中 ， 
底面 正方 形 ABCD 的 边 长 为 a, 侧 楼 SA = 
”SB= SC= SD=2a,M 为 棱 SA 的 中 点 ,NN 
为 棱 SC 的 中 点 . 求 : 异 面 直 线 DM 与 BN 所 夹 角 的 余弦 值 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 延长 BN 到 P, 使 BN = NP; 延长 DM 到 QQ 使 DM = MQ. 
则 BCPS .4DSQ 都 是 平行 四 边 形 . 
SP /LBC /LAD LL Qs. 


QS.P 三 点 共 线 ， 因而 PQ=2BC=2AD. 
AB= BC= CD= DA=a, SA= SB= $C= SD=20a, 
PQ =2a. 
过 PP 作 QD 的 平行 线 交 AD 的 延长 线 于 尺 ， 则 QPRD 为 平行 四 边 
形 . 有 
PR= QD,H DR= PQ=2a. 
AR=3a. 








1026 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





又 人 BPR 为 异 面 
直线 BN .DM 所 夹 的 角 . “Sr -不 -一 一 7 
在 己 BCPS 中 ,由 
SC* + BP: = 2BC2 + 

2BS:, 
妈 4a* + BP:=2a” 
+8a*, 得 BP=vV6a. 
连 BR, 在 Rt 人 ABR 





中 ， 
BR’= AB’*+ AR’=a’+(3a)’= 10a°, 
又 PR= QD= BP=V6a, 在 人 BPR 中 
_BP-+PR -BR 6a’+6a’~10a 1 + 
BR Bp.PR /bal6a 6 gt 
17*90 棱锥 S- 4BCD 的 底面 是 中 心 为 O 的 矩形 ABCD, AB = 让 


4,4D=12,S4=3,SB=5,SO=7, 过 顶点 S ,底面 中 心 O 和 棱 BC 上 
的 一 点 NN 作 棱 锥 的 截面 . 问 BN 为 何 值 时 ,所 得 截面 全 SMN 的 面积 取 
得 最 小 值 ? 这 个 截面 全 SMN 的 面积 的 最 小 值 是 多 少 ? 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 由 S4A=3,4AB=4,SB=5$， 
得 ”SA | AB,， 
由 AB=4，BC=7, 得 AO=2 Vi, 
由 SO=7，SA =3，AO =2V10 得 
S4 AO, 
SAJ 底面 ABCD. 
又 DA 平面 SA4B，CBj 平面 SAB. 
和 人 ASMN 在 平面 SAB 上 的 射影 了 
是 全 SAB. 
SASAB = SA SM "cosa、. 
其 中 a 是 平面 SAB 与 平面 SMN 的 二 面 角 . 
由 于 Sa sa 为 定 值 ,所 以 只 要 使 cosa 最 大 , 即 可 以 使 SA ow 最 小 . 
设 直线 NM 交 直 线 AB 于 芽 , 则 ST 为 平面 SMN 与 平面 SAB 的 
交 线 . 
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过 O 作 OE | AB 于 E, 则 OF | 平面 
$AB, 

作 EF | ST 于 F, 连 AF, 则 和 AFE 即 为 
有 平面 $4B 与 SMN 的 二 面 角 , 人 AFE=a. 

又 由 于 OS > OF, OF 为 定 值 , 则 当 OS 
上 ST 时 ,a 最 小 ,从 而 cosa 最 大 ,我 们 计算 这 
时 的 cosa 的 值 . 

设 BN=x, 则 AM=12-x. 

又 AE=2, 则 SE=vV3+2:=vV13. 





、 , : 9 
由 SE?=AE*ET, 设 AT=y, 得 13=2(2+y)， 有 y= 了 了- 
9 17 





故 TB 5 4 
AM TA 
人 人 人 一 -一 二 一 -一 
再 由 TAMC TBN 得 BN ~ TB 
3 | 
12-x 2 102 102 
nl 过 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
则 17z 13 ， 即 BN 3 
2 
SE v13 
Xa no 7 SasaB~=~ X3xX4=6, 
。 42 V13 
于 是 由 SAsap = SAsMv Cosa 得 ”SAswv = 13 
102 42 v 13 


即 BN = 五 时 ,截面 人 ASMN 面积 最 小 ,最 小 值 为 1， 


17.91 棱锥 S 一 ABCDE 的 底面 是 正 五 边 形 ABCDE ,棱锥 的 高 
SM 的 垂 足 M 位 于 五 边 形 ABCDE 的 内 部 . 今 知 四 面体 SMAB、 
SMBC .SMCD 的 外 接 球 的 半径 相等 ,能 否 断 言 S - ABCDE 是 正 棱锥 ? 

(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] S 一 ABCDE 是 正 棱锥 的 断言 不 一 定 成 立 ， 

我 们 可 以 举 一 个 反例 . 

设 M 是 正 五 边 形 ABCDE 的 对 角 线 AC 和 BD 的 交点 . 

四 面体 SMAB .SMBC .SMCD 的 外 接 球 的 球 心 应 位 于 线段 SM 的 
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中 位 面 上 .所 以 这 些 球 心 到 棱锥 底面 ABCDE 


C 
的 距离 相等 , 这些 球 心 在 底面 的 射影 分 别 是 
今 MAB .和 人 MBC 和 全 MCD 的 外 接 圆 圆心. /~ 


用 正弦 定理 不 难 证 明 : 这 三 个 三 角形 的 外 8 D 
接 圆 半径 相等 ,所 以 上 述 外 接 球 的 半径 也 相等 . 
因此 ,过 4C 和 BD 的 交点 M 作 底 面 


ABCDE 的 垂 线 ,在 该 垂 线 上 选 一 点 S, 则 五 棱 A E 
锥 S 一 ABCDE 符合 题目 条 件 , 但 不 是 正 棱 锥 . 

17'92 求证 :如 果 在 一 个 侧 棱 相 等 的 棱锥 中 ,任意 相 邻 的 侧面 构 
成 的 二 面 角 相 等 ， 六 且 旗 面 是 边 数 为 奇数 的 多 边 形 ， 则 这 个 多 边 形 是 正 
多 边 形 . 

(多 牙 利 数学 奥林匹克 ， 1979 年 ) 

[证 ] 本 S 一 AIA)…A， 

由 SAj = SA; = 二 …= SA, 可 知 ,S 在 底面 上 的 射影 O 是 多 边 形 
人 IAA， 的 外 接 加 圆心 

由 于 对 每 个 &= 1,2,…，,7 ,棱锥 SOALA :关于 棱 SO 的 二 面 角 的 
平分 平面 是 对 称 的 ,其 中 As:i= Ai 所 以 它们 关于 棱 SA, 与 SA, ， 的 
二 面 角 等 于 同一 数值 wm ,这 是 因为 


cf 十 加 


二 


PI p= pt p31, = p+ pl 
及 nn 是 奇数 ,所 以 
PL PIT pp-1. 


由 此 可 得 ,所 有 的 棱锥 SOAjA4+1 都 是 全 等 的 ,并 且 所 有 的 角 
二 4AO44+ 1 也 是 相等 的 ,因而 多 边 形 A1A，…A, 是 正 多 边 形 . 

17*93 在 正 ”棱锥 中 , 相 邻 两 侧面 所 成 的 二 面 角 的 取 值 范围 是 
什么 ? 

(中 国 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 设 正 ” 校 锥 为 S - 4,4;…A4, 不 妨 设 底面 正 边 形 
固定 ,顶点 S 运动 , 相 邻 两 侧面 所 成 二 面 角 的 平面 角 为 人 A,HA,， 

当 S 向 下 运动 逼近 极端 位 置 (外 到 底面 正 ” 边 形 的 中 心 ) 时 ， 
人 A;HA, 趋 于 平角 ; 

当 S 向 上 运动 ,趋向 无 穷 远 处 , 则 正 2 棱锥 趋 近 于 正 . nn 校 柱 ， 
A;HA, 趋 于 
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AAA = 





故 hc LAHA, < 


族 取 值 范围 为 (2 到 ,x )， 

17.94 分 别 用 S 和 V 表示 一 个 正 ? 
棱锥 的 表面 积 与 体积 .(1) 对 给 定 的 ”与 S， 
求 :V 的 最 大 值 . (2) 当 n=4,S= 144， V= 


64 时 , 求 :底面 正 n 边 形 的 边 长 与 正 棱锥 的 高 . 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1958 年 


[ 解 ] 记 Q 为 正 棱锥 的 底面 积 , 为 它 的 高 ,x 为 底面 与 侧面 
所 成 二 面 角 的 余弦 ,a 为 底 边 的 长 ， 7 为 底面 内 切 贺 的 半径 ， 则 有 




















a=2rig Hu, Q = nr2tg 0 
71 
_ 万 -一 .上 Q 
h=rtg(arccosr)=r lx SsS=-Q+—. 
a 
. __7D 
、 +] 
Q _ | .7 
有 = 180° | 180° z+1l’ 
ntg~ Ntg™ 
71 7 
1 1— x* S a XS 
改 V =3 180 六 十 | 之 二 
ntg™ ~ 
71 
1 53 
= 了 一 二 一 一 /xz) (> 
3 三 180- 
ntg 一 一 
7 
] 一 
其 中 /(2)= TD 
由 于 SS 与 是 如 定 的 常数 , 则 为 求 V 的 最 大 值 ,只 需求 f(x) 的 最 
大 值 . 
2 
> 一 } 2 过 之 
为 此 , 设 zx f(x), 则 [A 1 +274 272 
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2 (zx2+ti)zz+(2o2 一 17 十 u =0, 


1 
A=(2u: 一 1)?* 一 4u*(u*+1) 宇 0， 即 W 之 
, 2 
由 wu>0 可 得 < 


当 且 仅 当 > = 二 时 ， u = /(zx) 有 最 大 值 ， 


于 是 所 求 体积 最 大 值 为 V = 一 32 


12 / 180° 
ntg 
Fa 


。 第 
将 n=4,S=144,V=64 代入 (x* ) 式 得 + 
oa 1.Y144 vx-x) gt 
3 V4tg45° 开工 
Vr(l-7zx) 2  ， 1 _4 
则 Iti 9’ 得 71717* 22 


Qi=8, Q =64, 上 且 ri=Y2, r;=4. 
==2V2 42 二 8， 
故 4“! ， 及 
{2 h,=3. 
17.95 求证 :对 任意 大 于 1 的 自然 数 ”在 所 有 其 底面 外 接 圆 半 
径 为 R 的 正 2n 棱柱 AlAz…A243A2…A42 中 ,只 有 当 A1A'1= 


2Reos > 时 ,对 角 线 A,A ,1 与 平面 A1A;A',,; 所 成 的 角 最 大 . 


(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) A +42 
[证 ] 设 产 是 棱柱 的 高 .在 

四 面体 AAA :1142+> 中 ， 
“AA AAA A y 
/ AliA;, ~ 







| 
L 
* 对 校 AiA; 与 A ,+l 
A',+2 之 间 的 角 为 
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1 
A;3AlA, 一 本 一 A3sOA2 





1 _ 180° 
何 27 
者 ”其 中 O 是 多 边 形 AAA4， 的 中 心 ， 


棱 4i43 与 Ai42+2 之 间 的 距离 为 疡 ,而 它们 的 长 为 


o 站 


8 
A 1A3=2KRsin 180 ，4 n+1A n+2 =2Rsin > 
四 面体 A AA n+14 a+2 的 体积 为 





总 





, , .1 
LA A A A ,hh SIN 50 
6 2n 


_ 2 180， ;180 
= 了 sin sin 3 
另 一 方面 ,如 果 op 是 直线 AiA',+1 与 平面 AjA3A ,+12 之 加 的 夹 
角 , 则 同样 有 体积 
1 ， . 
D444 +42 ALA n+ 1S 人 


其 中 A1A 11=v (A1A'1)?*+ (A'1A'+1) =v h* +4R’, 


1 / 
且 Sa aa ,, = 2 AiA3'A n+2H 


= .2Rsin /p21+ + (2Reog 2 180 于 ) 
2 nn 2n 


这 里 A',+2 日 是 人 A1A3A',+2 的 高 .于 是 得 到 











2 ,2 180 . , 180° 
3 hsin Sin 2 
0° ° 
= Rsin fh? +4R?cos J /RIARsing. 
n 
180| ， fo 2 180° 2 
则 snp=2Rsin 12+ 一 < 二 4Ra2oost — +4R2 
ph? 27 
于 是 , 当 不 等 式 
16R’cos’ Ta 
+2 16R4cost 一 一 
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， 180 
4 4 


取 等 号 , 即 = 一 一 一 一 全 ， 亦 即 有 =2Reos 时 ， 
h 2n 
sing 取得 最 大 值 . 


(三 ) 校 台 .多 面体 


17.96 设 正 四 校 台 的 下 底面 的 外 接 圆 半 径 小 于 侧面 的 外 接 圆 半 
径 . 试 证 : 沿 棱 台 表 面 连接 校 台 的 空间 对 角 线 的 两 个 端点 的 路 径 中 ,最 
短 的 路 径 只 通过 棱 台 的 侧面 而 不 经 过 底面 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 设 正四 楼 台 的 下 底 为 ABCD, 上 
底 为 EFGH . 
我 们 考察 从 A 沿 表面 到 G 的 最 短路 


详 志 3 


径 . 
显然 ,最短 的 路 径 通 过 棱 台 的 两 个 相 邻 

通过 一 个 侧面 和 一 个 上 底面 ;通过 一 个 4 0 B 
侧面 和 一 个 下 底面 ; 

通过 两 个 相 邻 侧面 . 

校 台 侧 面 ABFE 是 一 等 腰 梯 形 , 其 下 底 AB 的 两 个 底 角 大 于 45” 
(上 底 EF 的 两 个 底 角 小 于 135" ). 

事实 上 ,过 玉 作 EP 垂直 于 底面 ABCD, 垂 足 P 在 对 角 线 AC 上 ， 
PQ | AB 于 Q. 

由 EQ> PQ= AQ 可 知 ,EAQ 对 直角 三 角形 的 大 直角 边 , 所 以 
/EAQ>45°. 

为 外 由 校 台 侧面 的 外 接 圆 半 径 大 于 下 底面 的 外 接 圆 的 半径 ,由 此 
可 得 AFB=a<45". 

下 面 考察 三 种 相 邻 侧面 的 展开 图 : 

我 们 的 目的 是 比较 4G 、A'G 和 AG” 的 大 小 . 

显然 对 图 (a) 和 图 (b) ,由 色 股 定理 易 证 AG> AG.. 

下 面 证 明 AG > AG”. 
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绊 癌 己 


(b) 

在 AAAFG 和 个 AFG” 中 ,由 
AF= AF, FG = FG”, 为 此 只 需 证 
明了 AFG' >> 人 AFG 邑 可 . 

由 前 面 已 证 a 过 45"， 则 
90° + 8>2a+8, 

即 AFG > 人 AFG .于 是 
可 得 ”AG’>AG“. 

to) : 由 以 上 ,最 短路 径 只 通过 棱 台 
的 相 邻 侧面 . 

17'97” 设 棱 台 的 底面 面积 为 Si 与 S: ,侧面 积 为 S, 证 明 : 如 果 某 

个 平行 于 底面 的 平面 将 棱 台 分 为 两 个 棱 台 ,使 得 每 个 棱 台 都 可 内 切 一 
7 个 球面 , 则 S= (V Si1+V S2)(V Si1+V S51)?. 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 设 原 校 人 台中 较 大 底面 Mi 的 面积 为 
Si, 较 小 底面 M, 的 面积 为 S$, ,由 原 棱 人 台 截 出 的 
。 沽 个 棱 台 的 公共 底面 Mo 的 面积 为 So. 

延长 棱 台 的 侧 棱 使 它们 交 于 点 工 , 并 用 P|、 
P, 和 Po 分 别 表 示 以 工 为 顶点 , M1、M; 和 Mo 
为 底面 的 棱锥 . 

底面 Mi 和 Mo 关于 点 人 的 位 似 关系 可 以 
转化 为 棱锥 Pi 与 Po 的 内 切 球面 之 间 的 位 似 关 
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系 .同样 ,底面 Mo 与 M2; 的 位 似 关 系 也 可 转化 为 棱锥 Po 与 P; 的 内 切 
球面 之 间 的 位 似 关系 . : 

因此 ,在 棱锥 Pi 、P; ,Po 的 内 切 球 面 半 径 Rj 、R,、Ro 之 间 与 侧面 
积 Qi 、Q;、Qo 之 间 分 别 有 如 下 的 比例 关系 

Ro_Rz Q SR3 

RI Ro QI SI R 

棱锥 P 的 体积 等 于 二 Ra(Q2+ S2) 

由 于 半径 为 Ro 的 球面 在 棱锥 P, 外 面 与 它 相 切 ,所 以 它 又 等 于 

Ro(Q2- S;). 


因此 R,(Q; + $3)= Ro(Q; ~— S$,). 
QS RR R VR VS, 


的 十 和 团 











从 而 有 = -二 
QtS, Ro VRIR, VR VS 机 
, 体 
即 (Q2-S) SI1=(Q,+ SY 5,. 
Q2 VY SI+Y S, 
于 是 得 到 一 = 一 一 一 一 ， 
2 办 SI + S， 
Q: 1 十 MY 52 
S=Qi-Q=— (1— SS,) (SI— S,) 
1 2 一 SS519>2 yy 1 2 
=(V SiIt+V SIV SI + 5). 


17.98 ” 试 找 出 一 个 多 面体 , 它 的 任何 三 个 侧面 的 多 边 形 的 边 数 都 
不 全 相同 . : z 
z (第 57 届 莫 斯 科 数 学 竞赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 这 样 的 多 面体 的 例子 如 图 所 示 , 它 
共有 六 个 侧面 ,其 中 两 个 侧面 为 三 角形 ,两 个 侧 
面 为 四 边 形 ,两 个 侧面 为 五 边 形 . 

17.99 右 下 图 是 一 个 立体 的 展开 图 , 那 就 
是 说 ,适当 拼合 起 来 ,就 成 一 个 立体 . 问 :(1) 那 
些 线段 在 拼合 时 分 别 与 线段 1.2 .3 相 重 合 ? 请 
在 它们 上 面 用 同样 数码 注 出 .(2) 这 是 什么 图 形 ? 为 什么 ? 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
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[ 解 ] (1) 拼 合 时 1 与 1 重合 ,2 与 
2 重合 ,3 与 3 重合 . 

(2)? 这 是 一 个 正四 棱 台 . 因 这 个 多 
面体 共有 六 个 面 , 且 上 、 下 底 都 是 正方 
形 ， 而 四 个 侧面 均 为 等 腰 梯形 ， 同时 它 












x 言 志 


们 相互 全 等 . 
17.100， 三 个 12cmx 12cm 的 正方 
形 都 被 连接 两 边 邻 边 的 中 点 的 直线 分 


成 A、B 两 片 ,如 (1) 图 所 示 , 把 这 六 边 
粘 在 一 个 正六 边 形 的 外 面 ,如 (2) 图 所 
示 ,然后 折 成 多 面体 , 求 这 个 多 面体 的 


(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 


[ 解 】 折 成 多 面体 如 左 图 ,图 中 
标 有 P、Q、R、S 的 顶点 处 ,三 个 面 
角 都 是 90- 由 此 可 计 册 ,此 多 面体 是 
正方 体 的 一 部 分 ,如 左 图 ,可 将 多 面 
体 补 成 一 个 边 长 为 12cm 的 正方 体 ， 


01) 2) 过 有 关 六 个 棱 的 中 点 作 截面 分 成 两 
个 如 左 图 的 多 面体 . 
多 面体 的 体积 为 2 -8 _ g64(em 3). 


一 一 一 


be 


17.101 图 中 的 多 面体 的 底 底面 是 边 长 为 S 的 正方 形 . 上面 的 棱 平 
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行 于 底面 ,其 长 为 2S ,其 余 的 棱 长 都 是 S. 已 
知 S=6V2, 求 :这 个 多 面体 的 体积 . 
(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,过 BC 作 平 面 BCM 垂直 于 
平面 CDFE ,与 平面 ABEF 交 于 BM ,与 CDFE 
交 于 CM, 过 CD 作 平 面 ADN 垂直 于 平面 S 
CDFE ,与 平面 ABEF 交 于 4N, 与 CDFE 
交 于 DN. : 

于 是 BM | EF, AN | EF. 

由 于 BE=AF=AB=S， 


25 





z EF=25S, 第 
则 由 ABEF 为 等 腰 梯 形 得 + 
t 
ME=1s, BM=3s, CM=3s. 
2 2 2 休 


于 是 在 和 BCM 中 ,BC 边 的 高 为 


(8s) -($s) -4s 


又 和 人 BCM 的 面积 为 VS 


3 
棱柱 BCM - 4DN 的 体积 为 Va- spv= Tass=" 5. 
从 而 所 求 的 体积 为 
v= 24 24 ~ 4 3 238. 

17*102 已 知 :多 面体 W 具有 下 列 诸 性 质 ;(1) 它 有 对 称 中 心 . (2) 
经 过 对 称 中 心 及 任 一 棱 的 平面 与 W 相 截 ,所 得 截面 是 平行 四 边 形 . 求 





(波兰 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
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9 间 沁 


[证 ] 设 多 面体 W 的 项 点 Ao 同时 属于 它 的 共 Ao4i 、A4o42、 
4o43. 

因为 多 面体 W 有 对 称 中 心 , 所 以 与 顶点 Ao 对 称 的 顶点 A 也 同 
时 属于 三 条 棱 ApA’1、.A'5A 2.A0A'3, 这 里 A'(i=1,2,3) 是 Ai 的 
对 称 点 . 

设 x; 是 经 过 多 面体 W 的 对 称 中 心 及 棱 AoA,; 的 平面 (i = 1,2,3). 
显然 ,平面 mr 也 含有 棱 A'pA'; ,而且 由 已 知 条 件 知 x; 截 W 的 形状 是 
四 边 形 ,这 就 是 四 边 形 A A;A 0A';. 

设 Sx(j 关 ,j,kE 11,2,3|) 是 多 面体 W 通过 顶点 Ao、A;、Ai 的 


” 面 ,S% 是 它 的 对 称 面 ,如 果 数 ; 和 不 等 于 i, 并 且 属 于 集 {1,2,31, 屠 


么 平面 x; 与 面 S4 相交, 因为 AoE Sj,A0o& Sy, 并 且 A; 全 S ,所 以 
A'iE Sx 类似 地 可 以 证 明 A;€ S%. 

如 果 数 i 、j 两 两 不 等 并 且 属 于 集 {1,2,3) , 则 A,,A’E€ S2 Ai 
A'E S;. 由 于 1] 时 , A;A'; 是 多 面体 的 棱 ， 四 边 形 AoAA A 和 


A oA'AjA' 都 是 多 面体 W 的 面 ,因此 多 面体 W 有 6 个 四 边 形 形 状 的 


面 ,因为 多 面体 W 有 对 称 中 心 , 所 以 这 些 面 两 两 平行 ,所 以 多 面体 是 
平行 六 面体 . : 四 

17.103 ”试问 :是 否 存在 多 面体 及 体外 一 点 ,使 得 由 该 点 不 能 看 见 
该 多 面体 的 任何 一 个 顶点 ? 

(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 取 六 个 长 方 体 ,它们 各 有 两 条 棱 长 度 为 1, 且 第 三 条 棱 足 够 
长 . 

使 长 方 体 诸 棱 皆 平行 于 坐标 轴 , 且 第 一 、 二 两 长 方 体 长 棱 平行 于 
OX 轴 , 第 三 .四 两 长 方 体 长 棱 平 行 于 OY 轴 ,第 五 .六 长 方 体 长 棱 平 行 
于 OZ 轴 . 

此 外 ,上 述 每 对 长 方 体 中 的 一 个 均 可 由 另 一 个 沿 一 条 短 棱 的 方向 
平移 稍 大 于 1 的 距离 后 得 到 (第 一 对 沿 OY 轴 方 向 ,第 二 对 沿 OZ 轴 方 
癌 , 第 三 对 沿 OX 连 方 向), 且 让 第 二 对 一 上 一 下 地 将 第 一 对 夹 在 中 间 ; 
第 三 对 一 左 一 右 地 将 第 二 对 夹 在 中 间 ,第 一 对 一 前 一 后 地 将 第 三 对 夹 
在 中 间 . 

这 时 得 到 一 个 十 字 架 ,其 对 称 中心 在 它 之 外 , 因 长 方 体 长 楼 足够 
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长 ,以 至 由 该 对 称 中 心 看 不 到 各 长 方 体 两 端 ,该 中 心 位 于 不 能 看 见 的 区 
域 中 . 
我 们 再 通过 “ 架 桥 " 办 法 ,将 这 些 多 面体 连 成 一 个 大 多 面体 . 
17:104 试 证 ;在 空间 中 不 可 能 有 这 样 的 多 面体 存在 ,它们 有 奇数 
个 面 ,而 它们 的 每 个 面 又 都 有 奇数 条 边 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] 车 多 面体 有 ”个 面 (” 为 奇数 ), 每 个 面 的 边 数 分 别 为 S1、 
S;、S;、…'、S,(S,; 为 奇数 ,i =1,2,3,… ,nn), 多 面体 的 总 边 数 为 S. 
每 条 边 都 是 两 个 面 公 有 的 ， 
Si+S)+Si+…+S, =2S. 
上 式 左 边 是 奇数 个 奇数 的 和 , 因此 为 奇数 ;而 右边 为 偶数 ,这 是 矛 
盾 的 . 
所 以 ,在 空间 中 不 可 能 有 奇数 个 面 ,而 每 个 面 又 都 有 奇数 条 边 的 多 
面体 存在 . 
17:105 ” 欧 拉 公 式 是 指 :一 个 凸 多 面体 ,如 果 有 VV 个 顶点 ,条 
校 , 下 个 面 ,那么 V-E+ 下 = 2 一 个 特定 的 凸 多 面体 有 32 个 面 ,每 个 
面 或 是 三 角形 ,或 是 五 边 形 ,在 它 的 V 个 顶点 的 每 个 交点 处 都 有 本 个 
三 角形 面 和 PP 个 五 边 形 面 交汇 着 . 求 :100P+10T+V 的 值 . 
(第 11 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 于 下 =32, 则 由 欧 拉 公式 得 VE+30=0. 


因为 每 个 顶点 有 卫 + 全 条 楼 ,所 以 这 个 凸 多 面体 共有 
条 校 . 
.Bh E= 


因为 每 个 顶点 有 工 个 三 角形 ,所 以 V 个 顶点 共有 TV 个 三 角形 ， 
而 每 个 三 角形 有 三 个 顶点 ,所 以 这 些 三 角形 被 重复 地 计算 了 三 次 ,因而 


这 个 凸 多 面体 共有 -个 三 角形 ， 


[= 十 浅 


入 二 


“A T) 


V(P+T) 
本 


同 理 ， 这 个 凸 多 面体 有 二 个 五 边 形 


所 以 ,上 四 多 面体 的 面 数 下 = 一 一 + + = 32. 
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故 V(ST+3P)=480. 

由 七 可 得 方程 组 
V(ST+3P)=480， 
-30=0 
V(ST+3P)=480, 

即 
(T+P-2)V=60: 

于 是 Vi60, 即 V=1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60. 


一 一 验证 ,只 有 V=30, T=2,，P=2 才能 满足 上 述 方程 组 . 
于 是 
100P + 10T+ V=200+20+30=250. 
17:106 试 证 :任意 多 面体 的 面 至 少 有 一 个 是 三 角形 或 四 边 形 或 
五 边 形 . 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[证 ] 若 用 下 .立正 分 别 表 示 多 面体 的 面 、 顶 点 和 棱 的 数目 , 则 由 
欧 拉 公式 得 
F+V=E+2. 
多 面体 每 个 顶点 上 都 至 少 有 三 条 楼 而 每 条 校 都 连 着 两 个 顶 


3V<2E， 即 VSSE. 


若 任 意 多 面体 的 面 的 边 数 都 不 少 于 6, 那 么 因为 每 条 棱 属 于 两 个 
面 ， 
l 


6F 伟 2， 即 F< E. 


于 是 下 + VSTE+SE=E, 
这 和 欧 拉 公 式 矛 盾 , 因 此 原 命 题 成 立 . 
17.107 设 M 为 一 个 八 面体 的 校长 的 集 . 这 个 八 面体 的 面 为 全 等 
的 四 边 形 .证 明 :M 至 多 有 三 个 元 素 . 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 


[证 ] 这 八 面体 共有 楼 “= 16 条 . 
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由 欧 拉 公 式 , 有 顶点 16 一 8+2= 10 个 . 
设 v; 为 引出 i 条 棱 的 顶点 数 , 则 
vat+ va+**=10, 
3v3+4v4+*=2X16=32. 
从 中 消去 四 得 v4+2vs+3vet+…=2. 
于 是 “四 委 2，v5 和 所 1， v; =0U 6). 
从 而 有 四 =10- vw -vs>0. 
如 果 M 中 有 四 个 不 同 的 元 素 a .bc 、d. 
设 在 顶点 A 处 有 三 条 棱 相 会 , ABCD 、ADEF 、AFGB 为 对 应 的 面 . 
又 设 AB=a,BC=5b,CD=c,AD=4a. 





由 于 四 边 形 ABCD 与 AFGB 全 等 , 则 AF=6b 或 d. 第 
由 于 四 边 形 ABCD 与 ADEF 全 等 , 则 AF=4a 或 c. . 


从 而 导致 矛盾 .所 以 M 中 至 多 有 三 个 元 素 . 
17.108 一 个 多 面体 有 12 个 面 ,并 有 旦 (1) 所 有 而 都 是 等 腰 三 角形 ; 
(2) 所 有 棱 的 长 为 zx 或 y;(3) 每 个 顶点 处 有 三 条 楼 或 六 条 棱 相 会 ;(4) 


所 有 的 二 面 角 都 相等 . 求 > 的 值 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,198S 年 ) 
【 解 ] 由 题 没 ,多 面体 有 2 个 面 ,并 由 (1) 可 得 , 核 数 为 “= 18 条 ， 


由 欧 拉 公 式 , 顶 点 共有 18+2~12=8( 个 ). 
设 引 出 三 条 楼 的 顶点 有 vs 个 ,引出 六 条 楼 的 顶点 有 vs 个 , 则 


3v3+ 60v6 
Z3 十 ve =8. 


解 得 va3=4， Z6 三 4. 

设 在 A 点 有 三 条 楼 AE 、AF 、AG. 

由 于 二 面 角 下 -AE-G, ~AG 一 Ff，G 一 AF 一 EF 相等 ,所 以 
在 顶点 A 处 的 三 个 面 角 相 等 , 设 为 a. 

又 设 AE = AF = xz. 我 们 证 明 AG = xz. 

如 果 ”AG 关 xz, 则 4G=y， 这 时 a=60”， z 

从 而 FF=y 关 +，EG = y 关 x( 否 则 ,车 EG =z, 则 有 人 FEAG 安 
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六 二 


庆 训 忆 





人 人 AEF,/ AFF= /FEAG=a,FEF= AF,y-= 
z). 并 县 ”FG= y 关 7+， 于 是 有 





.a .xX 
y=27x'sin ,X=2y'sn 


2 


记 = 之 , 则 X=2sin 一 ， 
x 2 





故 sin 7 = 知 w=36 
这 时 有 AGE = AGF= 108’,，_ 人 EGF = 60". 
记 二 面 角 下 ~ FG -A 为 8, 由 球面 三 角 公 式 
cos108" = cos108 cos60 + sin108 sin60 cosp. 
从 而 ”cos8<0， 则 8B 是 钝 和 角 . z 
然而 ,二 面 角 下 ~ FG ~ A 是 锐角 ,导致 菠 盾 . 
因此 AG= x. 
于 是 AE= AF= AG=x, EF= FG = GE. 
由 于 A 点 只 引出 三 条 楼 ,所 以 E、F、G 都 与 其 他 项 点 相连 ,它们 
各 引出 六 条 棱 . 设 日 是 引出 六 条 棱 的 第 四 个 顶点 . B.C.D 是 引出 三 条 
棱 的 顶点 ,那么 B、C 、 卫 引出 的 棱 都 等 于 xz. 
四 面体 EFGH 是 正四 面体 , 棱 长 为 y, A、B、C.D 为 在 面 EFG、 
EFH、FGH .GE 万 上 的 正 棱锥 的 顶点 . 
设 下 在 平面 ABC 的 射影 为 O , 易 知 平面 FOC 平分 二 面 角 G- EC 
一 瓦 ，FOG 平分 二 面 角 C- FG 一 A,…， 
二 面 角 GFC- 电 = 二 面 角 C-FG-A=*…. 
从 而 ”人 CFO= 人 GFO=…. 
设 平面 ABC 分 别 交 EF、HF、GF 于 EE、 
HG . 则 OC=O = 0A = OE’ =OB= 
E OF ,六 边 形 AE BH CG 为 正六 边 形 . 
由 于 人 GFE=60', 所 以 GE =FG 
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本 
万 
在 等 腰 人 AEF 中 ,AE = AF= FE = 工 


=FA=x, 从 而 4E = 


又 AE'= 二 ，FE=y 


V3 
y=2zeosr =2z (1-2sin? 2 ). 
Za a 5 
放 -2xsin 了 .得 》 一 了 


17*109 试 证 : 除 四 面体 外 ,不 存在 任何 一 个 凸 多 面体 , 它 的 每 一 
个 顶点 和 所 有 其 余 的 顶点 之 间 都 有 校 相连 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1948 年 ) 
[证 ] 如 果 多 面体 的 ”个 顶点 两 两 彼此 用 棱 相连 ,那么 多 面体 总 
共有 Cs 条 棱 . 
因为 每 一 条 楼 属于 两 个 面 的 边界 ,而 每 一 个 面 至 少 有 三 条 棱 , 所 以 


2C2 
多 面体 的 面 数 不 大 于 一 


2 
由 凸 多 面体 的 欧 拉 公式 ,有 n+ > 42. 


即 6n+2n(n -1)>3n(n -1)+12, 

或 于 -72+12 委 0， 得 3 志 n 志 4. 

由 于 nn 是 整数 ,所 以 只 能 有 7=3,4. 

因为 多 面体 至 少 有 4 个 顶点 ,所 以 n 关 3. 即 只 有 n=4. 

因此 ,每 一 个 项 点 和 所 有 其 余 的 顶点 都 有 棱 相 连接 的 凸 多 面体 只 有 四 面体 . 

17*110 试 求 :对 于 哪些 ,存在 有 n 条 校 的 多 面体 ? 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 当 且 仅 当 nn 宇 6, 且 和 7 时 ,存在 有 ”条 棱 的 多 面体 . 

(1) 底面 是 m 边 形 (m 宇 3) 的 棱锥 ,其 棱 数 为 n =2m(2m 宇 6)， 
因此 对 于 大 于 或 等 于 6 的 偶数 ” ,存在 有 n 条 棱 的 多 面体 ， 

(2) 从 核 数 为 :n=2(m -1 了 (Cm 宇 4) 的 棱锥 出 发 ,可 以 构造 出 楼 数 
为 n=2m +1(m 宇 4) 的 多 面体 . 

设 MN .P 是 由 这 个 棱锥 底面 多 边 形 顶点 S 发 出 的 三 条 棱 的 中 
点 ,过 这 三 点 作 一 平面 .去 掉 平面 MNP 所 切 出 的 立体 SMNP ,那么 这 
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cr 十 种 


六 二 


个 棱锥 剩 下 的 部 分 就 是 一 个 多 面体 ,这 个 多 面体 的 棱 数 比 原 来 校 锥 多 
三 条 校 , 即 其 棱 数 为 
(2m—2)+3=2m+1. (m 之 4). 

《3) 7 条 楼 的 多 面体 不 存在 . 

如 果 多 面体 的 某 个 面 不 是 三 角形 , 则 这 个 面 的 边 数 大 于 或 等 于 4， 
这 时 这 个 多 面体 的 棱 数 大 于 或 等 于 8, 这 是 因为 ,对 于 这 个 非 三 角形 的 
面 的 各 个 顶点 ,除了 该 多 边 形 的 两 条 边 之 外 ,至 少 还 有 多 面体 的 一 条 楼 
通过 它 ,并 且 经 过 这 些 顶 点 的 各 条 棱 都 是 不 同 的 . 

2 角形 ,并 设 面 数 下， 松 数 为 F, 则 下 


= :学 .因此 正 是 3 的 信 数 ,从 而 F 关 7 
(A) 楼 数 小 于 6 的 多 面体 不 存在 ， 
由 于 每 个 多 面体 至 少 有 4 个 顶点 ,经 过 每 个 顶点 WFOT 3 条 ， 
“因而 多 面体 的 村 数 大 于 或 等 于 一 = 


由 以 上 , 当 且 仅 当 nn 实 6 旦 7 时 存在 有 n 条 棱 的 多 面体 . 
17:111 试 证 :任意 底面 是 正 n 边 形 (n 实 5) 的 n 棱锥 ,不 存在 正 
Nn 十 1 边 形 的 截面 . 


守信 己 





(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 假设 正 n +1 边 形 BiB2…B+1 是 棱锥 S- A14A，… 有 A， 的 
截面 ,棱锥 的 底面 A1 A,… A, 是 正 ” 边 形 .我 们 来 讨论 三 种 情况 : 7 二 
5,n=2k—1(k>3),n=2k(k>2). 

”因为 nn 楼 锥 有 n+1 个 面 ,所 以 ,截面 与 棱锥 的 每 一 个 面 都 各 有 一 
条 交 线 .因此 ,不 失 一 般 性 ,可 以 认为 点 B1、8,、…、B,., | 在 楼 锥 的 各 楼 
上 的 位 置 如 图 1 和 图 2 所 示 ( 适 合 于 给 定 的 所 有 情况 ) 

(1)n=5$ fH. 

”因为 在 正六 边 形 BiB，… B6 中 直线 B,B3、BsB6 和 BiB4 平行 , 平 
面 A,SA3 和 平面 A1SA; 经 过 BsB; 和 B5 Be , 故 它们 的 交 线 ST( T= 
AiA;s 门 A,A;) 平 行 于 这 些 直 线 , 即 ST// B1B. 

经 过 直线 ST 和 BiB4 引 平面 , 这 个 平面 与 棱锥 底面 交 于 直线 
B1A4. 而 直线 B1A4 又 经 过 直线 ST 与 底面 的 交点 工 . 这 样 , 直线 
AiA;、A1B! 和 A,A; 交 于 一 点 . 
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图 1 图 2 g + 
同 理 ,直线 A1A,、A3B6 和 AsAs 也 交 于 一 点 ， 人 
由 此 推出 , As Br 和 A;Be 是 正 五 边 形 A1As…A; 的 对 称 轴 .这 
样 ,它们 的 交点 O 是 该 五 边 形 的 中 心 . 
现在 我 们 可 以 得 出 ,如 果 Q 是 正六 边 形 B,B;… Be 的 中 心 , 则 平 
面 SA;B6、SA1B1、SB,Bs 交 于 直线 SQ. 于 是 直线 A;B6、A1BI 和 
AzAs 应 交 于 一 点 一 一 直线 SQ 和 底面 的 交点 . 
这 说 明 , 正 五 边 形 A1A,… As 的 对 角 线 A,A; 经 过 它 的 中 心 O， 
而 这 是 不 可 能 的 . z 
(2)n =2k~1(k>3) 时 . 
与 (1) 同 理 可 证 , 因为 在 正 2& 边 形 B1B,… B24 中 ,直线 B1B;、 
BT BT 和 了 BB 平行 , 则 直线 AAA A 和 ALA ;应 交 于 
一 点 ,而 这 是 不 可 能 的 ,因为 在 正 (2k - 1) 边 形 AAA …Ax -1 中 有 
AptriAp+2/ AxA4+43, 而 直线 A1As 和 Ai1A4142 不 平行 . 
(3)n =2k(k>2) 时 . 
与 上 述 情况 类 似 , 可 以 证 明 直 线 A1A;、Aj Ai 和 AsA, ;平行 . 
于 是 ,直线 B1B,、Biy1B442 和 BBs ;3 应 交 于 一 点 ,而 这 是 不 可 能 的 . 因 
为 B11Bi42/ BBi43, 而 直线 BjB, 与 B11Bi;; 不 平行 . 
注 (1) 当 n=3,4 时 ,问题 的 结论 不 成 立 .例如 ,正三 楼 锥 可 以 有 正方 形 截 
面 ,侧面 均 为 正三 角形 的 正四 棱锥 可 以 得 到 正 五 边 形 截面 ， 
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入 言 己 


(2) 如 果 利 用 中 心 投影 及 其 性 质 ( 共 点 线 的 中 心 投影 共 点 ,平行 线 的 中 心 投 
影 平 行 ), 上 述 解 答 可 更 为 简便 ,只 需 将 棱锥 的 截面 由 棱锥 顶点 向 底面 作 中 心 投 
影 即 可 

17.112 ”以 相距 为 互 的 两 个 平行 平面 M、M 为 界 的 立体 ,被 平行 
于 M 且 距 AM 为 h(0 志 hh 声 态 ) 的 平面 所 截 ,截面 的 面积 等 于 ah* + bh + 


c ,其 中 4a、6、c 是 常数 ,求证 :这 个 立体 的 体积 是 V= (Ss + SI 


4S,,), 这 里 S、So 和 S, 分 别 是 上 、 下 底 和 中 截面 ( 即 距 M、M 等 远 的 
截面 ) 的 面积 . 
(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 将 立体 的 高 ”等 分 ,过 各 分 点 作 平 行 于 M 的 截面 ,每 两 个 
相 邻 截面 之 间 的 立体 部 分 可 近似 地 看 作 柱 体 ,各 部 分 体积 依次 为 Vi、 
V2、V3…*、V, 则 
V=Vit+ V+ Vi++V,. 


让 
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(2aH* + 3bH + 6c) 


oT oi 





( m+onrotetaa( HS) +o(H)+e) 


-8+S0+49,). 


“7113 “给 定 一 个 棱 数 为 偶数 的 多 面体 ,证 明 :可 在 其 所 有 的 校 上 配置 箭 
头 (每 条 校 只 能 在 一 闪 按 一 个 箭头 ) 使 得 多 面体 的 每 个 项 点 均 含 有 偶数 个 箭头 . 
(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 考虑 对 该 多 面体 的 校 任意 配置 箭头 ,那么 含有 奇数 个 箭头 
的 顶点 (不 妨 称 “ 奇 顶 点 ”) 数 日 将 是 偶数 . 

选择 一 对 “ 奇 顶点 "A; 和 j (如 果 这 样 的 顶点 存在 的 话 ), 一 定 可 以 找到 
一 条 沿 着 多 面体 的 楼 从 A; 到 A, 的 通路 .改换 这 条 道路 上 所 有 棱 的 箭头 之 
方向 ,这 样 做 的 结果 将 改变 A; 、A; 的 “ 奇 性 "而 其 余 的 “ 奇 的 顶点 "依旧 . 

“ 奇 顶 点 ”个 数 减 少 “2” 只 要 每 一 次 沿 着 连接 两 个 “ 奇 顶 点 ”的 任意 
路 线 上 改变 箭头 的 方向 就 可 以 了 . 

最 后 不 可 能 遗留 下 一 个 奇 顶点 ,最 后 经 调整 “ 奇 顶点 "全 消失 ， 

呈现 多 面体 每 个 顶点 都 含有 偶数 个 箭头 的 局 面 . 

17.114 ”三 多 面体 的 各 侧面 都 是 三 角形 .证 明 : 可 将 它 的 每 条 楼 适 
当地 涂 上 红色 或 蓝 色 ,使 得 从 多 面体 的 任 一 顶点 可 只 沿 着 红色 的 棱 运 
动 到 另 一 顶点 ;同时 也 可 只 沿 蓝 色 的 棱 运 动 到 另 一 顶点 . 

(第 21 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1987 年) 

[证 ] 任 取 凸 多 边 体 的 一 个 顶点 连同 它 所 在 的 所 有 侧面 ,针对 多 面体 
的 这 部 分 的 各 条 校 涂 上 颜色 ,使 得 各 顶点 中 的 任 一 点 到 它 一 顶点 都 可 只 沿 
红色 的 棱 或 只 沿 蓝 色 的 棱 运 动 便 可 到 达 . 上 图 便 是 涂 色 的 一 个 方案 .其 中 
粗 线 代表 红色 , 细 实 线 表 蓝 色 . 

z 接着 , 沿 与 已 涂 色 部 分 有 公共 楼 的 一 个 侧 

面 洪 加 涂 色 部 分 , 深 色 方式 是 ; 若 添 加 的 侧面 中 
已 有 两 校 涂 色 ,那么 第 三 条 棱 可 任 涂 红色 或 蓝 
色 ( 如 a 面 ) ,如果 已 涂 的 只 有 一 条 校 ,那么 其 余 
两 条 棱 就 分 别 涂 上 不 同 的 颜色 (如 侧面 8) 不 论 
娜 种 情况 ,添加 后 的 部 分 仍 满足 题 设 要 求 . 同 以 
上 方式 可 将 所 有 棱 涂 色 且 满足 题 设 的 要 求 . 
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cr 十 四 


一- 








a 





第 十 八 意 旋转 体 


(一 ) 四 面体 与 球 


18.1 在 三 棱锥 S -ABC 中 ,底面 人 ABC 是 边 长 为 3 的 正三 角 

形 ,SA=3,SB=4,SC=5. 求 :三 棱锥 S -ABC 的 内 切 球 的 半径 
《中国 黑龙 江 省 哈尔滨 市 高 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 作 AD 平面 SBC ,D 是 垂 足 . 

AS= AB= AC=3, 

DS= DB= DC. 
全 SBC 显然 是 直角 三 角形 ， 

D 是 斜 边 SC 的 中 点 . 


2 
AO = Vv SA’~ SD’=,/ 3 (3) 
11 


1048 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





Sasc = 7°3"4-6. 


- l 11 
Ve_ nc- sag AD= 汪 :6 V11. 
r(SAapc + SAcaAB+ SAsact SAsgc) = 3 Ve. agc 


3 V11 12 V1l 
EA 12 51 28, 5 VIT+8V5+9V3+24 


18 2 求证 :对 于 任意 四 面体 ,不等式 r< rr 
是 四 面体 两 条 对 楼 之 长 ， r 是 内 切 球 的 半径. 
(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 如 图 ,过 四 面体 内 切 球 的 中 心 作 
平行 于 楼 AD( 长 度 为 a) 和 BC( 长 为 5) 的 平 
面 . 它 与 四 面体 相交 成 平行 四 边 形 KLMAN . 设 
KL=m,LM=n. 
KL/ AD, LM/ BC. 


起 成 立 ， 其 中 a .6 





. m_Bb nx_DL 
«a BD’b BD 
于 是 一 + 二 = 





由 此 得 ,mn 中 至 少 有 一 个 不 超过 -4 
但 内 切 球 的 大 圆 整个 地 落 在 平行 四 边 形 KLMN 的 内 部 . 所 以 其 
半径 r 不 可 能 大 于 平行 四 边 形 任 一 边 的 一 半 , 即 过- 人 一 


2(a+t+6) 
事实 上 ,上 式 等 号 不 能 取 到 .. 
oo ae 
ab)’ 六 -at 
这 时 平行 四 边 形 KLMN 为 正方 形 . 


因为 球 的 场面 垂直 于 过 切 点 的 半径 ， 于 是 四 面体 的 四 个 侧面 都 平 
行 于 一 条 与 平面 KLMAN 垂直 的 直线 ,这 是 不 可 能 的 ! 

18.3 直接 量 得 木质 四 面体 三 双 相 对 的 棱 分 别 相等 ,各 长 13cm、 
14cm 1$cm. 求 这 四 面体 的 体积 . 如 果 要 把 它 削 成 一 个 最 大 的 球 ,那么 
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3k 总 己 


球 的 半径 多 大 ? 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 王 .FF.G. 互 .K、 为 四 面体 各 棱 的 中 点 , 则 


EF=GH= 3 AC=7 BD=EH= FG, 


且 EF// AC/ HG. 
EFGH 为 菱形 ,对 角 线 EG 、FH 垂 
直 平 分 于 O 点 . 同 理 ,三 对 棱 的 中 点 连 线 都 
互相 垂直 平分 于 O 点 ,因而 构成 四 个 全 等 
的 三 棱锥 O - EFK, O -FGL,O -GHK,， 
D O-HEL ,这些 三 棱锥 的 高 就 是 四 面体 内 切 
球 (最 大 的 球 ) 的 半径 x. 
由 菱形 对 角 线 互相 垂直 平分 ,可 得 


| 





O00?+ OF?= GF?=( 
且 OG’*+ OL’*= GL’= 


又 OL’*+OF=LF’ 


1| 
Tn 
LI 
a 

> fw 


解 得 oc-= 2 OF = OL=™ 
于 是 ,三 棱锥 O - FGL 的 体积 


1 1,3vIl 3vVIi4, v70_21 V55 








“53X77 XT 2 2 8 
而 底面 全 FGL 的 面积 为 21. 
1 _21V55 3 v55 
3 eg rg (cm). 


三 棱锥 O -BCD 的 体积 为 三 楼 锥 OO -FGL 的 四 倍 (… 和 BCD 的 边 
长 为 全 FGL 对 应 边 长 的 2 倍 ), 而 四 面体 的 体积 为 三 棱锥 O - BCD 体 
积 的 四 倍 , 因 此 ,四 面体 的 体积 


V=4x4X 纪 2 -4 V55(em). 


18.4 以 四 面体 ABCD 的 棱 4AB 、AC、 AD 为 直径 各 作 一 一 个 球 , 求 
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证 :这 些 球 覆 盖 了 整个 四 面体 . | 
(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 由 A 点 作 平 面 BCD 的 季 线 AH. 日 是 垂 足 , 自 旦 作 HK | 
BC 于 K, 作 HHL1LBD 于 L 作 HM CD 于 M. 

以 AB 为 直径 的 球 与 平面 ABH 交 得 大 
圆 ,由 于 一 AHB = 90° ,HH 在 该 球 的 这 个 大 加 
二, 因此 互 在 该 球 上 . 

又 以 AB 为 直径 的 球 交 平面 BCD 得 一 
小 圆 , 易 知 四 边 形 BKHL 在 这 个 小 圆 内 , 因 
此 ,在 该 球 内 ,所 以 棱锥 A - BKHL 在 以 AB 
为 直径 的 球 的 内 部 . 

同 理 可 证 ,棱锥 A - CMLK 在 以 AC 为 
直径 的 球 的 内 部 ,棱锥 A - DLHM 在 以 4D 六 
为 直径 的 球 的 内 部 . 人 

18*5 在 吓 多 面体 M 的 每 个 顶点 上 有 三 条 棱 汇 合 ,已 知 它 的 每 一 
个 面 都 是 有 外 接 圆 的 多 边 形 . 试 证 :这 个 多 面体 有 外 接 球 面 . 

(第 11 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 多 面体 的 棱 AB 的 两 个 相 邻 面 的 外 接 圆 惟 ~… 地 确定 一 个 球 
面 e ,这 两 个 外 接 圆 在 这 个 球面 上 ,因此 这 两 个 面 的 所 有 顶点 都 在 这 个 
球面 上 . 

如 果 BC 和 BD 是 以 B 为 端点 的 另外 两 条 楼 ,那么 含有 B.C.D 的 
圆周 ( 即 含 有 这 些 点 的 面 的 外 接 圆 周 ) 也 属于 o. 

所 以 棱 BC 的 邻 面 的 一 切 预 点 都 在 c 上 . 

类 似 地 考察 以 C 为 端点 的 棱 的 邻 面 ,因为 对 于 任何 一 个 顶点 都 可 
以 作 一 条 从 棱 AB 始 且 结 束 于 这 个 顶点 的 棱 的 链条 . 

所 以 我 们 可 以 达到 多 面体 的 任何 顶点 .由 此 ,多 面体 的 任何 顶点 都 
在 球面 c 上 . 

186 求证 ;正四 面体 的 外 接 球 球 心 到 它 的 各 顶点 的 距离 之 和 ,小 
于 其 他 任 一 点 到 该 正四 面体 各 顶点 的 距离 之 和 . 

z (第 8 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[证 ] 我 们 首先 证 明 下 面 的 结论 : 

阁 P 为 正四 面体 AB'C'D' 内 的 任意 一 点 , 则 P 到 这 个 四 面体 的 四 
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个 面 的 距离 之 和 等 于 这 个 正四 面体 的 高 h 的 长 ,车 P 为 正四 面体 
A'B'CD 外 部 的 任意 一 点 , 则 P 到 这 个 四 面体 的 四 个 面 的 距离 之 和 大 
于 这 个 正四 面体 的 高 疡 的 长 . 

设 P 到 正四 面体 各 曾 的 距离 分 别 为 hl 、h2、h3、h4, 由 于 正四 面体 
各 面 的 面积 相等 ,所 以 各 面 面 积 均 设 为 S. 

. 车 忆 在 正四 面体 AB'C'D’ 的 内 部 , 则 
VPpa'BC 十 VPBCD 十 VPpcDA: 十 Vpp’A’'B’ 一 VABCD’- 
1 1 1 1 


1 
| 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 
则 3 Sh1t 3 Sh2 3 Sh3t 3 Sh 3 S， 


2 hthothstha=h. 

若 了 在 正四 面体 4 号 CD 的 外 部 , 则 

VpaBc + YPBCD + VPcDp4 + Vpp4B > VaABCD’ 
hi 二 有 十 及; 十 有 hha > 天. 

下 面 证 明 本 题 . 


a 


作 四 面体 A'B'C'D' 外 接 于 已 知 的 四 面 
体 ABCD ,对 应 的 面 互相 平行 ,点 A、B.C.D 
分 别 在 A'B'CD' 的 各 面 上 . 
显然 , 这 两 个 四 面体 是 相似 的 ,所 以 
A'B'C'D' 也 是 正四 面体 . : 
四 面体 ABCD 的 各 高 线 交 于 一 点 ,这 一 
“4 6 点 和 该 四 面体 的 外 接 球 的 球 心 O 重合 , 线 
段 O4、.OB、OC 和 OD 是 0O 到 四 面体 





ABCD 各 面 的 距离 . 
OA + OB+ OC + OD=h. 
我 们 再 来 考察 在 四 面体 AB'C'D' 内 或 面 二 的 任意 一 点 P( 除 O 〇 点 
外 ), 因 为 PA 、PB .PC 、PD 都 分 别 不 比 由 P 到 四 面体 AB'CD 的 相应 
的 边界 面 的 垂 线 短 ,而 P 点 到 四 面体 A'BCD 的 各 面 垂 线 长 (距离 ) 之 
和 等 于 h ,那么 
OA + OB+ OC+OD=h<PA+ PB+ PC+ PD. 
对 于 四 面体 A'B'C'D’ 外 任意 一 点 P, 上 述 不 等 式 仍 成 立 . 
18.7 ”四 面体 ABCD 有 过 A、B、C.D 的 外 接 球 及 与 各 面相 切 于 内 
心 的 内 切 球 , 两 球 有 共同 的 中 心 O . 互 为 和 ABC 的 季 心 , 厅 为 也 到 这 平 
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面 的 垂 线 的 垂 足 , 求 证 :4B= CD,AC= BD,AD= BC,OH= OF 
(英国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 四 面体 ABCD 的 外 接 球 球 心 O 
在 面 ABC 上 的 射影 为 O', 则 O“ 为 全 ABC 的 外 
心 , 且 由 于 O 也 是 四 面体 的 内 切 球 的 球 心 ,所 
OA=0B=OC= VRi-. Bb 2 
其 中 尺 =O4,r= OOD 分 别 为 外 接 球 与 内 切 球 
的 半径 ， 
即 公 ABC 的 外 接 圆 半径 为 VR 一. 


同样 可 知 ,全 ACD、 人 BCD、 公 ABD 的 外 接 圆 半径 也 是 VR? 一 v2. + 
由 正弦 定理 有 丢人 
BC=2 VR’i- risn/ BAC 村 
=2 VR’- rsin BDC, 
LBAC= /BDC. 
设 人 BAC = BDC = a, 同样 还 有 
LCAD= LCBD= pf, LBCD= /BAD= y， 
LABD= LACD= 9, LABC= /ADC= 6, 
LADB= AACB= ¢. 
ca 十 有 +7Y=180 ， 
a+G+oep=180 ， 
B+ 9+6=180°, 
Yt+6O+ w=180° 
四 式 相 加 再 除 以 2 得 
at+B+y+6+9+ w=360°, 
四- 中 得 6+ p+ gp=180", 
比较 与 @ 得 5=Y. 
同 法 可 证 B=4， a= 9g. 
入 ABC 与 人 DCB 有 公共 边 BC , 且 各 角 对 应 相等 ， 
全 ABC 和 APCB. 有 AB= CD, AC= BD. 
同 理 可 证 AD = BC. 
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由 于 HB*-~HC=DB’- DC*= 


AC’ - AB’= HC’ ~ HB”. 

” 设 开 、 0 \ 昌 在 BC 上 的 射影 分 别 为 H il、 

Hi. | 
A z TA H'1B’— HC HC HB?. 


HIB~H‘C=HIC- HIB. 
从 而 H'10' = HIO'1(O' 1 为 BC 的 中 
成 ). 
同 理 , 设 日 .O'、M 在 AB 上 的 射影 分 别 为 H2、O',、H,, 亦 有 
~” H’,0',= H,0',. 
于 是 ,O 是 线段 五 五 的 中 点 , 即 OH = OH. 
18.8 四 面体 了 内 接 于 中 心 为 口 的 单位 球 , 球 S 过 下 的 每 一 
面 的 重心 , 求 :S 的 半径 ,并 将 O 与 球 S 中 心 的 距离 表 为 工 的 棱 长 的 函 
数 . : 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 设 O 为 原点 ,A、B.C.D 为 各 顶点 的 位 置 向 量 , 则 各 面 的 
重心 分 别 为 


1 本 _ _ 人 rm 一 
了 (人 + 号 + C ) ， (B+ C+D), 





(C+D+A), (D+A+B). 


它们 与 P= 三 (A+ 有 B+C+ 万) 的 距离 都 是 
1/ajD| IAl 1B| Ici 
3 (3) 


所 以 点 是 球 的 中 心 , 球 S 的 半径 为 





AB2-(B-A)J(B-A)=2-24.B， 
简 记 OP=P, 则 


p” = (A+B+C+D) 
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=- 吉 [16-2(48B: +BC +C4 +TAD +EBD + CD’)]. 


18.9 ”四 面体 ABCD 的 内 切 球 分 别 切面 ABD .DBC 于 K、M. 求 
证 :AKB= DMC. 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 先 证 明 一 个 引 理 : 
设 球 O 与 三 面 角 S - PQR 的 面 PSQ、QSR 、RSP 分 别 相 切 于 X、 


YZ,LPSQ=a, /QSR= ,LRSP= 7, 则 ZXSP= 人 


4S 


Ee 
十 洲 


| 





于 OX,OZ LPS，..， PS 平面 OXZ. 
设 平面 OXZ 交 PS 于 已 , 则 由 于 切线 长 SZ = SX ， 
所 以 人 人 XSP= 人 LZSP, 记 A 人 XSP=wp， 则 
LZSR=AYSR=7-9, LYSQ= AXSQ=a- 9, 
B=LYSR+AYSQ=at+y-29, 


故 p=- LXSP= 2Y, 引 理 证 毕 . 


由 引 理 有 
LAKB =x-(AKAB+ /KBA) 

~ BAD BAC DAC + ABD + ABC DBC 
_ TLADB+x- LACB- LDAC- LADBC 

2 
_ ZADB+ LACB+ LDAC+ LDBC 
2 

同 理 可 证 LDMC= SE SAB LDAC+ EDBC 


于 是 /AKB = LDMC. 
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18.10 令 OO 是 一 四 面体 ABCD 的 外 接 球 的 球 心 ,L、M.N 分 别 

是 BC、CA、AB 的 中 点 , 设 AB+ BC= AD+CD,BC+CA=BD+ 
AD,CA + AB= CD+ BD. 求 证 人 LOM= MON= 人 NOL. 
(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 

[证 ] 由 假设 可 知 ,四 面体 ABCD 的 对 
楼 相等 , 即 

BC= AD, CA= BD, AB= CD. 

设 上 1、Mi、N1, 分 别 是 AD、BD、CD 的 中 
cr 点 , 则 


LiMi = 卫 4B= LM. 
又 LiMi/ AB/ LM, 





LA = 本 CD= LiM， 


又 LANACDVLiM， 
从 而 ,LIMILM 在 一 个 平面 上 且 是 薰 形 ， 
所 以 ,对 角 线 LL| 和 MMi 互相 垂直 平分 , 记 它 们 的 交点 为 Q. 
同 理 可 知 ”LL 、MM' 、NNi 两 两 相互 垂直 平分 于 是 Q 是 它们 的 
公共 中 点 . 
由 于 LL 垂直 于 姜 形 NI MLNM 所 在 的 平面 ， 
LL I MN, LL | MIN. 
又 MN/ BC, MIN/ AD. 
从 而 LLi 是 CA 与 BD 的 公 垂 线 , NN 是 AB 和 CD 的 公 垂 线 ,由 
此 可 知 
DQ= AQ= BQ= CQ. 
即 Q 恰 是 外 接 球 的 中 心 , 于 是 LOM = MON= 一 NOL = 90". 
18.11 考虑 所 有 外 切 于 给 定 的 球 的 四 面体 AXBY. 证 明 : 对 于 确 
定 的 点 A 和 B, 空 间 四 边 形 AXBY 的 角 之 和 . 即 AXB + /XBY+ 
人 BYA + 人 YAX 与 点 X 和 YY 的 选择 无 关 . 
(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 Ai Bi XI、 分 别 表示 四 面体 的 侧面 BXY、XYA、 
YAB 、ABX 与 球 的 切 点 (如 图 ) 
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由 一 点 引 球 的 两 条 切线 长 相等 ， 
AB1 = AYi1，XBI = XY!, 
又 AX=AX 
个 AXBI 续 人 AXY1, 可 有 Bi1AX = 
YIAX. 
同 理 A1BX 人 YIBX,， 
于 是 AYIB = 人 YIAX+/AAXY1+ /BXYI+ /YBYX 
=/ABIAX+/ AXB+/AIBX (个 
类 似 地 AX1B= 人 BiAY+ 人 ABYA+/AIBY © 
QO.\@ 式 左右 两 边 分 别 相 加 ,得 
LAYIB + /AXIiB 
= AAXB+(AAIBX+ LAIBY)+ LABYA+ (LBIAX 
+ 人 BIAY) 
= /AXB+ /XBY+ /BYA+/ YAX @ 
(3 式 右 边 即 为 我 们 所 考察 的 四 个 角 之 和 ,而 左边 的 值 与 XX、Y 的 
位 置 无 关 ( 点 XI 、Y| 为 线段 AB 及 已 知 球 的 位 置 所 惟一 确定 ). 
18.12 一 个 四 面体 ABCD 的 内 切 球 的 中 心 工 与 棱 AB, CD 的 中 
点 共 线 ,证 明 : 这 个 四 面体 的 外 接 球 的 中 心 也 在 这 条 直线 上 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 E\ 下 分 别 为 AB、CD 的 中 点 ,由 
于 了 到 面 4CD, 面 BCD 的 距离 相等 ,1 又 在 EF 
上 ,所 以 下 到 面 ACD 和 面 BCD 的 距离 相等 ， E 
从 而 A 到 面 BCD 的 距离 与 B 到 面 ACD 的 中 ， 


离 相等 , 且 都 等 于 到 两 个 面 距离 的 2 倍 . 8 2 
记 有 i 为 A 到 面 BCD 的 距离 ,h, 为 B 到 
面 ACD 的 距离 , 则 hi = hy. C 
1 1 
“二 本 ?ecphi 一 了 SA4Acph2， 图 1 


Opcnp 三 9AaAcD-. 
又 CD 为 全 BCD 和 全 ACD 的 公共 边 , 所 以 A、B 到 CD 的 距离 相 
等 . 
同 理 ”C.D 到 AB 的 距离 相等 . 
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下 面 证 明 EF 为 AB 和 CD 的 公 垂 线 . z 
如 图 2, 设 C.D 在 AB 上 的 射影 分 别 为 C 、D“” ,由 于 
CC = DD' ,所 以 D.C 在 以 AB 为 轴 的 圆柱 面 上 ,过 C 、 
刀 的 中 点 下 ' 作 平面 与 轴 AB 垂直 , 则 这 平面 平分 CD , 因 
而 这 平面 过 下 点 . 
设 CD 在 圆柱 的 上 底面 的 射影 为 GD, 则 下 在 上 底 
面 的 射影 为 GD 的 中 点 五. 
D'H|GD, FF/D’'H. 
FFLGD. 知 FF 平面 GCD， 故 
FF CD. 
图 2 即 FF 是 AB、CD 的 公 重 线 . 
同 理 , 过 玉 作 CD 的 垂 线 EE'(F 在 CD 上), 则 EE 
与 AB、CD 的 公 垂 线 . 
因此 EE 与 FF 重合 ,所 以 EF 是 AB、CD 的 公 垂 线 . 
右 图 1 中 , 作 线 段 BC 的 中 垂 面 M, 它 与 EF 一 定 相 交 于 一 点 0O 
(如 果 平 面 MV EF, 那么 BC .LEF, 过 AB、CD 分 别 作 平面 与 EF 垂 
直 , 这 两 个 平面 Mi 、M 互相 平行 ,B 在 平面 Mi 内 ,又 因为 BC | EF,， 
所 以 BC 在 平面 Mi 内 ,C 是 Mi 与 M 的 公共 点 ,与 M/ Mi 矛盾). 
又 … OB=OC，OF 垂直 平分 AB .CD， 
OA = OB, OC= OD. 
从 而 O 到 A 、B、C、D 等 距离 ,O 是 四 面体 ABCD 的 外 接 球 的 球 
心 >. | 
18.13 已 知 四 面体 ABCD 的 棱 AB 、BC CD 、DA 与 一 个 球 相 切 ， 
求证 : 诸 切 点 都 在 同一 个 平面 上 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 设 M.N.P.、Q 是 四 面体 的 校 
AB、BC、CD .DA 与 球 的 切 点 , 则 
AM = AQ, BM = BN, CN = NP, 
DP = DQ. 
作 平 面 MNP ,由 于 A、B、.C.D 不 在 同 
一 个 平面 上 , 则 平面 MNP 不 经 过 A 、B、C、 
D 中 的 任何 一 点 


1058 世界 数学 站 林 匹 克 解 题 大 群 典 





因此 ,A 和 DD.B 和 C、C 和 品 均 位 于 平面 MNP 的 两 侧 . 
设 平面 MNP 与 线段 AD 交 于 R, 为 证 明 MN .PQ 在 同一 个 平 
面 上 ,只 要 证 明 尺 和 Q 重合 , 即 AQ = AR 即 可 . 
过 A、B、C.D 向 平面 MNP 作 垂 线 , 科 足 为 4、 BC 了 
AM AA’ 
由 全 AMA“ cc 和 人 BMB” 可 得 BT 
类 似 地 还 有 
BN BB .CP CC 
CN CC DP DD”’ 
诸 式 相生 可 得 
AM BN CP DR AA” BB’ 


BM CN DEAR BB CC DD AA’ 1 
AM DR 
一 人 
由 BM=BN 及 CP=CN 得 pp 7R 1 
_ _ AQ DR _ 体 
又 由 AM= AQ,，DP= DQ 得 DO “AR 1. 


即 AQ:DR = DQ-:AR. 

或 AQ(AD- AR)=(AD- AQ)':AR. 

于 是 AQ= AR， 从 而 R 与 Q 重合 . 

18*14 ” 设 一 平面 与 四 面体 的 一 个 顶点 发 出 的 三 条 楼 相交 . 试 证 : 
当 且 仅 当 这 个 平面 过 四 面体 内 切 球 球 心 时 , 它 分 四 面体 表面 所 成 的 两 
部 分 的 面积 与 其 相应 部 分 的 体积 成 比例 . 

《保加利亚 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 设 已 知 四 面体 的 体积 为 V, 表 面积 为 S, 内 切 球 为 +. 

在 四 面体 被 平面 (该 平面 与 四 面体 的 一 个 顶点 发 生 的 三 条 楼 相交 ) 
截 成 的 两 部 分 中 ,有 一 部 分 是 底面 在 该 平面 上 的 棱锥 . 设 该 棱锥 的 体积 
为 Vi, 侧 面积 为 Si, 球 心 在 该 平面 上 且 和 和 侧面 相 切 的 球 的 半径 为 ri. 

因此 ,这 个 平面 过 四 面体 内 切 球 的 球 心 的 必要 且 充 分 条 件 是 





rri. 
1 
自体 积 公式 = Sr， Vi=3 Sr 
V 5S V-V: S$-5S 
一 ] 一 一 二 一 一 一 -一 一 一 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1059 





18.15 设 A1A,A;3As4 是 一 个 四 面体 , S1、S,、S3、Ss 分 别 是 以 
Al、A2、A3、As 为 球 心 的 球 ,它们 两 两 相 外 切 . 如 果 存 在 一 点 Q ,以 这 
点 为 球 心 可 作 一 个 半径 为 > 的 球 与 S1、S,、S;、Ss 都 相 切 ,还 可 作 一 个 
半径 为 R 的 球 与 四 面体 的 各 校 都 相 切 ,求证 :这 个 四 面体 是 正四 面体 . 

(第 2 届 中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 首先 指出 这 样 的 事实 :如 果 球 心 不 在 一 条 直线 上 的 四 个 球 
面 o、ol1、o2、o3 两 两 相 切 ,那么 或 者 它们 两 两 相 外 切 ,或 者 它们 之 中 的 
三 个 球面 两 两 相 外 切 并 且 都 在 第 四 个 球面 之 内 与 之 相 切 . 

用 反 证 法 证 明 这 一 事实 .假如 不 是 这 样 , 即 其 中 某 个 球面 ,例如 sz， 
其 内 外 都 有 球面 与 之 相 切 .不 妨 设 oj 在 内 而 cy 和 cs 在 外 ,那么 cj 与 
02 的 切 点 及 cl 与 03 的 切 点 都 重合 于 cl 与 o 的 切 点 ,因而 四 个 球 的 球 
心 在 同一 直线 上 ,与 所 设 矛盾 . 

约定 把 以 Q 为 中 心 ,r 为 半径 的 那个 球 记 
为 S$; 把 以 同一 点 为 中 心 ,R 为 半径 的 球 记 为 了 ; 
并 将 球面 Si 、S,、S;、Ss 的 半径 分 别 记 为 rj 、r;、 
r3、r4,; 由 上 面 指 出 的 事实 易 得 知 : 或 者 S|、S，、 
$3、S4 都 与 S 相 外 切 ,或 者 它们 都 在 S 内 与 之 
相 切 

考察 A1A，A3 所 在 的 平面 与 球面 S|、S,、 
Si ,了 相 截 得 的 图 形 (如 图 ). 

设 丁 与 棱 A,A;、A;3Ai、AiA, 相 切 的 切 点 分 别 为 B;、B,、B;, 则 
显然 有 

AliB;= A1B3, A,B;3= A,B1, A3B;= A;B,. 

而 球面 S: 与 $3、S3 与 S1、S1 与 5S; 的 切 点 C1、C,、C3 也 有 同样 的 

性 质 
AiCG = AiC3, AsC3= AsC1, A3C1 = A;C,. 

由 此 易 知 C= BI, C=B;, C3=8B; 

以 下 分 两 种 情形 讨论 : 

情形 1 Si、S,、S;、S4 与 S 相 外 切 . 

QB | A,A;, QB, | A;A!, QB; | AjA,, 

根据 勾 股 定理 可 得 
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R 
(r+r.) = RI+r,r;= 


(i1=1,2,3). 





R 
A 1 入 > 三 A 1 和 3 三 A2A3= 
类 似 地 可 算出 AjAs = A,A4 = 43A4 = 


R*— r< 

故 A1A2;A3As 是 正四 面体 . 

情形 2 Si、S;、Si、S4 在 S 内 与 S 相 切 . 对 这 情形 ,用 类 似 于 情 
形 1 中 的 办 法 ,可 以 算出 


(r—r)*= Ri+r?, 的 (i=1,2,3,4). 


因而 AAA3A4 是 一 个 各 边 长 都 等 于 一- R- 的 正四 面体 ， 


18.16 已 知 :一 个 四 面体 SABC ， 存在 五 个 球 与 四 面体 的 棱 SA 、 
SB 、SC、AB 、BC 、CA 或 其 延长 线 相 切 . 求 证 :(1) 四 面体 SABC 是 正四 
面体 .(2) 反 之 ,每 个 正四 面体 必定 存在 五 个 这 样 的 球 . 

(第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] (1) 首 先 确定 球面 和 四 面体 S 一 ABC 的 楼 或 其 延长 线 在 怎 
样 的 点 相 切 ? 

不 失 一 般 性 ,就 平面 ABC 来 考察 . 

所 设 的 五 个 球面 与 平面 ABC 分 别 交 于 某 个 圆 ,这 些 圆 对 于 三 角形 
ABC 或 为 内 切 圆 ,或 为 旁 切 圆 ， 

我 们 首先 假定 球面 & 和 平面 ABC 在 圆 & 相交 ,这 个 圆 是 和 售 ABC 
的 内 切 圆 ,这 个 球面 & 和 平面 SAB 或 者 在 一 个 内 切 于 入 SAB 的 圆 &， 
相交 ,或 者 在 一 个 关于 AB 边 的 入 SA4B 的 旁 切 圆 上 3 相交 . 

硬 球 面 & 与 平面 SAB 相交 于 一 个 内 切 于 AS4B 的 内 切 贺 , 则 球 
面 & 和 平面 SBC 在 一 个 圆 相 交 , 这 个 圆 在 全 SAB 的 边 SB 和 BC 的 内 
切 贺 相 切 ,因此 , 它 也 是 全 SBC 的 内 切 圆 ,并 且 它 和 SC 边 也 在 内 点 相 
切 . 所 以 球面 上 和 这 四 面体 的 所 有 校 都 在 内 点 相 切 ,我 们 把 这 个 球面 
记 为 &o, 并 称 之 为 内 切 于 各 楼 的 球 . 

若 球面 & 与 平面 SAB 交 于 一 个 人 SAB 关于 BC 的 旁 切 圆 ,球面 
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和 和 平面 SBC 相交 于 另 一 个 圆 ,这 个 圆 和 BC 边 切 于 内 点 ,而 和 SB 的 延 
长 线 相 切 ,因此 这 个 圆 是 入 SBC 关于 BC 边 的 旁 切 圆 ,从 而 它 和 男 一 边 
SC 的 延长 线 也 相 切 于 一 点 ,我们 把 这 个 球 记 为 &,, 并 称 之 为 劳 切 于 楼 
的 球 . 

下 面 假定 球面 和 平面 SBC 在 圆 &| 相交 ,是 设 圆 | 是 在 全 ABC 
中 关于 BC 边 的 劳 切 圆 ,注意 到 此 时 球面 与 4B 有 公共 点 ( 切 点 ), 因 此 
它 和 平面 S48 相交 于 一 个 圆 ,显然 这 个 圆 是 AS4B 关于 SB 边 的 旁 切 
圆 .这 样 ,由 于 球 “与 棱 BC、SB 相 切 于 其 内 点 , 则 球面 上 与 平面 SBC 
相交 于 公 SBC 的 内 切 圆 ,因此 这 种 情形 与 上 面 的 情形 相同 ,只 是 把 顶 
点 S.4.B.C 的 顺序 换 为 A.B.C.S, 通 过 类 似 的 方法 交换 ,不 难看 
出 ,所 设 的 五 个 球 ,只 能 是 一 个 内 切 于 棱 和 四 个 旁 切 于 棱 的 球 . 

下 面 证 明 : 具 有 上 述 性 质 的 四 面体 S 一 ABC 是 正四 面体 . 

球面 ko 在 点 Ai 、 Bi 、C 依次 和 直线 SA 、SB 和 SC 相 切 ,球面 入 
依次 在 点 A，、B,、C, 和 这 些 直 线 相 切 ,两 个 球面 和 平面 ABC 相交 于 
人 ABC 的 内 切 圆 & ,两 个 球面 和 棱 AB、BC、CA 依次 在 Z、XX、Y 点 相 
切 . 

对 应 于 同一 球面 的 切线 性质 有 

om | 
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BB'! = BB, = BZ= BX, 
CCi = CC = CX = CY. 
同样 地 还 有 SA! = SB = SCI，S4; = SB,= SC，， © 
又 有 SA2= SAi+AAi+AA,, SB,= SB + BB + BB,, 
SC2 = SC + CC + CO,. 
因此 由 中 .@ 有 AAl= BBj= CC)， 
aa | 


SB= SB+ BB, 去 
SC= SCI+ COC. 
由 @.@@ 有 SA= SB= SC. @ 


”通过 交换 顶点 ,我 们 由 @ 断 定 , 由 所 给 的 四 面体 的 任何 一 个 顶点 出 
发 的 所 有 楼 长 都 相等 ,由 此 可 得 四 面体 S 一 ABC 的 所 有 棱 长 都 相等 ， 
即 四 面体 S 一 ABC 是 正四 面体 . 

(2) 设 S 一 ABC 是 一 个 正四 面体 , M 是 个 ABC 的 中 心 ,将 平面 
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SAB 通过 两 次 绕 直 线 SM 旋转 ,每 次 转 120° ,分 别 得 
到 平面 SBC 和 平面 SAC ,我 们 用 &3 来 记 全 SAB 的 
内 切 贺 , 其 圆心 为 S3, 用 有; 来 记 关 于 AB 边 的 
全 SAB 的 旁 切 圆 ,其 圆心 为 S;. 

因为 平面 SAB 包含 直线 AB, 而 AB 垂直 于 直 
线 CM ,同时 还 垂直 于 SM ,于 是 平面 $4B 垂直 于 平 
面 SCM. 
因此 ,通过 点 Sy 且 与 平面 SAB 生 直 的 直线 交 直 线 SM 于 一 点 





Oo. 

相应 地 ,通过 点 S; 且 和 平面 SAB 垂直 的 直线 交 直 线 SM 于 点 
Os. 

球 心 为 Oo 的 球面 如 (以 OoZ 为 半径 ) 必 包含 加 &3, 且 与 全 SAB 
的 三 边 相 切 ( 因 为 从 Oo 到 圆 &; 上任 一 点 的 距离 都 等 于 O02Z, 且 O02 旋 
| AB). 

同 理 , 球 面 如 也 包含 ASBC 全 SCA 的 内 切 圆 且 和 这 些 三 角形 的 
各 边 相 切 ,因此 球面 &o 是 所 作 的 五 个 球面 之 一 . 

类 似 地 可 以 证 明 : 球 心 为 Os 的 球面 & 包含 圆 ky , 它 也 包含 
全 SBC 和 公 SCA 的 旁 切 圆 ,因此 球面 处 是 所 作 的 五 个 球面 的 第 二 个 . 

如 果 依次 用 点 A、B、C 来 代替 点 S, 那 么 可 以 得 到 另外 三 个 旁 切 
于 棱 的 球 ,于 是 (2) 得 证 . 

18.17“ 正 三 校 锥 的 底面 正三 角形 边 长 为 1 ,棱锥 的 高 为 2. 在 此 棱 
锥 内 有 一 个 内 切 球 ,又 在 它 上 面 有 一 个 和 它 外 切 并 和 棱锥 各 侧面 相 切 
的 球 ,按照 这 个 方法 继续 地 把 球 堆 上 去 , 求 :这 些 无 限 个 球 的 体积 总 和 . 

(中 国 江苏 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 先 求 正三 棱锥 的 第 一 个 内 切 球 
的 半径 ~ 作 痢 面 SCM( 其 中 CM 是 底面 等 边 
全 ABC 的 AB 边 上 的 中 线 ,也 是 高 , 互 是 重心 )， 
这 时 齐 面 过 球 心 O, 的 大 圆 切 CM 于 互 ,又 切 斜 
高 SM 于 DD. A 

OD| SM, .. A 人 SO'DHASMH. 
rt MH 
SH— ri SM : 
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十 征 


这 流 











9k 襄 过 





1 1 3 I 

一 一 一 二 一 - X 一 -三 一 一 
其 中 MH= 本 CM= 了 本义- 3， 
/1 7 
] 

rm 6 1 

2 -一 7 一 ， 得 4 
ri 83 


再 求 第 二 个 内 切 球 的 半径 ,, 作 一 平行 于 底 且 切 于 球 的 平面 A'B 
C , 截 得 一 个 正三 核 锥 S$-ABTC', 它 的 高 


, . /1l\Y 3 
SH -2-2ri=2-2( 一 )- 7 ， 
A » , 3 . . 3 
人 SMCOASMC, .. r2: i= 2 妈 :r= 7 
二 ， 二 3 
同 理 2 


球 的 体积 总 和 = 3 x 2 rt 广 3 十 … 


1 
4 (4) _4 1 4x 





3 3\3 3”37 111 
1 (3) 

18.18 给 出 三 个 四 面体 ABCD;(i=1,2,3), 过 点 B,、C;.D, 作 
平面 a; 、B;、yY;(i 二 1,2,3) 分 别 与 棱 A.B AIC  、 AD, 瑟 直 (=1,2,3). 
如 果 九 个 平面 a;、B,、Y;(i= 1,2,3) 相 交 于 一 点 玉 , 而 三 点 Al、A,、A; 
在 同一 直线 ;上 , 求 :三 个 四 面体 的 外 接 球 面 的 交集 (形状 怎样 ? 位 置 
如 何 )? 


(第 3 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 连结 EA,、EB; EC,、ED,(i=1,， 
2,3), 则 EB; | AB,, EC; | AC,, ED, |_ AD,. 
(i=1,2,3). 
所 以 A;、B;、C;、D;\E 五 点 共 球 日 A;E 
为 此 球 的 直径 (i = 1,2,3). 从 而 五 为 所 论 三 
个 外 接 球面 的 公共 点 . 


i 
[| 
一 
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记 AE 的 中 点 为 O;,; 则 O,; 为 球 心 (i=1,2,3). 记 点 上 与 直线 1 所 
确定 的 平面 为 x. 

在 平面 x 上 ,过 玉 作 EF | AiA; 于 下 , 则 下 也 是 三 个 所 论 外 接 球 
面 的 公共 点 (如 上 图 ). : / 

因为 A1 ,4， .43 三 点 共 线 ,所 以 Oi1、O,、O3 三 点 共 线 ,此 直线 在 
平面 x 上 且 平 分 EF , 亦 即 下 为 E 关于 直线 O10O; 的 对 称 点 . 

因为 三 个 球面 都 是 关于 直线 O10O; 旋转 对 称 的 ,所 以 它们 的 交集 
也 是 关于 直线 O10; 旋转 对 称 的 . 

过 点 五 作 平面 c 生 直 于 直线 7. 当然 也 垂直 于 直线 DO; 且 点 下 
在 平面 c 上 . 

因为 上 和 下 都 在 所 论 三 个 球面 的 交集 中 ,所 以 ,三 个 球面 的 交集 


第 
是 在 平面 c 上 以 EF 为 直径 的 圆周 . 十 
当 点 巨 在 ! 上 时 ,此 圆 退 化 为 一 点 , 即 此 时 三 个 球面 相 切 于 点 E.， | 关 人 

18' 19 求证 :如 果 四 面体 有 两 组 相互 垂直 的 对 棱 , 则 所 有 各 棱 的 | 亲 


中 点 位 于 一 个 球面 上 . 
《前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 设 四 面体 的 棱 满 足 

4ACLBD，A4D1BC. 

我 们 过 四 面体 的 每 条 棱 作 一 个 平行 于 对 py 
校 的 平面 ,得 到 三 对 平行 平面 ,它们 构成 一 个 
平行 六 面体 AB'CD'A'BC'D( 如 图 ). 

平行 四 边 形 AB'CD' 与 A'BCD' 是 萎 形 . 
这 是 因为 它们 的 对 角 线 分 别 平行 于 互相 垂直 的 直线 AC 与 BD. 

同 理 , 平 行 四 边 形 AA DD’ 与 BC'CB' 也 是 萎 形 . 

因此 ,平行 六 面体 中 所 有 楼 长 都 相等 . 

从 平行 六 面体 的 对 称 中 心 O 到 四 面体 的 任意 一 条 校 的 中 点 之 距 
离 等 于 平行 六 面体 的 棱 长 的 一 半 ,所 以 所 有 棱 的 中 点 在 同一 个 球面 上 . 


(二 ) 圆 柱 .圆锥 ` 圆 台 与 球 


18.20 在 一 个 直 圆 柱 体 的 底面 圆周 上 取 对 径 点 A 与 B. 在 另 一 
底面 圆周 上 取 一 点 C ,使 得 C 不 在 平面 ABO 上 ,其 中 点 O 是 圆柱 体 的 
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轴 的 中 点 . 证明: 以 O 为 顶点 , OA 、OB、OC 为 棱 的 三 面 角 中 , 诸 二 面 
角 之 和 为 360". 
(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1982 年 ) 
[证 ] 设 C 与 C 是 关于 O 点 的 对 称 点 . 

< TB 如 果 三 面 角 OABC 关于 棱 O4 .OB 、OC 的 二 面 角 为 
xy, 则 三 面 角 OABC 关于 棱 .O4 ,OB .OC 的 二 面 角 
依次 为 ， 

180" -aa，180"- 8，7. 

设 DD 是 以 AB 为 直径 的 圆 的 圆心 ,因为 棱锥 QADC 
关于 校 OD 的 二 面 角 的 平分 平面 对 称 , 所 以 ,棱锥 
CL OADC' 中 关于 棱 O4 与 OC 的 二 面 角 相等 . 

同 理 ,在 棱锥 OBPC 中 ,关于 校 OB 与 OC 的 二 面 角 也 相等 . 

(180 — a)+(180°— 8)=Y, 

即 a+B+y=360". 

18"21 由 圆 形 金属 薄板 截取 一 个 扇形 , 卷 成 无 底 贺 锥 (和 焊接 处 不 
重 迭 ) ,使 容积 最 大 , 求 : 扇 形 的 圆心 角 的 弧度 数 . 

(中 国 福 建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 】 设 所 截 扇 形 的 圆心 角 为 a, 则 其 弧 长 L 


Lat 








R -OR. 
又 设 所 作 圆 锥 底面 半径 为 7 ,高 为 ,体积 为 V， 
_L_ak 
则 ” 2xr 2 
np VE A RVAr -a 
27x 
1 2 Lt /RY .RYVAr -oo 
了 3 rh = 全) 2x 
Ri 


要 使 V 最 大 ,只 要 (4x’ 一 a )*at 最 大 . 
而 (4x2 a)at= (8 20) or 
其 中 ,8x* 一 2a*>0, a?>0, 是 
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(8r ~2a)+a +a’=8x? 


为 定 值 ,.， 当 8-2a2= 时， V 最 大 
即 所 截 扇 形 圆心 角 a= SV6r 时 , 卷 成 的 无 底 圆锥 体积 最 大 . 


18.22 一 个 合 立体 由 均匀 的 正 圆锥 和 同 质 的 
均匀 半球 体 组 成 , 锥 的 顶 角 是 a, 锥 底 半 径 等 于 球 半 
径 . 锥 和 半球 在 锥 底 圆周 和 半球 边缘 的 一 个 公共 点 上 
贸 接 在 一 起 ,使 得 匀 链 闭合 时 ,两 个 立体 的 底面 互相 
重合 . 然后 把 整个 复合 体 在 锥 顶 悬 挂 起 来 , 而 使 半球 
统 着 贸 链 上 自由 摆动 . 试 确定 在 平衡 状态 下 (如 图 所 
示 ) , 锥 轴 与 铅 垂 线 所 成 的 角 pg 和 锥 底面 与 半球 底面 
所 成 的 角 6( 已 知 锥 和 半球 的 重心 分 别 按 1:3 和 3:5 
分 割 轴线 ). / 入 
: (中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 】 不 妨 设 锥 和 球 的 半径 是 1, G、 昌 和 KK 分 别 表示 圆锥 、 半 球 
和 整个 复合 体 的 重心 , 则 K 必 在 线段 GH 内 , 且 
2 区 


HK : KG = 圆锥 体积 :半球 体积 = 本 ctg 了 二 ， 





座 芍 外 


_1 ea. 
HK = > ct 5 KG. 


平衡 时 , AF 和 VK 都 是 铅 垂 线 , 从 而 AH// VK. 
作 AB| VK 于 B, KC| AH 于 C， 


lS) 
~ 2 9 。 


si 一 一 


2 


则 AB= AVsin AVB= 





CK = HKsin KHC 
1 
= 了 ct 了 ‘GKsin GKV 


l 
= 了 ctg 本 ‘GVsin GVK 


= im .3 
> CE tg sing 
-Sp 2 — Sing. 
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鲜 言 已 











BE cosp ~ ctg 了 sing= 忆 = S322 了 了 sing. 
于 是 ctgp= te + ctg 7 .由 此 可 确定 9. 


又 人 OAH= 9+ LOAH= 9+ 亚 ， 


0= P+ -LOAH. 
这 里 人 人 O'AH 是 已 知 角 , 9 已 确定 ,所 以 9 也 就 确定 了 . 
18*23” 正 圆 锥 的 底面 半径 为 3, 母 线 与 底面 所 成 的 角 为 30" ,在 这 
锥 体内 过 锥 顶 且 与 高 成 30" 角 作 一 平面 . 试 求 所 得 截面 的 面积 . 
(中 国 江苏 省 南京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , SO = OMtg30" = Y3，OC = 
SOtg30 = 1, 


AB =2AC=2 vy OA’?- OC=4Y2, 
SC 0 -2 


所 求 的 截面 积 = AB: SC=4Y2. 
18.24 ”一 正 圆 锥 体 有 一 半径 为 > 的 内 切 球 。 第 吕 知 一 个 忆 这 于 
相 切 , 并 且 与 圆锥 一 母线 垂直 的 平面 到 锥 顶 的 距离 为 - r, 求 :这 圆锥 


的 体积 . 
(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 作 正 圆锥 的 轴 截 面 如 图 , 则 
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设 底面 半径 为 R, 高 为 h, 则 


Ek ,rr 
sina tga 
R 4 8 
“一 | 二 一 二 一 一 一 一 一 一 
R=2r. 则 hh tga 3 下 37 


18.25 已 知 :一 个 正 圆锥 , 它 有 一 个 内 切 球 ,这 个 球 又 有 一 个 外 切 
直 圆 柱 , 该 圆柱 的 一 个 底面 在 圆锥 的 底面 上 , 设 圆锥 的 体积 为 Vi ,圆柱 
的 体积 为 V,. (1) 证 明 :等 式 Vi = W 不 可 能 成 立 . (2) 求 出 能 使 等 式 
V1=kV, 成 立 的 最 小 值 上 ,在 这 种 情况 下 ,作出 这 个 圆锥 轴 截 面 的 顶 
角 . 和 
(第 2 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 1 
[ 解 ] (1) 作 轴 截 面 ABC, 如 图 , CD 为 轴 , OF 为 圆锥 内 切 球 的 半 “| 区 
径 . 体 
设 圆 锥 的 底面 半径 为 x1, 高 为 ,内 切 球 半 
径 为 r. 则 
AD= BD=r;, OD= OFE= OF= 7r,, 
CD=h. 





Vi= 本 mr ，V,=2rr2. 


下 面 探求 mr: 和 rz 的 关系 . 

”Rt 人 A CDBORtA CEO, 
BD_CB 即 Vit 
OF C0 r2 六 一 rr 

有 rih’ —2hrirs= r3h?. 

”hx0, .. rfi(h—2r,)= rsh. 








由 题 设 可 知 ，h>>2r,， 于 是 rf= ， 
. h—2r, 
xr3h? 


V = 一 一 一 一 . 
' 3(h —2r,) 


Arr3h? 
3{(h — 2r,) 
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一 2rr3， 


假设 1 三 V, 成 立 , 则 有 





到 hh*-6rsh+12r;=0, Q) 
其 判别 式 A=36r3 一 48r3= 一 12r5<0. 


所 以 关于 的 二 次 方程 无 实 根 ,因而 Vj = V 不 可 能 成 立 . 
(2) 设 Vi=kV2, 则 由 (1) 有 
mh 3 
3(h —2r,) “ 
整理 得 ”h* 一 6krsh t+ 12kr3?=0. (@ 


这 个 关于 的 二 次 方程 有 实 根 的 充分 必要 条 件 是 
A=(~6kr;)’ ~—4(12kr3) 守 0, 
即 k(3k ~ 4)20. 


Vv 


k>0， .. 3k 一 4 之 0, 或 k 之 六 


| 


于 是 ,使 Vj = kV 成 立 的 最 小 值 为 k= 和 


在 这 种 情况 下 , 即 大 = 当时 ， 由 方程 @ 得 有 =47> 
由 此 可 得 到 这 个 圆锥 的 轴 截 面 顶 角 的 作法 : 


中 任 取 一 线段 xr,, 作 CD=4r ,并 在 CD 上 截取 OD = yy; 
(ii 以 O 〇 点 为 圆心 ,r, 为 半径 作 病 ，; 
-4 


(ii 过 C 点 作 贺 OO 的 切线 CE CF, 则 人 ECF 就 是 当 4 一 时 , 圆 


锥 轴 截 面 的 项 角 . 
18.26 一 个 平面 分 一 个 下 圆锥 为 两 部 分 ,这 截面 与 圆锥 底面 圆 局 
相 切 并 且 过 高 的 中 点 , 求 : 较 小 部 分 体积 与 整个 圆锥 体积 之 比 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
Pp [ 解 ] 设 圆锥 底面 半径 为 1, 高 为 h. 这 个 平 
/ 面 截 圆锥 面 得 一 个 椭 癌 . 

设 椭 圆 长 轴 上 的 端点 为 4《.C,A4 在 底面 圆 
周 上 , 设 B 是 底面 圆周 上 A 的 对 径 点 ,N 为 圆锥 
”的 高 的 垂 足 , 忆 是 圆锥 的 顶点 ,M 是 PN 的 中 点 ， 
$4 OO 是 AC 的 中 点 (O 也 是 椭圆 的 中 心 ) ,在 椭圆 上 
取 点 U, 使 OU 为 半 短 轴 , 延 长 PU 交底 面 于 
V ,延长 PO 交底 面 于 全 .显然 
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VW | AB, OU CA. 
连 ON，,， 则 ON/ BC， 由 于 M 是 PN 的 中 点 ,所 以 M 也 是 OC 
的 中 点 . 
OM= 了 0C= 广 O04. 于 是 O 是 个 PAN 的 重心 . 
下 面 我 们 来 求 体积 . 
” 设 d 是 P 到 AC 的 距离 ， 上 面部 分 的 体积 为 VE 上 ,下 面部 分 的 体积 
为 V-: ,整个 圆锥 的 体积 为 V. 则 
nd * OA :OU 
a 


而 4. OA 是 和 PCA 的 面积 ,也 是 人 PAB 的 面积 


Vr 一 


-十 入 


3. 
CO 
C 
< 
六 

OO 
G 
和 





由 全 POUCDAPWV 得 CC 了- -2 


VW PW 3 
又 由 勾 股 定理 有 
1 2 
7 2 {1 
NV’— NW 1 (3 ) 
1 Vr 1 


故 OU= 一 .从 而 一 = 一 一 . 
V3 Vv 3/3 


即 较 小 部 分 与 整个 国 锥 的 体积 之 比 为 一 


18*:27 设 S) 与 S$: 为 两 个 半径 不 同 的 球 ,互相 外 切 ,这 两 个 球 在 
一 个 圆锥 C 内 并 有 与 舌 相 接 而 的 部 分 都 是 一 个 完 整 的 贺 . 在 锥 内 还 有 
n 个 实心 球 , 围 成 一 圈 , 每 一 个 球 与 锥 C 相 切 ,并 且 与 S1、S, 外 切 ,每 
两 个 实心 球 也 互相 外 切 . 求 :n 的 所 有 可 能 的 值 . 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 Si 和 S, 的 半径 为 R 和 ,实心 球 的 半径 为 x. 
DE*=(R+r)-(R-r)=4Rr, 
DE=2 VRr. 
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同 理 可 得 DF=2 VRr, EF=2 wrr. 
由 DE=DF+ FE 得 





人 VRr= VRzr+ wre, 
/Rr 
郑 / = 
从 而 有 捅 + (WD 


所 以 各 实心 球 的 半径 都 相等 , 目 球 心 均 在 与 
贺 锥 的 轴 垂直 的 一 个 平面 上 .这 是 因为 球 心 在 AB 
上 的 射影 是 同一 点 O ,这 些 球 心 均 在 以 O 为 圆心 ， 





以 y 为 半径 的 圆 上 . 


SDBCE = SpBTF + SECTF + SA TBC 


(RI VR (zt) /T+ (rtR) /RE + (R+r)y. 





© 
EO 、@O 得 
TyR+r)= (R+r) VRr-xW(vVR+yr). 
—r Vrr—R VRer 
=(RIN VR -x /RVR(R+r- VR) 
= Rr—zx vRr 


=rx(VR+vVr)} -rx vRr 
=x(R+r+ VRr). 
注意 到 实心 球 的 球 心 构成 以 O 为 圆心 ,以 y 为 半径 的 贺 内 接 正 
边 形 的 顶点 , 且 该 正 n 边 形 的 边 长 为 2x .于 是 





sn E+tr 
ny 2(R+r+w Rr) 
1 K+ir R+r ] 
一 之 一 一 一 一 一 一 一 一 三 一 . 
2 IR+rt Yi) 3R+r) 3 
1 . xX 1 
本 <sm 7 
ig 1 A 1 A 
i ,x i 
从 而 有 10 arcsin 了 < < arcsin 5 6 
于 是 n=7,8,9. 
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18.28 在 锐角 人 ABC 中 , 若 4AB=c, 又 4C=5, 且 BAC=a, 同 
时 M 为 BC 的 中 点 ,G 为 三 角形 的 重心 . (1) 求 证 :G 到 BC 的 距离 为 


bcsina ;(2) 求 以 人 ABC 的 边 BC 为 轴 旋 转 而 成 的 施 


3A/ (0 一 c)2+46csin 7 


转 体 的 表面 积 和 体积 . 
(中 国 四 川 省 重庆 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] (1) 作 GDL BC 交 BC 于 D, 作 AH 
| BC, 交 BC 于 H. 
GD/ AH, 
GD: AH = MG: MA. 
G 为 三 角形 的 重心 ， ， - 
MG:MA=1:3, .. GD:AH=1:3, HH?2M 
1 


故 GD= 3 AH. 


1 _1,. . _ 
> BC AH = 7 pcsina， .. AH = Bc 


BC*=6b :+c —2bccosa. 





bcsina 
3 vb’+ce’~2bcosa 


bcsina 


3 
/b+e? -2bc (1 2sin? < 


bcsina 


3A/ (6— cc) +4bcsin 了 
[ 解 ] (2) 根 据 (1) 的 证 明 , 得 旋转 体 的 表面 积 
xt(b+ ce) bcsina 


VDT+ ci -2bccosa 


.. GD = 


$= "2rAH(b + ec)= 


旋转 体 的 体积 
_ rb’ csin ag Vb’ + c?—2bccosa 
3(6* + c*— 268ccosa) | 
18.29 ”长 为 V2 . 宽 为 工 的 矩形 ,以 它 的 一 条 对 角 线 所 在 的 直线 为 


1 
V= "AH BC 
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六 流光 


十 各 


入 





轴 旋 转 一 周 ， 求 得 到 的 旋转 体 的 体积 . 
” 《中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
“”[ 解 ] 如 图 ,D' 是 点 也 关于 AC 的 对 称 点 ,CD 交 AB 于 五 , 作 BE 
| AC 于 点 下 ,BE | AC 于 点 F. 
= VV AB’+ BC = Y3, 
AB':BC /2 
BE = AC ~ 

_BC:AF_¥3, 

4B 2 

设 公 ABC .人 ADC . 公 AHC 绕 直 线 AC 旋转 

所 成 旋转 体 的 体积 分 别 为 Vi ,V,、V;, 则 有 
2 


高 己 








Vi = Va= 3 AC.: BE’ = 


V3= re AC HE? = 


所 求 体积 V= Vj+ V,- V2x 2 -Be 3 


18.30 ”一 梯形 的 上 底 为 a ,下 底 为 2 ,一 腰 长 为 ,并且 这 腰 和 下 
底 的 夹 角 为 a(a 是 锐角 ). 如 果 以 这 个 腰 为 轴 把 梯形 旋转 一 周 , 求 :所 
成 的 旋转 体 的 体积 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 】 设 梯形 4BCD 的 两 腰 4D 、BC 的 延长 线 相交 于 E,W 以 AE 
为 轴 把 全 4BF 旋转 一 周 所 得 的 旋转 体 体 积 为 Vi, 以 AE 为 轴 把 
人 DCE 2 诈 转 一 一 周 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 V2>. 


AB/ DC ， 
ED 六 _1 
EA AB 2 


即 AE=2ED=26. 
作 BF|AE, 交 AE 于 F， 
于 是 BF= AB'sina = 24asina, 


V, = 3 BP’ FE+ xBF?.AF 


1074 界 数 学 奥林匹克 解 旺 大 辞 





一 于 xBF2.AE= 于 r(2asina)2.28 
一 = ra bsin a. 
同 理 得 内 = 本 ma2bsinza. 


所 求 体积 V= Vi Va= 二 ma2bsinza， 
18.31 一 个 直角 三 角形 绕 它 的 一 条 直角 边 旋 转 所 得 的 圆锥 体积 
是 800xcmi , 绕 它 的 另 一 条 直角 边 旋转 所 得 的 圆锥 体积 是 1920rcnnm ， 


”这 个 三 角形 的 斜 边 长 度 是 多 少 ( 以 cm 为 单位 )? 








(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 第 

[ 解 ] 设 a、5 为 这 个 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 , 由 题 意 有 + 
xba” 入 八 
3 800> @ 4 
4 -1920x © 

Dx@ 得 co 的 =9Xx8x192X103 

有 ab=240. 四 

+@ 得 ab(a +6)=3(800+1920) 

将 代入 得 a +65=34. @ 


”由 @ 和 @ 得 a*+5=(a+65)?-2ab=676. 

于 是 ”直角 三 角形 的 斜 边 c= Va’+6=26(cm). 

18:32 在 一 条 与 球 K 无 公共 点 的 直线 上 给 定 两 点 A 和 B, 由 球 
心 K 向 直线 AB 所 作 的 垂 线 的 垂 足 P 位 于 点 A、B 之 间 , 并 用 线段 AP 
和 BP 都 大 于 球 的 半径 ,我 们 来 考察 所 有 的 两 边 AC 、BC 与 球 KK 相 切 
”的 全 ABC 所 形成 的 集合 Z. 试 证 : 当 且 仅 当 三 角形 全 是 集合 Z 中 具有 
最 大 面积 的 三 角形 时 , 它 是 集合 Z 中 具有 最 大 周 长 的 三 角形 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 首先 证 明 下 面 的 引 理 : 

设 W 是 圆锥 的 顶点 ,O 是 圆锥 底面 的 中 心 , Q 是 圆锥 底面 所 在 平 
面 上 一 点 ,那么 当 O 在 直线 QR 上 时 ,直线 WQ 与 母线 WR 的 夹 角 取 
最 大 值 . 
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引 理 的 证 明 : 

对 于 底面 圆 上 任何 一 点 尺 , 按 照 余弦 定理 

QR = WR2+ WQ -2WR': WQcos/ QWR. 

由 于 线段 WR 和 WQ 为 定 值 , 则 当 QR 取得 
最 大 值 时 , cos 人 QWR 取得 最 小 值 ,从 而 人 QWR 
最 大 ,显然 , 当 QR 过 OO 时 ,QR 最 大 . 

下 面 证 明 本 上 题 . 设 公 AB7Z' 是 集 Z 中 的 一 个 包含 球 K 的 中 心 0 的 
三 角形 ,显然 集 Z 中 存在 这 样 的 三 角形 , 设 a = 人 BAC ,8 = 二 ABC . 

类 似 地 ,对 集 Z 中 任何 一 个 三 角形 ABC, 设 a= 人 BAC,B= 
了 ABC. 





因为 AC 是 球 K 的 切线 ,所 以 它 是 以 AO 为 
轴 的 直 圆 锥 的 母线 ,因此 由 引 理 知 a 之 a , 同 理 有 
8 之 8. 

将 全 ABC 和 人 ABC 放 在 同一 个 平面 上 , 容 


A 易 看 到 有 
4 全 EAX, 和 ABCCAABC- . 


而 且 这 两 个 三 角形 有 公共 底 边 . 
因此 全 ABC 的 面积 和 周 长 均 不 小 于 全 ABC 的 面积 和 周 长 . 
18.33 已 知 : 一 个 半径 为 R 的 球 及 一 个 与 球 无 公共 点 的 平面 ao 
有 一 个 圆锥 ,顶点 S 在 平面 上 运动 ,并 且 与 球 切 于 中 心 是 点 C 的 圆 . 
求 :点 C 的 几何 轨迹 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 设 由 球 心 O 向 平面 a 所 作 乖 线 的 垂 
PpP 足 是 So. 
在 平面 a 上 取 异 于 Su 的 点 S. 
平面 SoOS 垂直 于 平面 , 设 与 平面 a 交 于 
直线 p, 又 设 平面 SoOS 与 已 知 球 交 于 圆 上 , 则 
上 的 半径 为 R. 
与 顶点 在 S 且 和 已 知 球 相 切 的 圆锥 交 于 圆 & 的 两 条 切线 SM 和 
SN. 圆 锥 与 球 相 切 的 切口 圆 之 中 心 与 纺 MN 的 中 点 C 重合 . 
当 点 S 沿 直线 户 运动 时 ,点 C 将 描 划 出 某 条 曲线/ ,点 C 在 空间 
中 的 几何 轨迹 是 曲线 1 绕 直 线 OSu 旋转 生成 的 曲面 ,因此 本 题 归 结 为 
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寻求 曲线 7. 
由 点 So 作 贺 上 & 的 切线 SoMo 和 So No, 设 Co 是 弦 Mo No 的 中 点 ， 
则 在 直角 和 公 OMS 和 全 OMoSo 中 有 
OC.OS= OM2 = R?, 
OC0.OSo= OM = 尺 2 
OC OSo 


OC: OS = OCo: OSo, DC -OS 
D 


而 i GG, A S08 em O00C, 
OU 
OC= OCocos/ COCp. 
因此 ， 点 C 是 由 后 Co 到 直线 OS 的 垂 线 的 垂 足 , 即 了 OCCo 是 直 
角 . 


十 浅 


当 点 5 沿 直线 p 运动 时 ,点 C 沿 以 OCne 为 直径 的 圆 运 动 , 并 且 它 从 
经 过 这 图 上 除 O 以 外 的 一 切 点 ,因此 ,点 C 在 圆 上 所 在 的 平面 上 的 几 
何 轨迹 是 以 OCn 为 直径 的 圆 (除去 点 O) ,因而 点 C 在 空间 中 的 几何 轨 
迹 是 以 OCo 为 直径 的 球 ( 除 去 点 O). 

18-34 如 图 , AB 是 圆 台 上 底面 @@O 的 直径 ,C 
是 中 OO 上 不 同 于 A、B 的 一 点 ,A 是 下 底面 QO 上 的 
一 点 ,过 4 、A、C 的 截面 垂直 于 下 底面 , M 为 AC 的 
中 点 .又 4AC=AA4A =2,AAC=120' ,了 BAC=30?. 
(1) 求 证 :AM 平面 ABC3;(2) 求 二 面 角 A- A 呈 =-C 

,的 大 小 . 


六 并 称 





(中 国 湖南 省 数学 竞赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 设 AC=A44 =2， 且 AAAC=120, 知 AMC=2V3. 
M 是 AC 的 中 点 ，.. AM=1,8 AM| AC. 
又 平面 A‘AC 1 下 底面 ，.， 平面 A‘AC| 平面 ABC. 
C 是 OO 上 蜡 于 A、B 的 一 点 , 则 BC | AC， 
BC 平面 4AAC. 故 BC | AM. 
因此 AM | 平面 A3BC. 
(2) 作 MN1|LAB 于 N, 连 AN. 则 由 三 = 重 线 定理 知 了 MNA 为 一 面 
角 A -AB-C 的 平面 角 . 
又 由 BC 平面 AAC, 知 BC 1AC. 
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而 了 BAC=30", 在 Rt 全 A'CB 中 ,可 得 


_B3 . _AM_ 
从 而 MN= 了， .. tgCANM=MN= 


六 言 己 
[We 
ol 


故 二 面 角 A -AB-C 的 大 小 为 arctg -3 
”18.35 设 AX 与 BY 为 两 条 射线 ,不 共 面 ,并 且 都 与 AB 垂直 .在 
AX、BY 上 分 别 取 MN ,使 AM + BN = MAN. 证明; 存在 无 限 多 个 绕 一 
不 过 M 的 固定 轴 / 的 旋转 ,使 AX 旋转 后 与 MN 共 面 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 我 们 先 证 明 下 述 命 题 ; 

设 a .5 为 两 条 相交 直线 , 则 存在 平面 a, 使 得 
a 统 平面 a 内 任意 一 条 直线 ! 作 旋 转 , 不 论 转 到 什 
么 位 置 都 与 5b 共 面 . 

事实 上 ,a 和 0 夹 角 的 平分 面 就 具有 所 述 性 
质 . 证 明 如 下 : 

设 a、6 相交 于 口 ,/ 为 平面 a 内 任意 直线 . 

大 OE 1, 则 命题 显然 成 立 . 

若 O17, 过 OO 作 平 面 81L 7, 交 1 于 EE, 又 过 1 上 另 一 点 下 作 平 面 y 
|1, 交 a 于 A, 交 4b 于 B, 由 对 称 性 ,显然 有 FA = FB. 

在 平面 7 内 以 下 为 心 , FA 为 半径 作 Q@F, 交 平面 a 于 Q, 则 FQ 
平分 人 AFB, OQ 绕 ! 旋转 得 一 癌 台 ,上 底 是 以 下 为 心 , EO 为 半径 的 
OE, 下 底 为 OF. 

设 a 绕 1 旋转 op 角 成 为 a , 则 O 成 为 a 与 OE 的 交点 O ,4 成 为 
a 与 OF 的 交点 A', 而 Q 成 为 OF 上 的 点 Q ,并 且 

LOEO’= /AFA’= /QFQ’= 9. : 
LAFQ = /AAFQ=/AQFB, .. A'B/ QQ. 
义 …” OQ 与 O'Q' 为 同一 圆 台 的 母线 ， … 有 00’/ QQ.. 
于 是 O00’/AB. 即 4a' 与 b 共 面 . 
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(三 ) 球 与 其 他 


18.36 已 知 : 点 A、B、C 为 球 S 内 三 点 , 且 AB、AC 垂直 于 S 的 
过 A 点 的 直径 ,过 A 、B、C 可 作 两 个 球 均 与 S$ 相 切 . 试 证 :它们 的 半径 
.之 和 等 于 S 的 半径 . 

(第 11 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 设 所 作 的 两 个 球 的 球 心 为 S1、S，. 





因为 Si 过 A、BC 三 点 ,所 以 Si 在 过 人 ABC 的 外 心 并 且 与 
全 ABC 所 在 的 平面 垂直 的 直线 OD 上 ,同样 5S, 也 在 OD 上 . 
因为 由 已 知 SA 平面 ABC， SA/ OD. 
过 SA 与 OD 作 一 平面 M, 平 面 M 与 球 S、Si、S, 相 截 得 @S、 
中 Si1、S;, 并 且 Si 和 QS, 都 与 ©@S 相 切 ,点 A 是 Si 与 @S; 的 
一 个 交点 . 
设 @S.@Si、O@Sz: 的 半径 分 别 为 x、 
r1,72, 问 题 转化 为 r= rj + r,. 
考虑 如 图 的 梯形 SS1 SsA. 
GOS 过 4A，.… SIA=rj. 
Si 与 ©@S 相 切 ， 
“. SS1=r— rl. 
同 理 ，S,A=r,，SS,=r~ ry. 
注意 到 个 S15SA 与 公 S,SA 有 一 条 公共 边 SA = a ,并 且 它 们 的 周 
长 为 





at(r—ri)t+ri=at+(r-r)tr;=at+r. 


设 ASiIS4A 和 公 S,SA 相同 的 周 长 为 2p=atr. 
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综 二 世 





SI1S)MS4，.…，ASiS4 与 人 SSA4 的 面积 相等 . 

由 三 角形 的 面积 公式 得 
plp-a)(p—-ri)lp-(r-r)] 
=p(p-a)(p- ra)p- (rr2)] 

即 (Cp-r)lp-(r-r)]=(p- ra)(p~(r—r2)]. 

化 简 后 有 ri(r- riD= rz(r-r2)， 

Bj (ri—r)(r-ri—r2)=0, 

得 r{ 二 2 或 r=ritr;. 

当 rm = r: 时 ,人 ASiS;, 与 人 OS1S, 都 是 以 S15, 为 底 的 等 腰 三 角 

形 ,并 且 底 S1S, 上 的 高 相等 . 
所 以 0 与 A 重合 ,此 时 一 ri = 一 >， 


即 i= r= 也 有 rr 三 rlI+r;. 


从 而 总 有 r= 六 | 十 广 2 . 
18.37 在 半径 为 1 的 球 中 有 内 接 正 12 面体 ( 正 12 面体 关于 球 心 
对 称 ), 求 :这 正 12 面体 所 有 顶点 间 的 距离 的 平方 和 . 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 PQ 为 正 12 面体 的 两 个 顶点 ,P、Q 分别 是 它们 的 对 
称 顶点 , 则 PP’=2， QQ’=2. 
且 PQz+PQ2= PP! =4， 
又 PQ2+PQ22 = QQ =4. 
由 于 正 12 面体 的 顶点 有 20 个 ,所 以 对 称 顶点 间 的 距离 平方 和 
为 40. 
非 对 称 顶 点 间 的 距离 平方 和 满足 
2 > PQ?=4xX 非 对 称 顶 点 (P,Q) 的 对 数 ， 
2 PQ’=2(C% -10) = 360. 
所 以 ,该 正 12 面体 所 有 顶点 间 的 距离 平方 和 为 360 + 40 = 400. 
18.38 在 球面 上 选取 点 A、B、.C、D 和 五 ,使 得 线段 4B 和 CD 相 
交 于 下, 而 点 A、C、F 分 别 与 点 上 等 中 . 试 证 :直线 BD 和 EF 互相 垂直 . 
(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 G 是 射线 EF 与 球面 的 交点 ,而 线段 XY 表示 AB 或 CD 
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中 的 任意 一 条 ,我 们 证 明 点 Y( 从 而 直线 


BD) 在 线段 FG 的 中 垂 面 ( 即 垂直 于 线段 < 人 , 

FG 且 过 其 中 点 的 平面 ) 上 . /~ ? 
事实 上 ,X、E、Y、G 四 点 共 圆 一 一 球 的 FF SU 

截面 XEF y 局 


和 XFFc2AGYE( 有 两 角 分 别 对 应 相 
等 ,如 图 ). 
由 题 设 XE=FE 得 GY=FY. 
18.39 设 AA'、BB'、CC 是 球 的 不 在 同一 平面 的 三 条 弦 , 它 们 相 
交 于 球 内 一 点 P, 若 过 A、B、C,P 的 球面 和 过 A’、.B'、C',P 的 球面 相 
切 , 求 证 : AA = BB’ = CC : 
(第 21 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 由 题 设 可 知 ,过 点 A、A'、B、B' 的 平面 
截 题 述 的 三 个 球 于 三 个 圆 , 而且 其 中 有 两 个 圆 分 
别 是 全 ABP 及 和 43? 的 外 接 圆 ,这 两 个 圆 相 切 
于 P. 
设 RQ 是 这 两 个 相 切 圆 过 切 点 己 的 公 切 线 ， 
于 是 有 
LABP = 了 APQ= 一 ATPR 
=/AABP=/BAP. 
AP= PB. 
同 理 AP= PB.. 
从 而 AP+PA’=BP+PB’, 即 AA’=BB.. 
同 理 可 证 ”BB’ = CC“. 
44 = BB’ = CC.. 
18.40 ”半径 为 1 的 球面 上 的 两 点 用 球 内 长 度 小 于 2 的 曲线 段 连 
结 起 来 ， 证 明 : 这 条 曲线 段 一 定 落 在 这 个 球 的 某 个 半球 内 . 
(第 3 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 4A、B 表 示 曲 线段 的 两 个 端 





“过 球 心 作 垂直 于 一 AOB 的 平分 线 OC 
的 平面 x. 
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s 言 忆 





下 面 我 们 证 明 曲 线段 4B 一 定 落 在 这 个 平面 的 一 侧 含有 人 与 B 的 
半球 内 . 

作 A 关于 平面 x 的 对 称 点 A”. 

由 于 OH AA',OC | OH, 则 A’、O.B 共 线 , 于 是 A'B=2. 

我 们 注意 到 ,车 荆 是 平面 + 上 的 任意 点 ,由 A 和 A' 关 于 x 的 对 称 
性 ,有 AT=A 个. 

如 果 AB 上 含有 属于 平面 上 的 点 工 , 则 有 

AT +7 TB>AT+ TB=A'T+ TBA'B=2. 

与 已 知 曲线 段 AB 长 小 于 2 相 矛 盾 ， 

所 以 AB 上 不 可 能 有 平面 x 上 的 点 , 即 不 能 穿 过 平面 x ,所 以 这 条 
曲线 段落 在 x 的 一 侧 含有 A 、B 的 半球 内 . 

18.41 已 知 : 两 球 相交 .点 A 和 点 B 在 其 中 一 球面 上 ,而 点 C 和 和 
点 在 另 一 球面 上 ,线段 AC 经 过 两 球面 的 公共 点 ,而 线段 BD 经 过 另 
一 公共 点 且 与 连 心 线 平行 .求证 :线段 AB、CD 分 别 在 直线 AC 上 的 射 


影 长 相等 . 


(第 32 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 E.F 是 两 球面 的 公共 点 .它们 分 
0 别 在 AC 和 BD 上 ,O10O; 分 别 是 球 心 .点 G 是 
忆 下 关于 O10O; 的 对 称 点 ,显然 G 也 是 两 球 的 
公共 点 . 并且 BG 、DG 分 别 是 两 球 的 直径 (图 
1). 
记 点 X 在 AB 上 的 射影 为 X .显然 DO; 是 
图 1 球 Oi 的 弦 AE 的 中 点 ,O, 是 球 Oz 的 纺 EC 的 
中 点 .由 于 O1,O; 分别 是 BG .GD 的 中 点 ,可 
以 证 明 Ol 、O> 分 别 也 是 BG 和 GD 的 中 点 . 
(事实 上 ,如 图 2 所 示 , 取 B'G’ 中 点 Oj ,BG 中 
0) 点 O1, 可 证 B'G | 面 OO ,从 而 OO 上 
6 BG ,根据 点 在 直线 上 射影 的 惟一 性 , O, 即 为 
~ Ol 在 B'G 上 的 射影 , 且 DO 是 B'G’ 中 点 ). 
C 根据 球 的 对 称 性 , 球 的 一 弦 之 两 端点 在 另 
中 3 一 弦 所 在 直线 上 的 射影 ,或 者 都 在 弦 上 ,或 者 都 
在 它们 的 延长 线 上 ,于 是 各 点 在 AC 上 的 射影 
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可 表示 于 (图 3). 由 此 得 


B AOIEGC 0 DC 
.AB’=GE, GE=D'C 
AB’ = DC. B D 
18.42 球面 上 一 个 大 贺 记 是 以 球 心 O 为 圆心 。” 0 
的 圆 . 大圆 EE 的 极 P 是 球面 上 的 一 个 点 ,使 得 OP 是 " 
瑚 所 在 的 平面 的 垂 线 .在 通过 已 的 任何 一 个 大 阅 上 ， 图 3 


取 与 P 等 距离 的 两 点 A 和 B, 设 C 点 在 EE 上, 证明 : 
对 于 任何 球面 人 ABC( 边 是 大 圆 弧 ), 大 圆 弧 CP 是 人 C 的 平分 线 . 
(第 8 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 如 图 ,我 们 知道 ,球面 三 角形 ABC 的 角 C 
是 大 圆 强 CA 、CB 在 C 点 的 切线 所 成 的 和 角 ( 图 中 未 画 
出 ), 即 分 别 在 这 两 个 大 圆 平面 的 垂直 于 OC 的 两 条 
直线 所 成 的 角 , 也 就 是 二 面 角 A -OC -B 的 平面 角 . 
因此 ,本 题 相 当 于 证 明 平 面 COP 平分 二 面 角 
A -OC-B. 
作 直 径 PP 、AA“、BB.“. 
PP 垂直 于 五 所 在 的 平面 ,OC 又 在 这 个 平面 内 ， 
PP | OC, ACOP= /COP.. 
又 … AP=BP=BP’, 
AAOP= /BOP.. 
由 于 二 面 角 A ~OP-C 和 BOP~C 是 同一 个 二 面 角 , 所 以 三 面 
角 O -ACP 全 等 于 三 面 角 O -BCP- 
因此 ,二 面 第 A-OC -PP 等 于 二 面 角 B' -OC-P', 凤 二 面 角 和 A- 
OC ~P 等 于 二 面 角 8B-OC-P. 
从 而 大 圆 弧 CP 平分 球面 角 ACB. 
18.43 求 所 有 大 于 1 的 自然 数 ? 及 +, ,使 得 在 半径 为 1 的 球面 
上 可 以 安放 n+ 个 不 相交 的 ,半径 为 ry 的 圆周 Co, Ci,…,C,, 并 且 
对 任意 i 二 1,2,…,n ,圆周 C; 与 圆周 C; 与 圆周 Co 及 Cs 都 相 切 ,其 
中 CI= Cl. 





(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 O 是 球 心 ,又 O; 是 圆 C 的 圆心 ,i =0,1,2…,n.A. 又 
是 射线 OO; 与 球面 的 交点 , B 是 圆周 Co 与 Ci 的 切 点 , 记 op = 
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AoOB, 
OB= OAw = OA1=1, 
OoB= O1B= 7,, 
又 L000B= L0018=90". 
有 sing=r,,， AoA1=2r,. 
在 正三 棱锥 OAoA14A; 中 ,关于 顶点 O 
9 的 平面 角 为 2p, 而 关于 棱 O4 的 二 面 角 为 
360° 
ni 
如 果 4 五 是 垂直 于 校 O4u 的 垂 线 , 则 
AiH=A,H=sinog=2singcosp=2r, V1~ ro. 


SE 己 





180° 180° 
有 2r， = AoAi=AiA2=2A1Hsin =4r, Vl- rsin 一 一 . 
? nn 


2 v1- re? sin (0 


ni 











180° ] 1 
故 sin 一 一 = 一 一 一 > 一 ， 有 PnP<6.， 
n 2 VT 一 产 : 2 
因而 对 n=2,3,4,5 有 = /1 l 3. 
. .180 
4sin 一 一 
n 


18.44 Aj,A2,…,As 在 半径 为 1 的 球面 上 ,， min ,AiA) 的 最 大 
值 是 多 少 ? 确定 所 有 取得 最 大 值 的 情况 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 我 们 可 以 用 到 A;OAj 的 大 小 来 代替 A; 和 Ai; 的 距离 A,A，;， 


其 中 O 为 球 心 ， 
. 存在 一 组 点 A|,A,,…,As;, 使 
、 -又 
,in LAON>7. © 


例如 正八 面体 的 5 个 顶点 即 合 要 求 . 

现在 设 A1,A,,…, As 为 任 一 组 使 (* ) 成 立 的 点 ,我 们 证 明 其 中 
必 有 两 个 点 为 对 径 点 . z 

首先 设 A; 为 南极 ,这 时 A1、A;、A;、As 均 在 北半球 (包括 赤道 )， 
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如 果 没 有 对 径 点 , 则 北极 没有 点 A, (i = 1,2,3,4)， 由 赤道 的 二 及 两 条 


互相 垂直 的 经 线 所 围 成 的 ,北半球 的 卦 限 内 ,如 果 含 有 两 个 A,, 则 由 于 
® ,其 中 一 个 必 在 “角落 ”( 即 赤道 与 一 条 经 线 的 交点 ), 另 一 个 必 在 它 所 
对 的 经 线 上 ,于 是 A,,…, A 中 每 两 个 经 度 之 差 不 小 于 闻 ,从 而 它们 
在 将 北半球 分 为 四 个 卦 限 的 四 条 经 线 上 . 

最 后 ,如 果 有 一 个 点 不 在 赤道 上 , 则 它 的 两 个 邻 点 必须 在 赤道 上 
(各 在 一 个 卦 限 的 “角落 ”) ,这 两 个 点 是 对 径 点 . 

由 于 总 有 两 个 对 径 点 Ai 、As, 第 三 个 点 A; 不 能 使 


x 


LA10A3>7， LAOA3>— 
同时 成 立 ,所 以 (* ) 中 严格 的 不 等 号 不 可 能 成 立 , 即 min 一 A4;O4,; 的 最 
大 值 为 = 
在 等 号 成 立时 , 设 Al、A, 为 两 极 , 则 A;3、A4、A; 均 在 赤道 上 并 且 
OA3.0As.0As 两 两 夹 角 不 小 于 一 . 


所 以 在 这 种 情况 下 ,minA;A; 的 最 大 值 为 v2. 
18.45 半径 为 > 的 球面 ; 经 过 半径 为 R 的 球面 S 的 球 心 .证明 : 
如 果 球 面 S 的 弦 4B 与 球面 ; 相 切 于 点 C, 则 AC?+ BC2<2R2+72. 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 】 过 点 A、B 及 球面 S 的 球 心 O 作 一 
平面 , 则 球面 * 的 截 口 是 一 个 以 O 为 圆心 , 半 
径 为 r1 二 7 且 与 直线 AB 相 切 的 圆周 . 4 
设 OH 各 OK 分 别 垂 直 于 直线 AB 和 
OIC. 
记 AB=2a,OH=hh, 则 有 
AC*+ BC =(a+ HC)+(a~- HC 
=2a?+2HC? 
=2(R’— OF?)+2(00?.- OK’) 
=2(R’—h)+2[r?t— (r,—h)] 
=2R’~4h?+4hr 
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Ea 


人 





=2R*+ rf- (2h—r1) 
2R*+ rr. 
18.46 求证 : 若 某 立体 被 平面 截 得 的 所 有 截面 都 是 圆 ,那么 这 个 
立体 是 球 . 


高 吕 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,19S4 年 ) 

[证 ] 设 C 是 该 立体 和 某 一 平面 相交 所 得 到 的 圆 & 
的 圆心 . 

由 点 C 癌 圆 & 的 乎 面 作 垂 线 , 且 过 这 条 垂 线 作 任 一 
平面 , 设 该 平面 和 加 & 的 边界 交 于 点 己 和 @Q, 和 该 立体 本 
身 交 成 圆 A ,因为 PQ 是 圆 A 的 弦 , 所 以 它 的 中 垂 线 包 
含 图 A 的 直径 AB, 由 于 这 平面 是 任意 的 ,所 以 通过 直线 
AB 的 任 一 平面 和 立体 的 截面 都 具有 以 AB 为 直径 的 圆 ， 
因此 该 立体 是 以 AB 为 直径 的 球 . 

18"47 ”空间 中 的 三 个 圆 两 两 彼此 相 切 , 且 所 有 三 个 切 点 是 不 同 
的 . 试 证 :这 些 圆 要 人 么 在 一 个 球面 上 ,要 人 么 在 一 个 平面 上 (空间 中 的 两 个 
圆 ,如 果 它 们 有 一 个 公共 点 ,并且 在 这 点 有 公共 的 切线 ,我 们 说 这 两 贺 
相 切 ). 





(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1937 年 ) 

[证 ] 首先 证 明 :两 个 彼此 相 切 的 圆 ,或 者 在 一 个 球面 上 ,或 者 在 
一 个 平面 上 . z 

我 们 把 通过 圆心 且 和 这 个 圆 所 在 的 平面 垂直 的 直线 叫做 这 个 圆 的 
轴 , 轴 上 任何 一 点 到 这 个 圆 的 所 有 的 点 的 距离 是 相等 的 . 

于 面 研究 彼此 相 切 的 圆 的 轴 . 两 个 轴 都 在 通过 圆 的 切 点 且 和 公 切 
线 垂直 的 平面 上 ,因此 ,如 果 两 个 相 切 的 圆 不 在 一 个 平面 上 ,那么 它们 
的 轴 不 平行 ,因此 这 两 个 轴 应 该 相交 ,以 交点 为 中 心 ,通过 两 个 圆 的 切 
点 作 一 个 球面 ,那么 这 两 个 圆 在 这 个 球面 上 . 

下 面 考虑 三 个 圆 的 情形 . 设 三 个 圆 为 圆 &) .RE 、;. 

每 一 对 圆 确定 一 个 球面 或 者 确定 一 个 平面 ,本 题 需要 证 明 , 所 有 三 
对 圆 确定 同一 个 球面 ,或 者 确定 同一 个 平面 : 

假设 圆 et 和 &s 所 确定 的 球面 (或 平面 )G, 和 贺 &, 和 A3; 所 确定 
的 球面 (或 平面 ) G; 不 重合 ,但 是 , 若 两 个 球面 (或 一 个 球面 和 一 个 平 
面 ) 不 重合 ,但 有 公共 的 圆 ,那么 除了 这 个 圆 上 的 点 之 外 ,没有 其 他 的 公 
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共 的 点 ,因此 ,对 于 G 和 G: ,除了 圆 &3 上 的 点 以 外 ,不 能 再 有 其 他 的 
公共 点 ,然而 G; 和 Gs 都 包含 了 图 上 和 圆 &; 的 切 点 ,并且 由 题 设 ,所 
有 三 个 切 点 是 不 同 的 ,于 是 出 现 矛 盾 ,这 矛盾 表明 G, 和 Gs 是 重合 的 ， 
即 这 三 个 圆 或 者 在 同一 个 球面 上 ,或 者 在 同一 个 平面 上 . 

18*48 假设 O 点 是 球面 K 的 中 心 ,P 和 Q 是 球 K 外 的 点 ,以 点 
P 为 中 心 , PO 为 半径 作 球 面 ,以 点 Q 为 中 心 , QO 为 半径 作 球 面 , 试 
证 :这 两 个 球面 在 K 内 的 面积 相等 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1902 年 ) 

[证 ] 设 以 点 已 为 中 心 , PO 为 半径 的 球面 
为 多 ,过 天 的 直径 OT 作 平 面 ,此 平面 与 球 KK 
和 天 交 得 圆 & 和 , 圆 & 和 有 相交 于 MN , 设 
OT 交 MN 于 S. 

球面 K 在 球面 K 内 的 面积 下 ,内 球 冠 面积 
公式 得 下 = rr OT:OS. 

又 由 直角 三 角形 的 射影 定理 有 一 = OM? = OT OS. 其 中 为 球 
K 的 半径 ,因而 下 = xr*. 

因此 ,球面 K 在 球面 K 内 的 那 一 部 分 面积 与 点 P 的 位 置 无 关 , 于 
是 题 中 所 说 的 两 球面 在 K 内 的 面积 相等 . 

18-49 在 一 个 光滑 的 桌面 上 , 放 有 半径 分 别 为 1.2.4 的 三 个 木 
球 ,每 个 木 球 均 与 桌面 相 切 ,并 且 与 其 余 两 个 木 球 外 切 ,另外 在 桌面 上 
还 有 一 个 半径 小 于 1 的 小 木 球 ,并 且 与 三 个 木 球 都 相 切 . 求 :这 个 小 木 
球 的 半径 . 





(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 易 知 ,半径 分 别 为 ri rs 的 两 个 与 桌面 相 切 且 互相 外 切 的 
球 与 桌面 的 两 个 切 点 间 的 距离 为 2 Vrir;. 
设 小 木 球 的 半径 为 x ,半径 分 别 为 1.2、4,x 的 木 球 与 桌面 的 切 点 
分 别 为 4 .BC、D, 则 
AB=2Y2, AC=4, BC=42, 
AD=2 Vr, CD=4 Vr, BD=2 v27. 
记 ADB=4a, BDC= 8， 则 LCDA=2x- (a+B). 
在 全 ADB 中 ,由 余弦 定理 ， 
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4B2= AD’* + BD’ ~ 2AD: BD':cosa, 





C 
即 8=4x+87r 2:2 Vr:2 V2r :cosa 
3I—2 
则 cosa 二 一 一 由 
COS 7 万 
、 oe _ 37 一 4 
RN 类 似 地 可 得 ”cosp ) QO 
Sx—4 
故 cosl2r (at+B)J= 7 3) 
~/ A 2 
而 gna = VE YL-4 4) 
2 V27 
区 一 1K 7 
又 sin8= v1- cos ©) 
并 


利用 中 名 .加 四 加 ,及 cos(e+pB)=cosacos8+sinasing 可 得 


Sr—-4 1 一 一 一 
二 = 一 353z-2)(3z 一 4)- Vv (12x -4 x )(24r—16- x*)]. 


整理 得 7x* 一 28x+16=0. 

由 0<x<1 可 解 得 z=2-4 V2 

18.50 ”四 个 半径 为 2 的 球 两 两 相 切 ( 即 每 一 个 球 均 与 其 他 三 个 球 
相 切 ). 求 :其 外 切 四 面体 的 边 长 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 四 个 球 心 组 成 一 个 棱 长 a = 4 的 正四 面体 , 它 的 中 心 0 到 
各 面 的 距离 为 四 面体 高 的 一 

容易 求 出 ,这 个 棱 长 为 a 的 正四 面体 的 高 为 


(VE 区 


O 到 各 面 的 距离 a= Th. 


外 切 四 面体 的 各 面 分 别 与 上 述 正四 面体 的 各 面 平 行 ,距离 均 为 2， 
所 以 外 切 四 面体 也 是 正四 面体 ,与 上 述 正四 面体 有 公共 中 心 0, 并且 
与 上 述 正四 面体 位 似 , 位 似 中 心 为 O ,而 位 似 比 为 
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< 
4 YY3 
d+2 3 l 
/二 + 
3 2 


所 以 ”外 切 四 面体 的 边 长 为 
d+2 V+? 
二 一 x4= 一 一 一 x4=4(1+V6). 
d 2 
V3 
18.51 空间 有 四 个 球 , 它 们 的 半径 分 别 为 2.2.3.3, 每 个 球 都 与 
其 余 三 个 球 外 切 . 另 有 一 个 小 球 与 那 四 个 球 都 外 切 . 求 :这 个 小 球 的 半 


径 . 





(第 11 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 用 A、B 记 半 径 为 3 的 两 个 球 的 球 
心 ,C.D 记 半 径 为 2 的 两 个 球 的 球 心 , 且 令 R= 
3,r=2, 从 而 有 
AB=2R，CD=2r， 
AD= AC= BD= BC=R+r. 
若 小 球 存在 , 记 其 球 心 为 卫 , 半 径 为 ,又 有 4 
AP=BP=R+s, CP=DP=r+s. 
过 点 C 作 线 段 AB 的 牌 直 平分 面 , 由 于 AC= BC,AP= BP,AD= 
BD, 则 点 P 以 及 线段 CD 都 在 这 平面 上 ,这 平面 与 AB 的 交点 记 为 E， 
它 应 是 4B 的 中 点 . ， 


考察 人 CDE ,注意 到 17 
DE=CE=vV(R+r)-R?’ 
= V2Rr+r’, 
DC=2r, DP=CP=r+;s. 
于 是 ,人 DEP 实 ACEP, /DEP= /CEP. 
延长 EP 交 DC 于 F, 于 是 EF |」 0D， 
从 而 CF= FD=r. 


且 EF= VEC’- CF = V2Rrt+r -r= V2Rr. 


C 
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遍 共 水 





及 EP= V(r+s)2 一 天 = Vs +2rs. 
在 人 APE 中 ,由 于 PE AE, 故 有 

= VAPI-AE5I= V(R+s) -R= VIRs+s. 
由 EF=EP+PF 可 得 V2Rr= V2Rst+s + V2rs+s’, 
代入 R=3, r=2 得 VI2= V6st+s:+vV4st+s? 


解 得 := 即 所 求 小 球 的 半径 为 


18.52 ”四 个 半径 为 1 的 球 彼此 相 切 ， 二 个 在 地 板 上 ， 第 四 个 放 在 
它们 上 面 ,一 个 边 长 为 ; 的 正四 面体 的 面 与 这 些 球 相 切 . 求 :s. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 四 个 球 的 球 心 组 成 楼 长 为 2 的 正四 面体 . 


这 个 正四 面体 底面 三 角形 的 高 为 2x 2 =V3 


正四 面体 的 高 通过 底面 重心 ,这 高 为 
2 /25Y_, /2 
V7- 535) TN 3 
设 O 是 这 正四 面体 的 中 心 ,由 于 正四 面体 的 中 心 分 它 的 高 为 1:3， 
所 以 O 到 这 个 四 面体 的 底面 的 距离 为 


1 1:2 _1 /2 
二 一 XxX -一 一 一 一 一 
a 4 “ 3 2Y3 


O 也 是 这 个 正四 面体 与 边 长 为 ; 的 正四 面体 的 位 似 中 心 ,而 相似 


3 言 声 





则 








< =2+2 v6. 


3 
18'53 ”把 半径 为 1 的 四 个 小 球 树 成 两 层 放 在 桌面 上 :下 层 三 
上 技 一 个 ,两 两 相 切 , 求 :上 层 小 球 最 高 点 到 桌面 的 距离 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 上 层 小 球 的 球 心 为 O1, 下 层 三 个 小 球 球 心 为 0; .O3、 
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O4 ,连接 O10;、O10O3、O10;、O203、O2;01、 1 
1 


O3O4. 
因为 这 四 个 小 球 两 两 相 切 ， 
所 以 O01O;= O0103= O101= 0O0;03= 04 0 3 
O20;= O30 =2, 
因此 O - O;O3O4 可 以 看 作 是 一 个 楼 7 
长 为 2 的 正四 面体 . 


如 图 ,过 Oi 作 正 四 面体 的 高 OIK , 则 K 是 正三 角形 02O3O4 的 
中 心 , 连 OK 

则 OK= 子 3 故 OK=V OO OR = 4 

因为 0; .O03、O4 到 时 面 距离 都 等 于 1, 所 以 面 02O35O3 平行 于 果 


痰 
而 , 则 球 O, 上 最 高 点 到 桌面 的 距离 应 是 1+ 238 + 1=2+ 之 6， 
18.54 有 五 个 球 A、B.C.D.E, 已 知 A EB 大 ,C 的 半径 是 A、 
B 半径 的 平均 数 ,DD 的 面积 是 A 、B 面积 的 平均 数 ,FE 的 体积 是 A 、B 体 
积 的 平均 数 , 试 按 大 小 顺序 排列 这 五 个 球 并 给 予 证 明 . 
(中 国 福建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 A、B.C.D.\E 各 球 半 径 依 次 为 a、5、c、d 、e. 依 题 意 : 





1 
a>b,c= (ath); 


1 | 
4nd’ = (4na’ + 4nb’), 即 4 = 7 (a+); 
4 1/4 4 门 
re (ra +) BI e= F(a +t). 


显然 c .de 都 在 a 与 5 之 间 . 
又 可 证 e>d>rc. 事实 上 ,要 证 &>re， 


即 f(a +67)> 广 (a+b)， 


、 1 
只 要 证 F(a tb) > (+2ab + Bb), 
即 wo-2ap+p>0, 或 (a -56)?*>0; OD 
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Se 言 六 





3 
要 证 e> 以 ， 即 VE) > L(tp), 


只 要 证 二 (a3+63)?> 吉 (a?+ 2) 

或 as-3atb*+4a3b3~3abt+6°>0, 

即 (a~b) (at+2a b+2ab? + 6b)>0. © 

由 于 a>b5>0，QD 名 显然 成 立 . 故 aa>e>d>c>p. 

18*55 试问 : 5 个 球面 至 多 可 把 空间 分 成 多 少 个 部 分 ? 

(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1939 年 ) 

[ 解 ] (1) 先 研究 贺 划 分 球面 问题 

n 个 贺 中 每 对 圆 恰好 相交 于 两 点 ,但 没有 三 个 圆 共 点 , 且 都 与 球面 
相交 于 一 交 线 圆 , 则 称 此 有 个 圆 为 处 于 一 般 位 置 的 圆 . 

大 2EN+i0l( 即 宇 是 非 负 整数 ) , 设 C, 表示 由 个 处 于 一 般 位 
置 的 圆 把 球面 划分 成 球面 片 的 个 数 , 则 

Co=1, C1i=2 

当 nn 实 2 时 .一 1 个 处 于 一 般 位 置 的 圆 把 球面 划分 成 C, _ ;个 球面 
片 ,在 这 个 球面 内 插入 第 ”个 圆 ,使 得 这 ”个 圆 处 于 一 般 位 置 . 

前 nn 一 1 个 贺 与 第 个 圆 相 交 于 2(n 一 1) 个 不 同 的 点 ,它们 把 第 
) 个 贺 划 分 成 2(02 -1 了) 段 弧 ,第 n 个 圆 的 这 些 弛 中 的 每 一 个 都 把 球面 
上 原 有 的 球面 片 之 一 分 成 两 个 球面 片 . 类推 地 可 有 

C=C,_1+2(n—1) 

=C,_2+2(n -2)+2(n— 1) 


[| 


=CI+2xX1+2x2+.…+2(n-1) 
=2+2[1+2+:…+{(n-1)) 
=2+2x 5 (nD)n=n nt2. 
(2) 再 俩 究 球 面 划 分 空间 问题 
n 个 球面 中 每 对 球面 恰好 相交 成 一 圆 ,但 是 没有 三 个 球面 交 于 一 
个 圆 ,每 三 个 球面 交 于 一 点 ,但 没有 四 个 球面 共 点 , 称 此 2 个 球面 为 处 
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于 一 般 位 置 的 球面 . 
车 nEN+10|, 设 d, 表示 n 个 处 于 一 般 位 置 的 球面 把 空间 划分 
成 区 域 的 个 数 , 则 
di=1, d;=2. 
当 2 之 2 时 用 一 1 个 处 于 一 一 般 位 置 的 球面 把 空 s 间 划分 成 d,, -1 个 
区 域 ,在 空间 中 插入 第 2” 个 球面 ,使 得 这 2 个 球面 处 于 一 般 位 置 . 
前 n 一 1 个 球面 与 第 n 个 球面 相交 于 一 1 个 圆 , 这 些 交 线 同 在 第 
n 个 球面 上 处 于 一 般 位 置 ,这 n -1 个 交 线 圆 把 第 )， 个 球面 划分 成 
qd, -1 个 球面 片 , 而 这 些 球面 片 的 每 一 个 把 原 有 的 空间 区 域 之 一 划分 成 
两 个 空间 区 域 .因此 
d=d,-1+C,-1, 
即 4d,—d,-!1= CG,-.i, 
或 qd, 一 4d,_1=(n-1)—(n~-1)+2. 
. 4d,-1—d,-.2=(n~-2)—(n—2)+2, 
d,-2— dn_3=(n~3):—(n—-3)+2, 
d2— di=1-1+2, 
县 qi=2， 
将 上 面 诸 式 相 加 得 
ad, =[12+22+…+(a 一 ti2]-[L+2+.…+( 一 1)]+27 





= Da2n 1) Dat2n 


1 z 
= n(n 3n+8). 


特别 地 , 当 =5 时 ds =X5(5 3X5+8)= 30. 


18.56 物体 在 两 个 平面 上 的 投影 都 是 园 求证 : 这 两 个 圆 的 半径 
相等 . 
(第 5 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 如 果 两 个 平面 互相 平行 , 则 物体 在 这 两 个 平面 上 的 垂直 投 
影 为 大 小 相等 的 两 个 圆 ,结论 显然 成 立 . 
硅 两 个 平面 K .8 不 平行 , 则 它们 相交 于 直线 / ,那么 物体 对 两 个 平 


世界 数学 伍 林 号 克 解 题 大 辞 费 1093 - 





总 己 


面 的 交 线 ! 的 投影 可 以 看 作 是 这 个 物体 在 


a .PB 上 的 投影 分 别 对 7 的 投影 . 
而 网 对 与 它 同 在 一 个 平面 上 的 直线 的 投 


OO~、 影 是 等 于 圆 的 直径 的 一 条 线段 . 
从、 即 物体 在 a、8 上 的 投影 圆 在 1 上 的 投影 


是 同一 条 线段 ,所 以 这 两 个 加 的 直径 相等 , 进 
而 半径 相等 . 

18.57 在 空间 给 定 6 个 不 同 的 点 ,已 知 经 过 其 中 任意 $ 个 点 可 以 
作 一 个 球 ,由 此 能 不 能 推出 经 过 这 6 点 可 以 作 一 个 球 . 

(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 我 们 证 明 所 有 的 6 个 点 位 于 一 个 球 上 . 

(1) 铬 已 知 6 点 中 有 4 点 不 共 面 , 则 存在 惟一 的 球 S 经 过 这 些 点 ， 
从 而 由 条 件 :这 6 个 点 中 的 任意 5 个 点 都 位 于 某 一 个 球 上 可 以 推出 ,其 
余 的 两 个 点 也 在 这 个 球 上 . 

(2) 咎 已 知 6 点 中 任意 4 个 点 都 共 面 ,考虑 已 知 点 中 任意 3 个 点 ， 
它们 不 共 线 (因为 它们 位 于 一 个 球 上 ) ,因此 过 这 三 点 有 惟一 的 平面 PP， 
于 是 由 任意 4 点 共 面 , 则 其 余 3 点 中 的 每 一 点 都 位 于 平面 P 内 . 

由 此 可 知 ,已 知 点 中 的 任意 $ 个 点 必 位 于 同一 个 圆周 上 ,而 这 个 名 
由 3 个 点 就 可 以 确定 一 个 圆 ,因此 所 有 的 6 个 点 都 在 同一 个 圆 上 ,从 而 
也 位 于 同一 个 球 上 . 

由 (1),(2), 题 设 的 6 个 点 在 同一 个 球 上 . 

18*58 三 维 欧 氏 空间 是 否 可 表 成 无 公共 点 的 圆 ( 周 ) 的 并 集 ? 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 首先 我 们 指出 ,去 掉 了 两 个 点 P、Q 的 球面 S$ 可 以 表示 成 
无 公共 点 的 圆 的 并 集 . 

设 过 PQ 的 两 个 切面 相交 于 直线 g 或 者 它们 互相 平行 , 作 平面 
过 g 或 与 上 述 两 个 切面 平面 平行 ,这 些 平面 截 S 所 得 的 圆 无 公共 点 ， 
且 它 们 的 并 集 为 S\ 1P, Qi. 

设 KK 是 过 原点 O ,半径 为 1 的 圆 , 对 O< ><<2 ,每 个 球 

S,: 1Pla(P,O)= ri 
与 K 有 两 个 公共 点 .因此 除去 这 两 点 后 可 表 为 无 公共 点 的 圆 的 并 集 . 
于 是 M = (Us ) UK 可 表 为 无 公共 点 的 圆 的 并 集 . M 是 以 O 为 
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心 , 半 径 为 2 的 球 的 内 部 添上 一 点 4,O4 =2. 

将 M 沿 xz 轴 平 移 , 每 次 移 4 个 单位 ,得 到 一 系列 无 公共 点 的 圆 . 

作 x 轴 的 垂 面 ,每 个 垂 面 上 有 一 个 点 或 一 个 圆 属于 M 或 M 经 上 
述 平移 而 得 的 集 . 

在 每 一 个 平面 上 再 作 一 系列 同心 的 圆 ( 周 ), 则 整个 空间 被 表 为 无 
公共 点 的 圆周 的 并 集 . 
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下 锅 ” 酷 析 几何 





第 十 九 革 ” 疝 量 与 解析 几何 


(一 ) 回 量 问 题 多 

a + 

i 万 
19'1 在 平面 上 给 出 和 为 DO 的 向 量 z ,5,c ,2 .证 明 : 不 等 式 |21+ | 后 
Bl+1el+idl>laraltld+al+ li+al. 人 


(第 10 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 将 和 为 O 的 四 个 向 量 ,调整 成 一 个 封闭 ， Dp 
自 交 折线 图 . 
AB=2, BC=3, CD=i, DA=2 
则 at6tc+d=0 
otdl=|-(at+e)|=|latcl<lal+tlel. 


又 Jardl+je+d|l=BD+ACZIEI+|D| 





名 | 


lal+ioltlcl+iadl2|la+radl+ld+al+ li+al. 
19.2 在 癌 一 个 平面 内 有 两 个 等 边 三 角形 Ai1A2A;、B1B;B;. 其 
顶点 沿边 界 按 顺 时 针 依次 标 写 . 从 任 一 点 O 分 别 引 出 等 于 入 


A2B2、A3B3 的 向 量 OG1、OC; .OC ,求证 :点 CC C, 也 是 一 个 等 沪 
三 角形 的 顶点 ， 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
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E 售 记 


[证 ] 只 需 证 CC3; 由 CuC? 逆 时 针 旋 转 
60" 而 得 到 ( 因 等 长 同 向 的 向 量 相等 ,所 以 不 必 
考虑 旋转 中 心 的 位 置 ) 为 了 利用 题 设 ,我 们 





CG = O00; ~ O00 = AsB,- AiB, 

) Ca 而 AsB;+ BBi+ BiA1+ AiA1=0, 
a | 即 AsB;s— AiB1= BiB,~ - AiA, 

” 故 CiCz= BiB2— AiAz. 


一 -一 ~ 


同 理 CiC3= BI1B;~ AlA;. 


由 已 知 条 件 , A1A 与 B1B; 分 别 由 AiA2 与 BiB;( 顺 时 针 ) 旋 转 60， 


而 得 到 , 所 以 这 时 CiC; 也 是 由 CiCs 旋 转 同 样 的 角度 而 得 到 . 即 
入 CiCyC3 是 等 边 三 角形 . 


19.3 ”入 ABC 内 任 取 一 点 O. 求 证 :S) “OA + S; .OB + Sy :OC 
=0 成 立 ,其 中 S1、S;、S; 分 别 为 全 BCO、 人 CAO, 全 ABO 的 面积 . 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
1 [证 ] 如 图 ,用 复数 表示 向 量 ,只 需 证 
alcosa + isina )bcsin(27x — 8) 
+B(cosp+ isin8)casina + cabsin(P ~ a)=0. 

比较 两 边 虚 实 部 可 有 : 
~ C — cosasinB + cosBsina + sin(B ~ a)=0 

上 式 显然 成 立 . 

19.4 若 已 知 四 边 形 ACPH AMBE 、AHBT 、BKXM 、CKXP 都 是 
平行 四 边 形 (所 有 四边形 的 顶点 都 按 同 一 方向 排列 ) .求证 ;ABTE 也 是 
平行 四 边 形 . 

(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 用 向 量 性 质 来 证 明 . 


由 之 AMBE 得 ，AE = MB ， 
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由 CBAMAXK 得 ， MB = XK, / E 8 
由 CKXP 得 ，XK = PC， fj/ 
由 已 ACPH 得 ，PC= HA. “ M 
由 上 AHBT 得 ，HA = BT. 


AE = BT 即 ”ABTE 是 平行 四 边 形 . 
19"5 在 平面 上 是 否 存 在 这 样 的 向 量 组 :(1) 在 一 组 两 两 不 共 线 的 
四 个 同 量 中 ,任意 两 个 向 量 的 和 垂直 于 另 两 个 向 量 的 和 ;(2) 在 一 组 91 
个 非 零 回 量 中 ,任意 19 个 向 量 的 和 垂直 于 其 余 的 向 量 的 和 . 


(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 第 

[ 解 ] 〈1) 这 样 的 向 量 组 是 存在 的 . | 
设 P 点 是 正人 ABC 内 切 圆 O 的 圆周 上 任意 一 点 . 外 
考虑 向 量 PA .PB .PC .PO 就 可 组 成 所 需要 的 四 个 向 量 的 向 量 组 ， | 
何 


只 要 向 量 PO =7, 不 与 其 余 三 个 向 量 的 任 一 个 共 线 即 可 . 
事实 上 , 设 04 =#，0B = 了 ，OC = 纪 ， 例 如 有 


(PA+PB)(PC+PO)=(a+t+6+2r)(c+27) 


= (2 r—c)(2 六 十) 
=4|r|?— 1cl?2=0 
其 余 情况 可 类 似 地 证 明 . 
(2) 这 样 的 向 量 组 是 不 存在 的 . 2 
用 反 证 法 证 明 : 设 符合 题目 要 求 的 91 个 向 量 组 人 
成 的 向 量 组 存在 .又 设 OS 是 它们 的 和 ,而 OX 是 其 中 RX >\ 
19 个 向 量 之 和 ,那么 点 X 在 以 OS 为 直径 的 圆周 o 
上 . 








条 件 志 二 忆 艺 了 世 ， 站 优 ,可 取 另 外 17 7 个 和 为 - 
的 向 量 , 梅 成 6 个 向 量 . 
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a 六 沁 


OX = gta tb(i=1,2,3; j=1,2). 

这 些 向 量 的 终端 X, 将 在 圆周 上 .于 是 3 个 相等 而 不 重合 的 非 零 
向 量 X1Xis = OX - OXi = 已 -六 .将 成 为 三 条 平行 的 等 弦 , 这 是 不 
可 能 的 . 

由 上 面 的 论证 知 ,在 假设 的 向 量 组 中 没有 5 个 不 同 的 向 量 , 甚 至 也 
没有 4 个 不 同 的 向 量 . x、y.z、t. 

若 不 然 ,4 个 向 量 之 一 例如 i 出 现 两 次 ,这 样 又 找到 5 个 向 量 a = 


A 一 全 


i，a2 二 +，a3 二 y，b1= zx，b2 = 了 ,与 上 述 论证 矛盾 . 
这 样 所 设 91 个 回 量 中 至 多 有 3 种 不 同 的 向 量 . 
如 有 果 恰 有 3 种 不 同 的 向 量 类 型 ,那么 只 有 其 中 一 种 向 量 类 型 多 于 


1 个 (否则 可 取 久 、 妈 分 别 为 a as ` 忆 中 的 某 两 个 ,又 矛盾 )， 
因为 上 述 向 量 并 非 所 有 的 都 相等 ,所 以 它们 恰 有 2 或 3 种 类 型 . 
设 z 的 类 型 出 现 最 多 为 w 志 89 次 ,那么 再 找 (不 同 于 z) 向 量 y 和 < 
组 成 和 向 量 . 


OY1=187+y, OY2=187+2, OY3=1772+y+2, OF,=19 


1 一 一 一 1 一 一 
由 等 式 本 (OOY + OY,) = (OY + OY4) 得 弦 YY 与 YY 


的 中 点 重合 ,但 这 些 弦 本 身 不 重合 (YY3 关 Yl,Y; 关 Y;), 所 以 它们 是 
图 o 的 直径 . 


由 此 得 > 天 =, 即 有 3 种 不 同类 型 ,从 而 m = 89, 又 

OY + OY; = OS, 

即 36x+y+z=89xX+y+z， 但 这 是 不 可 能 的 . 

最 后 , 设 向 量 x+ 出 现 90 次 ,而 y 出 现 1 次， 那么 令 OZ, = 18 工 + y, 
得 纺 OZ, = 19 x. 


和 SZ =O2Z - OS=(18 x+y)-(90xty)=727. 
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平行 于 向 量 x, 并 且 关 于 直径 OS 的 中 点 对 称 ( 因 为 它们 两 个 都 平 
行 于 向 量 x) ,这 也 是 不 可 能 的 . 
19.6 在 平面 上 给 出 1980 个 向 量 , 其 中 有 不 共 线 的 ,但 这 些 向 量 
中 的 任意 1979 个 之 和 与 余下 的 那 一 个 共 线 . 试 证 :所 有 给 定 的 1980 个 
向 量 之 和 等 于 零 向 量 . 
(第 14 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 


[证 ] 用 4 表示 给 出 的 1980 个 向 量 之 和 . 


一 一 


Qi 十 Q2 十 十 &l980 三 Q. 


这 时 , 除 a; 之 外 的 向 量 之 和 写成 4 ~ a,， 





吞 a; 关 0, 则 题 设 得 a 一 a;= ka;, 世 对 某 个 数 ,a= (1+&,) 向 1 
dj. 与 
. . 1 解 
若 a 关 0， 则 1+& 承 0， 所 以 ”任意 的 非 零 向 量 ai= Ti 站 
| 何 


与 4 共 线 . 
显然 这 与 给 定向 量 中 有 不 共 线 的 矛盾 .因此 a =0. 
19.7 在 平面 上 给 定点 Ao 及 n 个 向 量 a1 ,a,,…,a, 它们 的 和 等 


于 01. 这 些 向 量 的 每 种 排列 a , a;2，,… a .确定 点 A1, A2,…, A, = Ai 
的 集合 ,使 得 41 = AoA1, a = A1A2,…， 4 = A._1A .求证 :存在 一 
种 排列 ,对 此 ,所 有 点 A1, A;,…,A,_1 位 于 一 个 60" 角 的 内 部 或 边 上 . 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 我 们 按 这 样 的 顺序 排列 所 给 的 向 量 . 


L 








使 得 折线 ApA… A, -A, 构成 一 个 凸 多 边 形 . 

同时 ,选择 顶点 A, 、A, 、A,, ,使 得 人 AAA ， 有 共有 AN A 
较 大 的 面积 . (如 图 ) 过 三 角形 的 各 顶点 引 平 行 于 4 
对 边 的 直线 ,得 公 KLM . 和 


K Ai 


那么 整 条 折线 被 点 A 、Aj 、A, 分 成 三 部 分 . 
其 中 每 个 部 分 将 整个 地 落 在 相应 的 AAAKA， 和 ALA， 和 AMA4A, 内 
(看 某 顶 点 A; 超出 个 KLM 的 界限 , 则 入 AtA,A。 的 一 个 顶点 可 用 人 
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闪 语 己 


代替 ,其 面积 随 之 增 大 ). 

在 三 部 分 折线 的 每 一 部 分 ,将 构成 它们 的 向 量 按 相反 的 顺序 ,各 自 
地 重 排 ,也 就 是 分 别 关 于 全 AkAjA，, 各 相应 边 的 中 点 对 称 地 反射 ,其 结 
果 新 的 折线 整个 地 落 在 全 AkAiA,, 内 . 

而 三 角形 中 至 少 有 一 内 角 不 大 于 60", 最 后 将 这 个 角 的 顶点 平移 
至 4 ,而 整个 向 量 组 也 按 此 平移 . 

19.8 在 平面 上 给 定 正 x 边 形 A1A，…A,.(1) 证 明 ; 如 果 ?为 偶 
数 ,那么 对 平面 上 任意 点 M ,在 表达 式 + MA1 + MA, 十 … + MA, 中 可 


适当 选取 “+ ”或 “~-”, 使 得 所 得 的 和 为 O.(2) 证 明 : 如 果 n 为 奇数 , 那 
么 只 能 对 平面 上 有 限 个 点 M ,在 上述 表 达 式 中 适当 选取 “+”,“ ”号 ， 
使 得 所 得 的 和 为 O. 
(第 20 属 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] (1) 设 O 为 正 2 边 形 4,4;…A, 的 外 接 圆 圆心 ,其 中 ”为 
偶数 . 


MA = MO+ OAs(k=1,2,..,n) 
+ MA + MAs + + MA, = (+ MO+ MO + MO) 
+ (+ OA1t OA, +t. +0OA4,) 
只 需 在 MA 中 上 为 奇数 时 取 “ + ”, 其 余 到 “ - " 即 可 . 
(2) 在 所 考虑 的 和 式 中 , 设 向 量 O4; ,OA;,,…,OA; 取 “+”, 而 
04 ,OA4;,,…,OA;_, 取 “-”, 那 么 和 式 右 端 变 为 
kMO- (nh)MO+ (OA;, + OA + + Oh; ) (OA, + OA, 
ON ) 
如 果 MO= 一 元 [LOA + Oh, ++ O04) - (Oh, + OA, 
+…+ O04)，,)]， 那么 上 式 将 为 0. 
如 果 给 定 一 组 下 标 证,i2，…, is 及 广 ,j2，…, 训 -; 上 式 就 惟一 地 
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确定 了 点 M. 而 这 样 一 组 数 的 组 数 是 有 限 的 ,所 以 当 2” 为 奇数 时 ,满足 
题 设 条 件 的 点 M 的 数目 有 限 . 
19.9 在 平面 上 给 定 个 向 量 , 它 们 的 长 度 都 等 于 1.2 个 向 量 之 
和 是 零 向 量 . 证 明 : 可 以 把 向量 编号 ,使 得 当 &=1,2,…,?2 时 ,前 不 个 
向 量 之 和 长 度 不 大 于 2. 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 把 所 有 向 量 都 放 在 某 一 点 O. 


我 们 证 明 :如 果 已 经 选 到 上 个 向 量 其 和 S= OS 
(如 图 ), 且 |S| 志 1, 则 剩 下 的 向 量 中 可 以 要 么 选 出 一 ? 


个 向 量 a, 使 |s+a| 志 1, 要 人 么 可 选择 两 个 向 量 5、c， 







使 3 +6+C|<IL a 
事实 上 ,如 果 在 其 余 向 量 中 有 向 量 3, 使 4 与 ; 夹 钥 (3,5) 之 120", 则 | 

1 + ai 去 1 并 
如 果 没 有 这 样 的 向 量 ,由 于 直线 OS 的 两 侧 都 有 向 量 组 中 的 向 量 ， | 入 


那么 可 以 在 OS 的 一 侧 的 半 平 面 中 选择 与 向 量 S 构成 最 大 角 的 一 个 向 
量 作 为 5 ,同样 也 可 以 在 OS 的 另 一 侧 的 半 平 面 中 选择 向 量 - 
显然 (c ,5) 与 (6,s) 中 有 一 个 是 钝 角 . 而 (5,c) > 120". 
不 妨 设 (5,s)>90', 那么 |s+6|1<Y5. 而 (+c,3)>120°， 
因此 |s+b+c|<<1. 


于 是 如 果 首 先 把 向 量 5, 再 把 向 量 c 归 并 到 和 为 的 向 量 组 中 ,那么 
每 一 步 之 后 的 和 的 长 度 都 小 于 Y2 ,更 小 于 2. 

19*10 ”对 平面 中 每 个 非 零 向 量 有 限 集 上 ,定义 LU) 为 U 中 所 
有 问 量 的 和 向 量 的 长 度 .已 知 平面 中 一 个 非 零 向 量 有 限 集 V ,如果 对 
于 YV 的 每 个 非 空子 集 A,1(B) 大 于 或 等 于 1(A), 则 V 的 子 集 B 被 说 
成 是 最 大 的 .(1) 构 造 4 和 5 个 向 量 的 集合 ,分 别 有 8 和 10 个 最 大 子 
集 ;(2) 证 明 : 对 于 任何 由 nn 宇 1 个 向 量 组 成 的 集合 V, 最 大 子 集 的 数目 
小 于 或 等 于 2n. 

(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[ 解 ] (1 对 2 =4, 考 虑 四 边 形 ABCD , 旦 4AB= BC= CA = DB， 
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a 


AD = DC. 如 下 图 所 示 , 取 向 量 AB .BC .CD DA. 


B 


.D2. 


对 n= 二 5, 以 正 五 边 形 的 五 个 正 指向 边 表示 向 量 作 为 例子 . 

所 以 ,对 n=4 和 n=5 两 种 情形 ,证 明 是 直接 的 . 

(2) 分 两 步 证 明 . 

第 一 步 :我 们 注意 如 果 两 个 非 零 向 量 w 和 ww 的 夹 角 是 锐角 ,或 这 两 
向 量 垂 直 , 则 

[二 可 >>maxilzl ,zl 
式 中 |w| 表 示 w 的 长 度 .这 是 根据 "如 果 三 角形 有 一 个 钝 角 或 一 个 直角 ， 
则 它 的 最 长 边 是 这 个 角 的 对 边 "得 到 的 . 

选择 一 点 O ,并 从 O 出 发 画 出 v 的 向 量 . 

过 O 且 不 包含 v 的 任何 向 量 的 一 任意 直线 确定 向量 的 两 个 子 
集 ,每 一 个 完全 位 于 半 平 面 之 一 . 当然 ,并 非 所 有 子 集 以 这 种 方式 出 现 ， 
但 我 们 将 证 明 所 有 最 大 子 集 都 是 这 样 给 出 的 . 

实际 上 , 设 | ,已 ，…, 必 | 为 最 大 子 集 ， 且 


一 一 -一 


WU=uUlt ut tit. 

我 们 认为 直线 ! 通过 O 且 生 直 于 w 

首先 注意 vw 的 向 量 没 有 位 于 ! 上 的 ; 若 这 样 的 向 量 存在 ,我 们 的 子 
集 就 不 是 最 大 的 ,因子 集中 任 一 这 样 向 量 的 移动 增加 了 剩余 向 量 的 和 . 

用 玉 表 示 u 所 在 的 半 平 面 .位 于 日 上 的 wv 的 所 有 向 量 属于 最 大 子 


集 .因为 它们 与 «构成 锐角 ,如 果 不 属于 该 子 集 ,包括 它们 就 会 增加 的 
长 度 . 
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另 一 方面 ,位 于 相对 ( 反 ) 半 平面 的 ”的 单个 向 量 -- 个 也 不 属于 那 
个 子 集 , 因 为 从 该 子 集 移 开 它 会 对 包含 位 于 互 的 相对 向 量 有 影响 . 于 
是 这 个 最 大 子 集 由 / 决定 . 显然 不 多 于 27 个 子 集 由 这 样 的 直线 确定 . 

第 二 步 ,在 平面 上 选 一 个 点 O 和 源 于 O 的 一 条 射线 7, 为 角 选 定 
一 个 方向 ,并 设 r(p) 为 射线 + 绕 O 转动 角 wp 所 获得 的 射线 . 又 设 
proj e( 9) 是 向 量 v 到 单位 向 量 e(p) 上 的 射影 ,e(p) 位 于 r(e) 的 正方 
向 上 . 

对 于 一 个 给 定 的 向 量 w, 定 义 函 数 
(oy)= | pmje(p)(o)1，。 当 (e(g),v) 为 锐角 时 ， 

P10, 其 他 情形 下 . 

换言之 , 当 e(p) 在 单位 圆 半圆 内 使 得 v 与 e(e) 间 的 夹 角 为 钝 角 
时 , 明 数 zw(p) 等 于 零 . 

当 e(9) 在 相反 的 半圆 上 和 ec(p) 之 间 夹 角 为 锐角 时 ,函数 w(p) 
为 正 .后 者 被 称 为 对 应 于 的 半圆 . 

设 v 和 e(9) 构 成 的 角 为 a, 则 

一 YL i 区 T 
_ 人 当 2 ~ ?侍卫 了 时 ， 

’ 其 他 情形 下 . 

给 定 一 向 量 集 。V=| vw, ,也 | 由 

Vg)=vi(g)+v (9g)+. + v, (09) 
定义 函数 V (wv). 

显然 该 函数 的 全 局 极 大 值 对 应 V 的 最 大 子 集 .也 就 是 说 , V (po) 
是 一 个 全 局 极 大 值 , 当 且 仅 当 使 得 v( go) 关 0 的 所 有 wv 是 一 个 最 大 子 
集 . | z 

对 应 于 向 量 v1， ;,…,v ,的 半 贺 的 2 个 端点 把 单位 圆 分 为 
至 多 27 个 不 相交 的 统 KK1,K,,…, K, .在 每 段 弧 上 ,函数 V( go) 或 者 是 
零 ,或 者 是 对 某 些 a 头 0 和 8, 有 

V(g)= | ul |cos(a1 一 中) 十 二 | u2 cos( au -gp)=acos(B ~ 9). 


因 该 函数 只 取 非 负 值 , 且 余 弦 函 数 在 | -三 , 开 | 凹 向 上 ,每 一 弧 
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法 十 种 


癌 沁 区 区 杂 岂可 


v( wo) 





段 不 能 有 多 于 一 个 这 个 卫 数 的 全 局 极 大 值 . 
因此 ,函数 v(g) 没 有 多 于 27 个 全 局 极 大 值 .从 而 ,最 大 子 集 的 个 
数 最 多 有 2 个 . 


(二 ) 解 机 几何 


给 洁 己 


1. 坐标 系 、 直 线 方程 .直线 形 


19*11 在 平面 直角 坐标 系 的 第 一 象限 ,将 坐标 均 为 整数 的 点 ( 格 
点 ) 以 下 方法 编号 :QD(0,0),@@(1,0),@@(1,1),@@ 


。.， 。。。 (0,1),®(0,2),®(1,2),00(2,2),®(2,1),® 
“1 (2,0),……( 如 图 中 箭头 顺序 所 示 ). 求 第 2000 号 
点 的 坐标 . 


"+ (中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
x [ 解 ] 注意 满足 条 件 0 三 x 上 ,0 过 y 志 上 的 
格 点 (x,y) 共 有 (kk+1)? 个 .考虑 不 等 式 





(k+1)*<2000, 
知 满 足 上 式 最 大 的 整数 有 =43. 从 而 知 第 2000 号 点 的 纵 坐 标 或 横 坐 标 
为 44. 

因为 44 是 偶数 , 故 应 从 点 (0,44) 往 右 数 . 

而 “2000- 44-= 64>>44, 知 该 点 横 坐 标 为 44, 而 其 纵 坐 标 是 

44 ~ (64—45)=25. 

故 第 2000 号 点 坐标 为 (44,25). 

19.12 有 一 条 光线 从 点 A( 一 3,5) 射 到 1: 3x 一 4y+4=0 以 后 ， 
青 反 射 到 一 点 B(2,15), 求 :这 条 光线 从 A 到 B 的 长 度 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 


[ 解 】 直线 /: 3z -4y+4=0 的 斜率 是 二 
过 A 作 直 线 a /1, 则 a 的 方程 是 4x +3y 一 3= 





由 直线 1、a 的 方程 解 得 这 两 直线 的 交点 为 
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C(0,1). 

设 A' 关 于 /与 4 对 称 , 则 CC 为 AA 的 中 点 ,由 中 点 坐标 公式 求 得 
A 的 坐标 为 (3, 一 3). 

如 果 光 线 在 1 上 的 反射 点 是 己 , 则 己 在 直线 4 已 上 ,那么 光线 从 A 
到 B 的 长 为 

AP+PB =AP+PB=AB= VvV(3-2)+(-3-15)=5 Vi13. 

19.13 三 个 步行 者 各 沿 着 一 条 笔直 的 大 路 匀速 前 进 ,在 最 初 的 时 
刻 他 们 不 在 同一 直线 上 .求证 :他 们 能 够 在 同一 直线 上 的 机 会 不 多 于 两 
次 . 





(第 10 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 





[证 ] 因 三 个 点 (xo;y0)、(Xx1,y1)、(x2,y2) 共 线 , 当 且 仅 当 第 
2 里 ) 
TI XO 12 XO 

(x1 zo)(y2— yo0) (x2~ ro)(y1— y0)=0 鸭 | 新 

如 果 ”xz; 和 (i=0,1,2) 都 是 时 间 + 的 线性 函数 , 则 @@ 成 为 关于 | 不 


t 的 二 次 方程 , 它 具 有 不 多 于 两 个 实 根 tj 、t;, 即 至 多 存在 两 个 时 刻 三 
个 步行 者 能 够 在 一 条 直线 上 . z 
“19*14 已 知 有 向 线段 PQ 的 起 点 P 和 终点 Q 的 坐标 分 别 为 
(一 1,1) 和 (2,2), 关 直线 1 :x 十 my + m= 二 0 与 PQ 的 延长 线 相交 , 则 
m 的 取 值 范围 是 什么 ? 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 1] 直线 ;7 的 方程 x+ my+ m=0， 
即 z+ 和 ty+1l)=0, 显 然 是 经 过 点 M (0， 
一 1) 的 直线 方程 .过 点 M 作 直 线 11// PQ, 显 





然 ,11 的 斜率 为 PC(-1,l) 
这 
2-1 1 
AL 一 2 二 1 二 3 


过 M,Q 作 直 线 12, 则 1 的 斜率 为 p= 子 , 如 图 所 示 ,与 PQ 的 延 
长 线 相交 的 直线 1 应 夹 在 7 与 /2 之 间 , 即 <k<k2(k 为 1 的 射 
率 )， 
3 


于 是 二 < - 工 < 也 ， 3> -下 > 半 ， -3< 加 < -各 . 
3 nm 3 3 
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[ 解 2] 直线 PQ 的 方程 为 y-1= 二 (z+1), 妈 x -3y+4=0, 


凡 T+~3y+4=0, 
pa 
何 解 方程 组 rtmyt+m=0. 
郑 二 71 
+3’ 
当 黄 关 一 3 时， 
当 m 下 得 一 1 十 4 
1 十 3 ” 


它 是 直线 ! 与 直线 PQ 的 交点 的 坐标 . 和 欲 使 交点 位 于 有 向 线段 PQ 的 
延长 线 上 ,必须 且 只 需 
— pt+4、 


— 7m 
一 一 一 > 加 -一 一 >2， 
7 十 3 2 或 者 mp1+3 


解 这 两 个 不 等 式 , 均 有 -3<m<- 三 ， 
又 m= 一 3 时 ,方程 组 元 解 . 故 m 的 取 值 范 围 是 一 3<m<- 


一 一 


[ 解 3] 设 M(xz,y) 为 PQ 延长 线 上 任意 一点 且 二 人 =. 











MQ 
显然 1E( 一 0, 一 1),x+= 二 
代入 直线 ! 的 方程 ,得 
tt 0， 
2+3 了 7 天 0， 得 4=3. 


又 显然 2+37 不 大 于 零 ,否则 1>0. 


故 2+3<0， 得 < 和 


3 
1—2m , 
解 3 4 3m ~ 1, 得 mr>--3. 


因此 -3<m<- 节 
19.15 S 为 直线 站:7z+Sy+8=0 和 总 :3z+4y-13=0 的 交 
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点 .点 己 (3,7) ,QUIL,13) 所 成 的 直线 PQ 上 有 两 点 4、B. 其 中 忆 在 A、 
QQ 之 间 ,B 在 P.Q 之 间 , 并 且 40 = 80 了 -不 求 S 的 坐标 , 试 求 出 直 
线 SA 与 SB 的 方程 . 

z (第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[ 解 」 由 题 意 , 有 

SA 的 方程 : (7Jx 一 Sy+8)+A(3r+4y— 13)=0, 

SB 的 方程 : (7x -Sy+8)+ (3r+4y—13)=0. 

PA_PB 2 


二 人 一 ~ .< N -全 示 
由 A0 BO™3 及 分 点 公式 得 A 、B 坐标 分 别 为 
31 和 


OO 


A(—13,—5), 8 二 ,和 

它们 分 别 适 合 中 ,四 , 代 人 后 求 得 

= 一 22 j= 二 
36 1 108- 

因此 ”所 求 的 直线 SA 和 SB 的 方程 为 : 

SA 的 方程 : 165x 一 296y +665=0， 

SB 的 方程 : 723x ~ 5$84y+ 1007= 0. 

19:16 在 坐标 平面 上 ,是 否 存 在 一 个 含有 无 穷 多 条 直线 ,， 
1，，… ,1,，… 的 直线 族 , 它 满足 条 件 : (1) 点 (1,1)EL,n=1,2,3,…; 
(2)k+r1 三 a, 一 5b, ,其 中 是 1 的 斜率 ,1 是 1, 41 的 斜率 ,a,, 和 已 分 
别 是 7, 在 x 轴 和 yy 轴 上 的 截 矩 ,=1,2,3,…;(3)kk, ,| 宇 0,n = 1,2, 
3,…? 并 证 明 你 的 结论 . 


注 十 游 


访 己 壮 虱 本 弓 台 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 满足 条 件 (1),(2),(3) 的 直线 族 不 存在 . 
奉 不 然 ,, 的 方程 为 y 一 1= (x 一 1). 


1 
又 4=1 一 二 扩 =1 一 向， as 一 妈 = 一 一 一 + 都 存在 ， 


k, 
故 R 0 ,n=1,2,.…, 
对 于 ”之 1 有 


k+l ™— k, = 
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和 





几 ki 
条 , ! 1 1 
着 上 面 诸 式 相 加 得 y= 二 一 | 一 + 一 十 … 十 一】. 
k! k2 k, 
由 &, 关 0 及 (3), 有 kk, ;1>>0, 可 知 诸 , 符号 相同 ,不 妨 设 k, >0, 
1 一 1,2,… 
,1 1 1 
由 kuti hk hk 有 


1 ] 1 77 
k,+ |= kI— (< 


但 当 n=“ 时 ， 和 
( 闻 理 可 证 ,当下 <0,2 = 1,2,…, 也 会 出 现 矛 盾 . ) 
所 以 ,满足 (1),(2)， (3) 的 直线 族 不 存在 
19*17 在 平面 上 给 定 无 穷 个 点 , 试 证 : 铬 它们 之 间 的 距离 都 是 整 
数 , 则 这 些 点 都 在 一 条 直线 上 . 
(第 18 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[证 ] 假定 给 定 的 无 穷 个 点 的 集合 中 有 三 个 不 共 线 的 点 A 、B、 


今 4B=r，AC=s， 
者 书 是 到 4A、8 的 距离 都 是 整数 的 任意 点 ,由 |P4- PBI 委 48B 可 
知 , | P4- PB| 是 整数 0,1,2,…,r 中 的 一 个 . 
所 以 P 点 必定 落 在 双 曲 线 族 
H={X||XA— XB|=i|l, i=1,2,…,r~1 
中 的 一 条 上 面 ,或 在 AB 与 AB 的 科 直 平分 线 的 并 集 H,， 上 
同 理 , 到 A 、.C 的 距离 都 为 整数 的 点 P 必 落 在 双 曲 线 族 
K;=1X||XA— XC|=i|, i=1,2,…,s—1 
中 的 一 条 上 ,或 在 AC 与 AC 的 垂直 平分 线 的 并 集 Ko 上 
于 是 ,给 定 的 集合 中 的 任 一 点 必定 在 集合 
H(1K;(i1=0,1,2,…,r— -1,7=0,1,2,.…,s—1) 
之 一 上 . 
由 于 AB 和 AC 不 同 ,所 以 没有 一 个 集合 日 ; 与 任 一 集合 K, 相同 . 
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若 i 和 j) 有 一 个 不 为 0, 则 三; 门 Kj; 必 是 两 条 不 同时 退化 的 二 次 曲 
线 的 交点 ,所 以 门 K, 至 多 含有 四 个 点 . 

同时 Ho 门 Ko 也 至 多 含有 四 个 点 ,所 以 这 给 定 的 集合 至 多 含有 
4(r+1)(s+1) 个 点 ,这 与 题 设 的 集合 有 无 穷 多 个 点 相 巴 盾 . 

因此 ,所 有 给 定 的 点 是 共 线 的 . 

19.18 直线 /| 和 /, 均 通 过 原点 ,与 x 轴 的 正方 向 在 第 一 象限 中 


分 别 形成 元 和 3 的 夹 角 .对 于 任意 一 条 直线 ! 进行 变换 , 记 该 变换 
为 RR, 得 男 一 条 直线 R(7) ,变换 R 为 :7 先 经 1 反射 ,所 得 直线 ( 即 以 


1 为 对 称 轴 , 7 的 轴 对 称 图 形 ) ,再 经 1, 反射 ,得 到 R(7). 邻 RN) = 
R(7), 对 于 >2, 定 义 妈 (0D)= RCR' -CD)) .已 知 :直线 /为 ,= 记 
试 求 :使 得 RO" (1) = |/ 的 最 小 正 整 数 产 . 
(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 设 Xo 和 4 是 过 原点 与 x 轴 成 外 和 98 角 
的 两 条 直线 . | 

当 4 通过 和 0 反射 ,所 得 到 的 直线 和 应 与 x 加 
成 96+ (600 一 0)=290-9 角 . 

这 样 ,如 果 4 经 过 反射 , 则 反射 所 得 直线 )， 


为 一 通过 原点 且 与 x 轴 成 到 _ 9 角 的 直线 ,而 直 
线 4 经 过 1 反射 所 得 直线 4, 是 通过 原点 且 与 x 轴 成 


A 2 区 Sr 
54 ( 务 -% 久 945 7 
角 的 直线 . 


故 R(4) 应 是 将 直线 4 以 原点 为 铀 旋转。 王 弧 度 所 得 之 直线 ,而 


Rm)(4) 是 旋转 一 呈 < 缴 及 所 得 之 直线 


欲 使 RW (4) = 成立 , 则 


则 yp 的 最 小 值 应 为 945. 
19.19 公 PQR 的 三 个 顶点 的 坐标 为 : P( 一 8,5),Q( 一 15, 一 19)， 





0 于 必须 是 一 个 整数 由 于 (945,8)=1， 





况 忆 等 槛 和 可 


ks 十 和 
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R(1,~7),XAP 的 平分 线 方程 可 以 写成 wz +2y+c=0. 试 求 :a+c. 
(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 由 两 点 间距 离 公 式 得 
IPR|=vV(-8-1)*+(5+7)*=15, 
|PQI= v(-8+15) +(5+19):=25. 
设 一 P 的 平分 线 交 QR 于 工 , 则 由 三 角形 内 角 平 分 线 定 理 得 
PT 8 3 
|PQI |TQ| 25 5 
再 由 十 比 分 点 公式 得 


总 己 





直线 PT 的 方程 为 
y—3 rt+8 
23 -5+8 
7 4 
即 Liz+2y+78=(0， 
于 是 a=11, c=78. 即 a+t+c=11+78= 89. 


. { 解 2] 设 人 P 的 平分 线 的 斜率 为 ,直线 PR 和 PQ 的 斜率 相应 











为 kppR 和 kpo, 则 
p= 5 4 pro= 15_24 
1+8 3 —1S+8 7 
由 二 直线 夹 角 公式 及 角 PP 的 平分 线 与 直线 PR ,直线 PQ 夹 等 角 
可 得 
4 24 
3 《 《7-7 








即 22k? + 117k -22=0. 
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1 -有 ,2 
得 k= 2 ， R= 


由 于 求人 PQR 之 内 角 平 分 线 ,所 以 将 & = 三 合 去 ， 
则 “二 P 的 平分 线 方程 为 
2 B 1lx+2y+78=0. 


a=11, c=78, at+c=11+78=89. 
19.20 平面 上 任 取 三 个 两 坐标 均 为 整数 的 点 ( 格 点 ), 试 证 ;和 它们 
不 能 是 正三 角形 三 个 顶点 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 1 者 4.B.C 为 正三 角形 三 顶点 , 今 考 


第 
虑 以 A(0,0) 为 坐标 原点 的 坐标 系 , 且 设 B 点 坐标 由 十 
为 (e,p), 其 中 CEZ. 九 
则 4B 中 点 D 的 华 标 为 ( 人, 之) i 
何 





又 4AC=4D, 且 CDAB, 则 了 顶点 C 的 坐 
标 (x,y) 应 满足 方程 组 





解 得 
+y3a+5b 
= 
而 要 使 x ,y 为 整数 ,必须 a = 65=0. 
所 以 ,坐标 均 为 整数 的 三 点 不 能 组 成 正三 角形 . 
[证 2] 用 反 证 法 . 设 入 ABC 的 三 个 顶点 坐标 分 别 为 A(ziyyi)， 
BCzrz,y)、 CCza,y3)0xziy 为 整数 ,=1,2,3). 则 由 
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zl y1 1 


Sa = 了 | x2 各 1 | 的 绝对 值 
| x3 y3 1 
卷 知 正 三 角形 的 面积 是 有 理 数 ; 
而 Sone= AB?= 下 [za n+ (y on? 


知 正三 角形 的 面积 是 无 理 数 . 
这 就 得 到 矛盾 . 故 坐 标 为 整数 的 三 点 不 能 组 成 正三 角形 . 
19.21 Q 为 人 4BC 的 内 心 , 证 明 : 对 任 一 点 P,a* PA*+6:PB* 
+ce:PCO=a.:QA’+b:QB+ce: QC +(a+t+b+e):QP’. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 于 入 ABC 的 三 个 顶点 坐标 分 别 为 ; 
A(zras 34), Blrs, yp), C(xrc, yc), 
则 其 内 心 Q 的 坐标 为 
ara+brgt+crc aya t+ byp + cyc 
( at+popte ， atbt+ec ) 
车 以 Q 为 坐标 原点 , 则 有 


arAa t+ brpt+ crce=0, 








aya + byp + cyc =0. 
于 是 对 任 一 点 P(x,y) 有 
a* PA*+b:PB’+ce: PC 
=a(xp~ XA) +b(xp- xp) +e(xp- xec) +a(yp— yA) 
tb(yp— yp) + ce(yp— y.) 
=(atbtc)(rptyp)+arat+brh+ crt+aya + ays+ ayt 
-2zp(axa+ brp+ crc)—2yp(aya t+ bygt+ cyc) 
=(at+b+c):QP +a(rAt+ ya)+b(xh+ ye)+c(rtt ye) 
=a'QA’+b:QB’+c' QC + (at+b+c):QP. 
19.22 今生 ABC 为 xy 平面 上 的 一 个 直角 三 角形 ,C 为 直角 , 斜 
边 AB 长 为 60, 从 A 和 B 引出 的 中 线 分 别 在 直线 y= x+3,y=2x+4 
上 , 求 ,SAapgc. 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
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[ 解 ] 如 图 , 设 中 线 AD =3r,BE=35s, 重 心 ， 
为 G,AD 和 BE 所 夹 锐角 一 AGE = 09, 并 设 AC 和 


=2p, BC=2g. 
由 于 AD .BE 所 在 直线 方程 为 LN 


y=X+3,y=2xr+4. 








1—2 1 
则 这 二 吉 & 切 和 = | 一 一 一 -一 | 三 一 . 
则 这 二 直线 所 夹 锐 角 之 正切 得 tg0= | | = 
1 
于 是 。 sin6= 一 一 . 
Vi10 
设 和 全 ABC 的 面积 为 SAABc = S$. 则 S=60Aac0F. 
1 1 1 st 
又 SAACE 二 一 AG* GE: sin 二 了 
< VW vi 向 
$= AC:BC=2p4 zs 刀 
由 色 股 定理 得 AC* + BC*=4p*+4g*= AB’= 3600，, 
p+ 02=900， 人 
又 A4AC2+CD2=AD2，BC2+ CE*= BE’, 
4p2+02= 2 ， 
即 | 宅 2 
40 + p’=9s”. 
Ost 
于 是 ,由 $=6Sare = -让 


2 = 


_18 4p’+g” 4g’ +p 


5 9 9 
2 
= 45 (2p° +29)+9p°q] 
-和 襄 (18007+ 汪 7) 
”45 
] 
=1 + 一 S. 
44000 103S 
解 得 S=400. 


19.23 已 知 :直线 1;y= 4x 和 点 已 (6,4) ,在 直线 /1 上 求 一 点 
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最 小 . . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 设 Q 点 的 坐标 为 (x1,y1), 则 y =4x1, 那 么 直线 PQ 
的 方程 为 : 


只 计 瑟 


y-4 zx-6 
4x+1-4 xi-6 
又 设 直线 PQ 交 z 轴 于 M(x,,0), 则 有 
一 4 X76 | 


一 ， 2 二 


4(zx1-1) xi 一 6 1 一 二 
5 
即 点 M 的 坐标 为 人 2 0 


Zi 一 1 

















1 Sx 
个 OMQ 的 面积 S= 二 yi 一 | 








1 
从 而 y; =4zxi, 从 而 ?77 "47 三 


10xi ~ Sri1+ S=0 (x) 
要 使 方程 ( x ) 有 实 根 , 则 S: -40S 关 0,， 即 S(S -40) 宕 0. 
由 于 S>0, 故 S-40>0， 即 5S 宇 40. 
把 S=40 代 人 (x ) 得 zx-4zri+4=0, 故 xj=2. 
这 就 是 说 , 当 x1=2 时 ,使 S$ 达到 极 小 . 
由 yj=4x, 得 y=8. 
故 所 求 点 Q 的 坐标 为 (2,8). 
19.24 和 4BC 和 A4BC 是 在 同一 个 平面 内 的 两 个 三 角形 , 直 
线 AA 、BB 、CC 互相 平行 .如 果 SAapc 表 示 全 ABC 带 有 适当 + 、- 符 
号 的 面积 ,其 余 类 推 ,求证 :3( SAABC +t SaaBC) = SaagpC + SApca’ + 
SACAB’ + SAABC+ SABCAT SACAB:. 
(第 6 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 | 以 B 为 原点 , BB 为 x 轴 , 建 立 平面 
直角 坐标 系 . 且 设 
A(zxi,y1), B(0,0), C(x2,y2) 
A (zr3,y1), B (xa,0), C(xs,y2). 
3(SAaBc + SAABC ) 
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1 zu yl 1 x3 yl 
3 
= 过 + 二 |1 0 
7 1 0 0 7 4 
1 zx» »2 1 xs 入 
1 3zl+3z3 yl 
三 一 | 3 0 | . 
2 “4 
1 37x2+3xs y2 
SAABC + SABCA’ + SacAB + SAABC + SaBCA t+ SACAB 
1 xz yi 1 0 0 | 1 x2 2 
1 、 
= 一 |1 x 0|I+ 二 | 1 + |1 
2 XT4 7 Xs 2 7 3 Yl 
1 xs »2 1 x3 yi 1 x4 0 
| 1 x3 yi | 1 4 .0 1 xs v2 第 
十 一 1 0 0 十 一 1 ye VY2 十 一 一 1 证] VY] ot 
2 2 5 大 
1 zz »2 1 zl yi 1 0 0 名 
| 1 x yi 1 za yi 1 7Z3 yl 新 
= 1 7z4 0+ 一 |1 0 0I+ 王 Il1 x 0 何 
1 xs 3 ] xs »2 1 zy y2 
1 x3 yl | 1 xl yi 1 x yi 
+ 本 1 0 0l+71Il x 01+ 一 |1 0 0 
1 x, »; 1 zz 2 1] xs »2 
1 3 十 373 YI 
-地 1 374 0 


1 5 十 372 VY2 
3(SAAgc + SAABC ) 
= SAABC + SABCA’ + SACAB’ + SaAABC + Sapca + SAcaB. 
19.25 求 方 程 [x 一 60| 二 |y|= 表示 的 图 形 所 围 成 的 区 域 
的 面积 . 


A 


4 








(第 S 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 把 -y 代 和 人 已 知 方程 仍 得 


ir—60| 十 | y| 二 三 |. 
因此 ,已 知 方程 的 图 形 关于 x 轴 对 称 ,为 此 ,只 需求 其 一 半 , 即 求 
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冯 到 | -|z-60|， 


y 之 0 
所 围 成 的 区 域 的 面积 即 可 . 


在 坐标 平面 上 ,作出 yi = 于 | 和 





= |x 一 60| 的 图 形 . 

它们 分 别 是 以 (0,0) 为 顶点 ,关于 y 轴 对 称 和 以 (60,0) 为 项 点 , 关 
于 直线 x = 60 对 称 的 两 条 射线 ,它们 的 差 与 x 轴 在 上 半 平 面 围 成 的 区 
域 为 人 人 DAB， 


解 得 B(80,0) 


解 得 A(48,0). 





» 4 ， 
解 得 ”DD(60,15). 

==60. 

于 是 14ABI=148-80|1=32， 1DC|=15. 


又 由 | 


1 
SADAB = x32x15=240. 


从 而 原 方 程 所 围 成 的 区 域 的 面积 为 ”2SApasp = 480. 

19.26 公 ABC 的 顶 点 是 A(0,0),B(0,420),C(560,0), 一 颗 斤 
子 的 六 个 面 分 别 标记 A、A、B、B.C、C, 在 全 ABC 的 内 部 取 点 P; = 
(k,m), 并 且 点 P,P;、Ps,… 按 下 列 法 则 产生 :如果 已 , 已 取 好 , 掷 一 
次 角 子 得 出 标记 上 L,LE1A,B,Cl ,那么 P,,! 是 PL 的 中 点 ,给 定 P] 
=(14,92), 求 :&+7 的 值 . 

(第 11 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 可 求 出 P;(14,92) 只 能 是 PeA 的 中 点 ,所 以 Ps 
(28,184), 

同 理 ”Pe 只 能 是 P;A 的 中 点 ,所 以 Ps(56,368)， 

Ps 只 能 是 PsB 的 中 点 ,所 以 Pa(112,316)， 
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Ps 只 能 是 P3B 的 中 点 ,所 以 P3(224,212)， : 

P; 只 能 是 PB 的 中 点 ,所 以 P,(224,4). 

P2 只 能 是 PC 的 中 点 ,所 以 P1(336,8). 

因此 + m=336+8= 344. 

19*27 设 民 为 平面 上 以 A(4,1).B(--1， ， 
-6)、C(-3,2) 三 点 为 顶点 的 三 角形 区 域 (包括 C( -3.2) 
三 角形 内 部 及 周 界 , 如 图 ). 试 求 : 当 (x,y) 在 上 
变动 时 , 函数 4z - 3y 的 极 大 值 和 极 小 值 ( 须 证 
明 你 的 论断 ). 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) p(_1.-0 


[ 解 ] 令 X4=4x--3y, 显 见 , 当 X 固定 ,(x， 第 

y) 变 动 时 ,我 们 即 得 平面 上 一 条 直线 ,再 令 》 变动 , 则 得 平面 上 一 系列 | 入 1 
相互 平行 的 直线 ,在 其 中 每 一 条 直线 上 ,4x - 3y 的 值 都 相同 . 5 
当 直 线 经 过 A 点 时 ,X=13, 此 时 直线 经 过 ( 字 ,0); 
何 


当 直 线 经 过 B 点 时 ,A = 14, 此 时 直线 经 过 { 请 ,0); 
当 直 线 经 过 C 点 时 ,A 二 - 18, 此 时 直线 经 过 ( -过 ,0). 即 直线 1 
=4x -3y 和 zz 轴 交 于 (x ,0) = (二 ,0 ,而 4=4z 和 > 成 正比 ， 


-Fr Ey, 
- 18<) 委 14， 

所 求 最 大 值 和 最 小 值 分 别 是 14 和 - 18. 

19.28 一 边 长 为 2a 的 正方 形 总 位 于 XY 平面 的 第 工 象限 内 , 当 
此 正方 形 移动 时 , 它 的 两 个 相 邻 顶点 始终 分 别 保 持 在 x 轴 上 和 y 轴 
上 . 求 ; 正 方形 中 心 的 轨迹 . 

(第 5 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1942 年 ) 

[ 解 ] 设 4 和 B 为 正方 形 的 两 相 邻 项 点 ,分 别 位 于 xz 轴 上 和 y 轴 
上 . 

设 C 为 正方 形 的 中 心 ,从 C 向 z 轴 和 y 轴 引 垂 线 ,D 和 巨 分 别 为 
重 足 . 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1121 





由 人 ACB = DCE = 90"， 可 知 人 ACD = 
LBCE, 

又 CB=CA, 则 Rt 全 ACDSRtA BCE. 

有 CD= CE. 

即 C 点 的 横 坐 标 z 与 纵 坐 标 y 相等 . 

所 以 , 当 给 定 正方 形 按照 题 设 要 求 移动 时 , 它 的 
中 心 C 沿 着 从 (a,a) 到 (V2a,y2a) 的 线段 来 回 移 动 . 即 C 点 的 轨迹 方 
程 为 





VY 二 工 (a<r 人 Va). 
19.29 求证 :在 坐标 平面 上 不 能 绘 出 一 个 凸 四 边 形 ,使 得 其 一 条 
对 角 线 的 长 是 另 一 条 的 两 倍 , 且 对 角 线 间 夹 角 是 45°, 而 四 边 形 各 顶点 
坐标 都 是 整数 . 
(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
”“ [证 ] 用 反 证 法 . 设 在 坐标 平面 上 可 绘 出 满足 
题 设 条 件 的 凸 四 边 形 ABCD ,其 各 顶点 的 坐标 均 为 
整数 ( 即 各 顶点 为 整 点 或 格 点 ), 又 AC =2BD, 且 
AC 与 BD 间 的 夹 角 为 45". 
作 AE L 公 BD, 则 E 点 也 整 点 ,CAE = 45". 
由 余弦 定理 有 
CE’ = AC’* + AFE’? -2AC. AEcos45° 
= AC?* + BD? -2 v2BD?. 
易 知 整 点 间 的 距离 平方 为 整数 ,于 是 上 式 左 端 为 整数 , 右 端 是 无 理 
数 ,矛盾 . 
19'30 在 直角 坐标 平面 上 的 1994 边 形 的 第 条 边 长 a = 
V4+ 必 ,二 1,2,…,1994. 求 证 :该 多 边 形 的 顶点 不 可 能 全 部 为 整 点 . 
《加拿大 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 若 不 然 , 设 该 多 边 形 顶点 全 为 整 点 , 且 令 第 & 个 
顶点 坐标 为 (x , yi) ,其 中 x ,YEZ. 


人 _ . 
™ Zk— TET ly, 





dp = Zt1— LT TE Ti(W+1 ~ YW) = ot iB ,k=1,2,., 
1994 ， 
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县 xie9s 三 1，yl995 = y1. 
则 [dl =a?=4+k*. 


1994 1994 


>), 1 办 = (4+R), 


上 二 1 


1994 1994 x 1993 x 3989 
用 DatR)=4x1M4+t 
. £=1 


= 4 Xx 1994 + 997 x 665 x 3989, 


显然 上 式 是 奇数 . 
1994 1994 1994 
又 之 = 0,，.. 2 二 2 一 0， 
故 [oom + BOP =0. ,1 
即 > 十 Bi) + 2( DnB + em 十 2 ) = 0 和 九 
De + Bi) = 2ag + De 十 pa 


上 式 式 左 已 证 是 奇数 ,而 式 右 为 偶数 ， ,和 盾 ! 
”从 而 前 设 不 真 , 故 命题 成 立 . 


2. 贺 


19.31 考虑 一 端 在 直线 y= x 上 , 另 一 端 在 直线 y=2x 上 ,而 其 
长 为 4 的 一 切 直 线段 , 求 : 这 些 线段 的 中 点 的 轨迹 方程 . 
(第 2 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 A(a,2a) 是 直线 y=2z 上 的 任意 点 ,B(4b,5) 是 直线 y 
= x 上 ,线段 AB 的 中 点 M(x,y), 则 





= OD 
”由 线段 AB 的 长 等 于 4 可 得 
(ea 一 5) +(2a~6b) =4°. © 


由 Qn 得 a=2(y 一 工 )， b=2(2x — y). 代 人 四 得 
[2(y~-zx)-2(2zxr—y)) +[4(y~- xz) -2(2r—y)]*=16, 
即 25x“ -36xy+ 13y =4. 
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19.32 A .有 是 平面 上 给 定 的 两 点 ,C 在 以 A 为 圆心 的 圆 上 运 
动 ,全 ABC 的 角 4 的 内 角 平 分 线 与 边 BC 的 交点 为 P. 求 :P 点 的 轨 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 以 A 为 坐标 原点 , AB 为 zx 轴 建 立 直 角 
坐标 系 . 
设 以 A 为 圆心 的 圆 是 单位 园 x*+ y*=1. 
设 “C(xo,yo),，B(a,0), P(x,y). 
由 AP 是 人 CAB 的 平分 线 ， 则 


% 间 已 





AB_BP_a_ 
AC PC 1 “ 
QT 十 QZ0 ayo 


从 而 由 定 比 分 点 公式 得 TT y=T+ 


(lt+a)x~a 
0 TT = 
a 
_(l+a)y 
0 一 
a 


从 而 解 得 


2 2 
X70+ yo6=1 


[ez |] + 人 | -= 


位 a 


2a 
印 ?ty 0. 


因此 ,P 点 的 轨迹 是 一 个 圆 ,但 去 掉 此 圆 与 x 轴 的 两 个 交点 . 
， 19.33 已 知 :P 为 贺 xz?+ y=4 上 一 个 
_P 动 点 ,又 点 Q 的 坐标 为 (4,0), 试 求 :线段 PQ 
[| “WE oo 的 中 点 轨迹 的 方程 
\" 7 x (中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 线段 PQ 的 中 点 R 的 坐标 为 
(zy) ,那么 ,由 中 点 坐标 公式 ,可 知 点 PP 的 坐 
标 为 (2z -4,2y), 又 点 书 在 圆 zz+ 刀 =4 上 , 故 有 
(2r -4)*+ (2y)*=4. 
所 以 ,线段 PQ 的 中 点 轨迹 方程 为 (x 一 2)?+ y?= 
19.34 给 定 一 个 圆 和 它 的 内 部 一 点 M， 志 卫 所 有 可 能 的 扯 开 
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MKTP, 它 的 项 点 KK 和 PP 位 于 圆 上 , 求 点 荆 的 轨 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
. [ 解 】 设 M(a,5), 圆 的 方程 为 
i + y= 
又 设 P(ry,y1), K(x,y2), T(x, y). 
”由 MKTP 是 矩形 可 得 


Xta 十 并 2 












2 2  ” 
y+6b_ Yi?»2 ©O) 
2 2 
(za)+t(y-0 = (a x2 ty ya) 四 | 
与 @ 平 方 并 相 加 ,注意 到 x?+ y= rv?(i=1,2) 得 1 
(rt+a) +(y+6) =2r +27r17r2 + 2y2y2) 4) 名 
由 图 得 (x-a)*+(y-6) =2 天 一 2ziz2 十 2yy。 


+ 可 得 x*+y=2r*-(a+6’). 
所 以 所 求 的 点 了 的 轨迹 是 以 原点 为 圆心 , V2r* 一 (a? + 6) 为 半 
径 的 圆 . 
19.35 二 杆 备 绕 点 A(a,0) 和 B( 一 a,o) 旋 转 , 生 它们 在 Y 轴 上 
的 截 距 的 乘积 561 = a*( 常 数 ) , 试 求 :旋转 杆 交 点 的 轨迹 方程 . 
(中 国 广东 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 M(xz,y) 是 两 杆 交 点 , 则 M(x， 


y) 满 足 两 杆 所 定 的 直线 方程 
y 二 (ra); QO 
bl 
y= (7+a). © 





@D .@@ 两 式 两 边 相 乘 , 得 y= -全 (zx? a?) 
uu 
把 ”66j = a*( 题 设 ) 代 和 人 上 式 , 得 y= ~ xr ta?, 


即 zx ?+ y=a 2 
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由 bb1= a 所 常数 )， 得 5 .0 不 为 0， 

因而 y 天 0，rz 天 土 a， 

故 所 求 轨迹 方程 为 x*+y*=a’(~a<xr<a). 

19.36 一动 圆 过 点 (0,6) 且 与 贺 x+ y=100 内 切 , 求 :这 动 圆 贺 
心 的 轨迹 . 


a 


(中 国 四 川 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 动 圆 圆心 为 (x1, yi) 、 半 径 为 r， 
因 这 动 融 过 点 (0,6)，… 


“r=Vrit(6-y). 0 

又 因 这 动 贺 与 半径 为 10 的 圆 内 切 , 故 两 加 半径 之 差 10 一 +r 应 等 于 
两 圆 圆心 距 Vxftyf， 

即 10- r= Var. ©® 


由 @ 与 @ 得 Vri+(6 一 y=10- Vxity， 
即 zt+(6- y):=100~20 VvV xft+ yt+x?ft+ yi, 
或 5 Vzxf+ yf=3y1+16. 
上 式 两 边 平方 ,整理 得 ”25x?+ 16(y1 一 3)?=400. 
2 2 
所 以 , 动 圆 贺 心 轨迹 为 椭圆 + 
19.37 一动 圆 过 定点 (c,0) 且 与 定 圆 (z+ c+ y=4a*(a>,c 
>0) 相 切 , 试 分 别 情况 求 此 动 圆 圆 心 的 轨迹 方程 . . 
(中 国 四 川 省 重庆 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 根据 题 意 ,定点 为 F(c,0), 定 圆 的 圆心 
为 F( 一 c,0), 定 圆 的 半径 为 2a. 
设 P(x ,y ) 为 动 圆 的 圆心 , Q 为 动 圆 与 定 圆 
的 切 点 ， 
以 下 分 三 种 情况 讨论 : 
(四 当 a>c 时 ,F(c,0) 在 圆 下 内 (图 1). 
IPF'|+|PF|=|PF|+|PQ| 
图 1 =|F‘Q|= 
V(x +c) ry +V(r -cc) +y’*=20. 
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22 “2 
< 本 
化 简 , 得 + 王 一 =1. 
uu a eC 


这 时 ,P 点 的 轨迹 为 椭圆. 
(2) 当 a<c 时 ,F(c,0) 在 圆 F 扬 外 ( 见 图 2 或 图 3). 








图 2 图 3 第 

向 十 

IPF| -|PF’|I=|PQ| -|PF’|=|QF|=24, Ab 
或 IPF’|-|PF|=|PF'|-|PQ|= |QF’|=24, 
V(x -cec) +y -V(r +c)+y’=2a, 


或 V(r tc) +y -V(r -cc) +y’ =2a. 
"2 -2 

化 简 得 本 二 = 上 | 

这 时 ,P 点 的 轨迹 为 双 曲 线 . 


(3) 当 a=c 时 ,F(c,0) 在 圆 玉 上 (如 图 
4). 





|PF’|+ |PF|=24a=2., 
或 |PF'| -|PF|=2a=2c. 
V(r te) ty tv (re) +y’? 
=2ec, 
或 V(r +c) +y -V(r -cc) +y =2c. 
化 简 后 得 y=0. 这 时 ,P 点 的 轨迹 为 x 轴 . 
19.38 ”高 为 h 和 上 的 两 根 旗 杆 竖 在 水 平面 上 ,相隔 2a 单位 , 求 : 
平面 上 对 杆 项 仰角 相等 的 一 切 点 的 集合 . 
(第 3 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 ,使 高 为 h 的 旗杆 以 (一 a,0) 为 底 ,高 为 
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的 旗杆 以 (a ,0) 为 底 , 设 点 p(x,y) 对 两 旗杆 顶 的 仰角 相等 , 则 


hh- 
即 〈&2 一 产 2) 7 十 2( 有 2 十 六 art(k -hy +a(k’—h’)=0. 


(1) 如 果 上 有 =, 则 方程 化 为 x = 0. 妈 所 求 轨迹 为 y 轴 . 
(2) 如 果 上 & 关 有 , 则 方程 化 为 
tor (SH) ry + a0. 
其 轨迹 是 一 个 圆 . 
19'39 给 定 一 点 P(3,1) 及 两 条 直线 [1 :x+2y+3=0,1:x+2y 
-7=0, 试 求 过 局 点 且 与 ls 都 相 切 的 圆 的 方程 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 条 件 知 ,WA/A 0 ,如 图 ,圆心 
在 直线 13:7+2y 一 2=0 上 ,半径 是 两 平行 线 
L172 的 距离 的 一 半 , 在 7 任 取 一 点 ,如 (一 1， 
一 1), 此 点 到 1, 的 距离 是 
-1-2-7 
VER | 25 
此 即 2 和 7; 的 距离 , 故 圆 的 半径 为 Y5. 
设 圆 心 的 坐标 为 (ze ,8), 因 圆心 在 直线 /3 上 , 故 
ac+28-2=0，… a=2-28. 
将 此 式 及 坐标 代 人 圆 方程 (x 一 a)*+(y-65)*= R?， 
得 (2-28+3)*+{(B-1)*=5, 
即 (58-3)(8+1)=0, 











故 ”所 求 的 圆 的 方程 为 
4 \* 3 \ 
_ 2 2 一 SS 再 一 一 一 一 -一 一 
rs (3 
19.40 证 明 : 方 程 z+ 一 16x? +2x2y 一 16y + y=4x3+4ry 
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-64z 的 图 形 为 两 个 互相 内 切 的 圆 . 
(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 方程 
x4- 16r +27r iy 16y + y=4x +4ry ~64r 
可 以 写成 : 
(x +y)(r +y -16)-4r(r +y—16)=0, 
即 (x r+ yl16)(xr +y -4x)=0, 
“x 二 y 一 16=0, 或 7*+y -4r=0. 
z+y=16s 
(x—2)+y=4. 


OO 


即 


… 方程 只 的 圆心 是 O,(0,0), 半 径 R = 4， 第 

且 方程 凶 的 圆心 是 O;(2,0) ,半径 R,=2. 向 十- 

而 Ri- R=4-2=2, 目 1010,|=2. Bh 
所 以 ,方程 其 
4 一 16 十 2 六 一 16 光 十 一 4 十 4ry” — 647 见 
的 图 形 为 两 个 互相 内 切 的 圆 . 人 


19.41 已 知 : 正 数 mm 取 不 同 的 数值 时 ,方程 z? + y 一 (4m +2)x 
~2my+4m*+4m+1=0 表示 不 同 的 圆 , 求 :这 些 圆 的 公 切 线 ( 即 与 这 
些 圆 都 相 切 的 直线 ) 的 方程 . 

(中 国 福 建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[ 解 】 化 圆 方程 为 

(并 一 2 和 7 一 1) 十 (y— m)*= 7 

故 圆心 坐标 为 (2m +1,m), 半 径 为 m. 

直线 y= kx +5 是 这 些 圆 的 公 切 线 必须 而 且 只 需 对 于 一 切 正 数 
恒 有 

Ik(2m + m+ol 
VE 
两 边 平方 并 整理 得 
(3k*—4k)m? +2(k+6)(2k -1)m+(k+6b):=0, 
3k*—4k=0, | 
jsroeecora 


(k++ bp)*=0. 
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mm. 





绊 洁 己 
人 > 
| 
| 

| 


这 些 贺 有 两 条 公 切 线 , 其 方程 分 别 为 ; 
4 4 
y=0(X 轴 )， 或 yy 3 3 


19.42 求 被 曲线 族 4x*+5y ~ 8mzr 一 20my +241m7 一 20=0(m 


为 实 参数 ) 的 每 一 条 上 曲线 截 得 的 线段 都 等 于 3 /5 的 直线 . 
(中 国 福建 省 数学 竟 赛 ,1978 年 ) 


[ 解 1] 已 知 曲线 族 

4z2+S -8or -20my+24m? ~ 20=0. (OD) 

设 所 求 直线 方程 为 y= kr+b. © 

以 多 代入 中 并 整理 得 

(4+5k2)x*+ (10k6 - 81m — 20mk)xr+ (S55 ~ 20mp + 241* — 20) 
=0. : (3) 

设 zl zz 为 方程 四 的 根 , 依 题 意 有 

(mz + (wm- wm) = (SG) © 


rr) + hr h(t 


10k6b ~ 8m ~ 20mk \” 
妈 (| 人 
-4 | -= 和 
4 二 SA? 9 0 
整理 得 
[4(2+ 5k)*—24(4+ Sk?)]m? — {20k6(2+5k)—2060(4+ 5k2)]m 
+ [254262 ~ (4+ $4?)(S6? ~20) -了 人 下 二 ] -0 
因 对 一 切 m 方程 B® 的 根 满足 条 件 @, 所 以 @ 是 关于 六 的 恒等式 ， 
应 有 
4(2+SA) 一 24(4+SR2)=0， 
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目 20k6b(2+5k)—205(4+5k’)=0, 


272 2 ep2 ny 125(4+ Sh) _ 
及 25k’“b (4+5k’°)(S6°-20) 36(1 + 2) 
解 得 =2, 65= 土 2. 
故 ”所 求 直线 方程 是 y=2zr 土 2. 
[ 解 2] 曲线 族 方程 可 配方 成 
Crom) 2m) QD 


9 4 
由 此 看 出 曲线 族 是 一 族 椭圆 ,其 中 心 (mm ,2m) 在 直线 y=2x 上 ， 
2 2 
两 轴 有 定 长 且 平 行 于 坐标 轴 , 因 而 其 中 任 一 椭圆 都 可 由 椭圆 二 + 本 = 


1 平移 得 到 ,被 每 个 椭圆 截 得 相等 线段 的 直线 必须 与 直线 y= 2x 平行 . 
2 2  . 
设 所 求 直 线 方程 为 y=2x+b5, 代入 全 + 人 1 得 
24z2 二 20pr+S02 一 20=0. G) 
设 ri .rz 为 方程 人 的 根 , 依 题 意 有 


(mxzDzr(m-yD2z= (三 5) 


即 Sx- 


站 十 小 


高 己 苯 法 二 地 可 


2 
? 


或 (zi+ zj-4zim= 全 


8@ (4 


y=2z 土 2 为 所 求 的 直线 方程 . 

19.43 已 知 :通过 定点 M(xzi,y1) 的 两 个 圆 与 二 坐标 轴 相 切 , 它 
们 的 半径 分 别 为 ri 、r;. 求 证 :rjr2= zx?+ y?. 
(中 国 辽 宁 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 1] 如 图 ,由 于 两 圆 和 二 坐标 轴 相 切 , 设 两 圆 的 方程 分 别 为 
(xr-a) +(y-60)=af, lall=|6|=7); 

及 (zaz) +(y-6) =a3, Jas|= 1b,|= rr,. 
即 x +y -2al(xty)+a?=0; 
及 Xx +y -2a (r+t+y)+as=0. 
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M(xi,y1) 在 两 圆 OO 上 ， 
x1+ yf -2a(xity) +ai=0; 
上 且 x+ 内 -2az(zi 土 yi)+a=0. 
如 果 两 图 O10O; 在 同一 象限 内 . 
于 是 ai .a; 是 方程 zz-2(zi+y)xz+z 
+=0 的 两 个 根 . 
所 以 由 根 与 系数 关系 推 得 : 
aaz=z+ rir= 好 + 于 
如 果 两 圆 在 不 同 象 限 内 , 则 结论 显然 成 立 . 
[证 2] 设 两 圆 O 和 O; 都 在 第 一 象限 内 ， 因 两 加 和 两 坐标 轴 相 
切 ; 所 以 两 圆 的 方程 分 别 为 
(z+ (yr = 
及 (xr-r) + (yr2) = 5, 
妈 x*+y -2ri(x+y)+ri=0, 
太 7 +y -2r(r+t+y)+ r= 0. 
由 于 两 圆 过 点 M(x1,y1), 故 
zit+yf-2ri(xit+y)+rf=0, 
日 xf+ yr-2ra(xity)+t+ri=0, 
, _ [2C(xri+ yn) +t VArit yi) -4(r1+ y1)] 
2 
=(x1t yi) + V2riys 
有 r= (xl+ yi) t+ ZIy1. 
rr2， 
rir =[(xity)t V2riyil[(xit yi)— V2xriyi] 


=(x1+ y1) ~ 2r1yi 


人 寅 司 











= x1+ yf. 
如 果 两 图 O, .O; 都 在 第 二 象限 内 , 则 两 圆 的 方程 是 (x 一 r1)?*+ 
(yr =rf,(x 一 r+(y 一 2)* = 3, 由 于 两 加 都 过 点 M(x)， 
yl1), 故 有 


2 .2 _ 
ztt yit2ri(ri- vy)+rt=0, 
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及 XI?+ yf +2r(xt— y1)+rs=0. 


[~-2Cr1 ~ y) + VACr- y) -4(x1+ 1)] 
2 


六 | 一 


= 一 人 zl-y) 土 V 一 2z1313 


且 m:= 一 zy) 土 V 一 2713y1. 
rry,， 
rir2 =[ (x1 y) + Vv -27x1y1] 
[~ (x y)- vV -2riy1] 
=(x1— y1)  — (~2x1y1) 
= zf+ yt. 

如 果 两 圆 Oil 、O, 都 在 第 三 或 第 四 象限 内 ， 可 
同样 推出 结论 

如 果 两 加 O1、O; 不 在 同一 个 象限 内 (如 图 ) ,结论 显然 成 立 . 

19.44 三 个 圆 ,半径 都 是 3, 中心 分 别 在 (14,92)、(17,76) 和 (19， 
84). 过 点 (17,76) 作 一 直线 ,使 得 这 三 个 圆 位 于 这 条 直线 某 一 侧 的 部 分 
的 面积 和 等 于 这 三 个 图 位 于 这 条 直线 男 一 一 侧 的 部 分 的 面积 和 , 求 : 这 条 
直线 的 斜率 的 绝对 值 . 





言 忆 等 蓝 姓 人 哇 可 






(第 2 届 美 国 数 学 邀请 赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 首先 注意 到 这 三 个 圆 是 互相 外 离 的 等 圆 . 

记 O1(14,92),O,(19,84),O;(17,76). 

由 于 过 O3 的 直线 总 把 @ O; 分 为 等 积 的 两 部 分 ,因此 ， 
只 要 考虑 过 平面 上 怎样 一 点 所 画 的 直线 与 @O1、@ O, 相交 
是 使 直线 两 侧 的 面积 相等 . | 

记 O10; 的 中 点 为 M, 则 M 为 二 等 贺 @O, 和 QO, 的 
对 称 中 心 , 因 此 过 M 且 与 OO GO, 都 相交 的 直线 能 满足 
题目 的 要 求 . 

因此 ,所 求 直线 应 为 过 M 和 加; 的 直线 ， 符合 题 设 要 求 的 直线 是 
惟一 的 . 

由 于 M(16.5,88)， O3(17, 76), 则 该 直线 的 斜率 的 绝对 值 是 
88—76 








= =24, 
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维 言 已 





3. 椭 图 


19.45 ” 设 栏 图 的 中 心 为 原点 , 它 在 x 轴 上 的 一 个 焦点 与 短 办 两 
端 连 线 互相 垂直 , 且 此 焦点 的 长 轴 上 较 近 的 端点 距离 是 V10 - V5 , 求 : 
椭圆 方程 . 


《中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 如 在 图 ， 设 所 求 椭 贺 方 程 为 


tl (a >0,65>0), 
a” 





bz 
下 是 它 的 右 焦 点 . 
FBLFB', .. OB= OF=0B’", 
即 b= ec， 
但 a*=b+c, .a?=2c?, 即 a=Vic=V2b， 


从 而 a =-c= (v2— 1)5. 
已 知 a-c= Vi0~y5, 
(v2-1)0= V10~Y5, 得 565=Y5， 
从 而 a=Y245= V10, 故 所 求 椭圆 方程 为 二 y =1. 
19.46 zy 平面 上 的 一 个 椭圆, 焦点 在 (9,20) 和 (49,55), 并 是 与 
x 轴 相 切 , 求 :长 轴 的 长 度 . 


un | 


(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 

[ 解 1] 椭 俩 焦点 分 别 为 F1(9,20), 下 ,(49,55). 
F 关于 xz 轴 的 对 称 点 下 (49, -55). 

我 们 证 明 . 椭 图 的 长 轴 等 于 线段 FF, 的 长 度 . 
、 设 PP 是 椭圆 与 x 轴 的 切 点 ,线段 FF, 交 x 轴 于 

“EE P', 朋 设 P 与 P 是 不 同 的 两 个 点 . 

由 三 角形 不 等 式 得 

| PP | + PF2 |>|FiF, |= =|PF|I+|PF,|=|PRF|+|PF,|. 


圆 外 的 任 一 点 到 两 焦 ， 所 的 距离 之 和 大 于 k. 
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由 切线 定义 ,P 在 椭 加 上 ,P' 在 椭圆 外 ,所 以 有 
1 PF | + PE | = 
IPFII+|PF,|>k. 

”由 中 及 名 得 
| PF| + | PF, [jpE | IPE hIPE TPR 

与 |PF|+|PF,.|>|P'FI|+1P'F,| 下 慎 . 

所 以 P 和 P 一 定 是 相同 的 点 ,从 而 = | FF |. 

由 两 点 距离 公式 得 k= 85. 

所 以 ”椭圆 长 轴 的 长 度 是 85. 

[ 解 2] 设 椭圆 与 x 轴 相 切 于 P(x ,0). 

则 由 和 FPr= 和 FI 0 PF 的 斜率 = 一 直线 PF 的 斜率 . 第 
55-0_ 20- 得 这 二 59 
49 一 六 9 一 之 ” 

设 长 轴 长 为 上 , 则 


&=|PFITI+IPF2I=、/ (9- 胖 ) +20 + (4- 胖 ) +55 


= 85. 

19.47 设 M 是 椭圆 的 一 条 弦 UV 的 中 点 ,过 M 再 任 作 两 弦 4B 
和 CD, 设 AC, BD 与 UV 分 别 交 于 已 .Q 两 点 ,求证 : M 也 是 线段 PQ 
的 中 点 . 


OO 








高 己 尊 可 妇 崇 可 
党 十 


(第 24 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ， 1963 年 ) 
[证 ] 以 M 为 坐标 原点 , UV 所 在 直线 为 x 
轴 建 立 直 角 坐 标 系 , 则 椭圆 方程 为 
ytd) 
a” bp” 
令 AB .CD 所 在 直线 方程 为 
Vy mri, Y= nx. 
于 是 过 A .B.C.D 四 点 的 圆锥 曲线 的 曲线 系 方程 为 


(+ 2 1) ty me)(y~ nr)=0 


其 中 X41 .42 为 不 同时 取 为 零 的 任意 常数 . 
令 y=0， 则 有 
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hl = Ad 
一 十 + -1=0. 
(3 2707 17 7 





几 由 此 得 出 x 轴 上 关于 原点 对 称 的 两 点 必 在 过 4 .B、C、D 四 点 的 
圆锥 曲线 系 上 .特别 地 ,适当 选择 常数 41 和 ,使 曲线 系 退 化 为 两 相 
交 直 线 4AC 、.BD, 则 P,Q 两 点 关于 原点 M 对 称 , 因 此 MP = MQ. 


19.48 天 下: .E3 为 同一 平面 上 的 三 个 两 两 相交 的 椭圆 ,焦点 分 
别 为 FE, FasF2, FF PF2. 这 三 个 焦点 不 在 同一 条 直线 上 ,证 明 : 每 
一 对 椭圆 的 公共 终 交 于 一 点 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 设 焦点 为 F(z;, y;), 且 天 一 A (rx~r}y +(y-y), 1 二 
1,2,3. 则 

FE) 的 方程 为 r+ r3=a,， 

EE; 的 方程 为 rj+r3=。b， 

E; 的 方程 为 rj+r;==c. 

划 | r$4= a?—~2ar,+ rs=b*~2brit ri. Q) 

考虑 表达 式 L3= (a~b)ri—artt+br2+ab(a~b). 

由 于 其 中 x* 的 系数 为 (a -5)~a+6b=0,y 的 系数 为 0， 

所 以 L3=0 是 一 条 直线 . 

为 一 方面 ,Ei\E; 的 交点 满足 中, 即 有 

br$= a’b ~ 2abr, + br3, 

ars = ab ~ 2abri + ar?. 
从 而 将 交点 坐标 代入 工 ; 中 得 

Ls3=2ab(r; 一 rT)+2ap(2-a)=0， 
BD IL;3=2ab(rs+rs~atb-r)-r;3)=0. 
于 是 L;3=0 是 EE,、E, 的 公共 弦 . 类 似 地 





Li=cr$+(b~-c)ri— br3+t bc(b~c)=0, © 
Ls= ~crst+arft+(c~a)r3t+ca(c—-a)=0. 3) 
为 男 两 条 公共 玫 E. 


cl(atbtc)L3ta(btc-a)L/t+b(cta-— b)L,=0. 
上 述 公 共 弦 互相 平行 或 相交 于 一 点 . 
但 是 ,和 @ 中 一 次 项 的 系数 所 成 的 行列 式 为 
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cr3— Ort (0~ cI)ri ay3— Cy + (Ob ~ ce) yi 








—cr3t+arijt+(c—a)r; -cy3+ayl+(c 一 a)y 
3 41 33 Yl 

1 2 yy JJ2 

由 于 a+t+b=ryt+r3t+rit+r3>r2t+ri=e, 

则 a+b—c>0,c>0, 


= —2(at+b—c)'c: 





V3 V1 ,V1 2 
又 一 一 二 一 一 
3 Xl X21 2 


所 以 上 述 行列 式 不 等 于 0. 因 而 三 条 公共 弦 一 定 相交 于 一 点 . 
2 2 
19"49 已 知 :椭圆 ;+ z=1(a>6) 及 
a 


2 
直线 x = ~ 一 ,其 中 c= Vaz: 一 性 .在 椭圆 上 


放置 n(n 之 1 了) 个 点 ,使 其 相 邻 两 点 与 左 焦点 连 
线 所 成 夹 角 均 相 等 (如 图 ): 人 PjyFP, = 


PFP3= "= /LPFPI =- 所. 试 证 :这 2 个 





2 
点 各 到 直线 + = - 一 的 距离 倒数 之 和 为 一 个 与 > 有 关 的 常数 ， 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
2 
[证 ] 设 已 到 直线 z= -一 的 距离 为 di(i=1,2,…,n), 且 a= 





2 
全 APIFO=8. 


PF 
一 一 = 二 (离心 率 ), 即 PF=d;, i=1,2,…,n. 
[| 


ad; [8 


则 4d; PFeos[(i—1)a+B] 


= di— dicos[ (i— 1)a+B] 
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鲍 言 已 




















4 全 | -es[G- Dat pl), i ta, 

故 Sa 1 ~ ool (i ~ De + 站 
De (… sm 了 天 0) 
= Da+ Blsin /in 二 
a (ea 

l(a) 
-地 -5 [eos (Je+p)sin 公 |/sn 人 
_ : 
19。 st 试 证 ; 过 椭圆 一 焦点 诸 弦 中 点 的 轨迹 还 是 一 个 椭圆 . 它 的 
离心 率 和 原 椭圆 离心 率 相 等 . 


(中 国 陕西 省 数学 充 赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 椭圆 方程 为 bx ?+ a*y = a*65*, 则 过 焦点 (c,0) 的 直线 
为 y= m(x 一 c), 代 人 椭 俩 方程 ,得 
bx +am’(x—c) =ab’, 
设 纺 的 中 点 坐标 为 (ro,yo), 则 


人 一 zzzc 


24 p62 370 22 十 52， 

从 两 式 中 条 人 m , 即 得 所 求 轨 和 迹 方 程 为 
b*rit+ayd— bcro=0, 

2 2 


2 
c Pere 
0) 


0 一 





C2 


该 本 图 的 离心 素 = “2 -= < ， 即 为 原 棋 图 的 离心 率 
2 
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19*51 已 知 : 精 加 + 疙 1 的 两 条 垂直 的 直径 ,作出 与 它们 共 


斩 的 两 条 直径 . 证 明 ; 通 寻 这 此 直径 的 端点 的 等 畏 双 曲线 ,也 通过 本 加 
的 两 焦点 . 
(第 4 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1941 年 ) 

[证 ] 设 五 是 已 给 的 椭圆 ,并 假定 a >>5, 则 焦点 为 

(c,0) 和 (一 c,0), 其 中 c= Va’- 5?. 

设 已 知 直线 方程 为 y= mz 与 工 = 一 my. 

. 注意 到 椭 加 的 直径 平行 于 它 的 男 一 条 共 罗 直径 的 端点 的 切线 ,不 

难得 出 两 共 斩 直 径 的 方程 分 别 为 


0 十 142y 二 0， mb*r~a’y=0. 第 
于 是 两 共 斩 直径 的 直线 组 成 的 退化 的 圆锥 曲线 DD 的 方程 为 9 二 

(bx+ma’y)(mb’r—a’y)=0, 与 
即 mo ix -matiy +(m’?*—1)ab xy=0. 人 
因此 过 曲线 D 和 EE 的 交点 , 即 经 过 共 辊 直径 的 端点 的 曲线 系 方程 ”| 


(不 包括 E) 为 
2 ye 
(ma ma y=0. 
a 
A 4 A 2 2 272 
FF+ mo “十 2 ma y t+(m’—1)a’b’ry—A=0. 
Qi 


当 且 仅 当 zx 与 y 的 系数 和 等 于 零 时 ,上 面 的 圆锥 曲线 系 方程 是 
等 轴 双 曲线 (可 能 退化 ) 的 方程 ， 


即 全 4mbt+t 人 ma!=0， 
a b 


有 = mabe?. 
此 时 圆锥 曲线 方程 为 
mx —my+(m—1)ry— mc:=0. 的 

当 区 隆 0 时 ,的 是 等 轴 双 曲线 ,显然 过 (c,0) 和 (一 c,0)， 因而 过 直 
径 端 点 的 等 轴 双 曲线 通过 椭圆 的 交点 (c,0),( 一 c,0). 

当 m= 二 0,a 关 4b 时, 共 氏 直 径 是 椭圆 的 轴 , 也 是 退化 的 等 轴 双 曲线 . 

当 m=0,a=5 时 ,已 知 椭圆 是 一 个 圆 ,c=0, 故 4 总 是 零 , 对 于 一 
阅 , 互 相对 直 的 直径 总 是 共 绒 的 ,也 是 退化 的 等 轴 双 曲线 , 它 通过 重合 
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于 圆心 的 焦点 . 
19.52 ”对 于 椭圆 上 的 点 P, 设 a 是 从 椭圆 的 中 心 到 过 PP 点 的 切 
线 的 距离 ,证 明 : 当 在 椭圆 上 变动 时 , PF1 PF,:d? 是 常数 .这 里 PF 
与 PF, 是 从 PP 到 椭圆 的 焦点 Fi 与 FF 的 距离 . 
(第 37 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1976 年 ) 
[证 ] 设 椭圆 方程 为 


2 


座高 己 


yr 
+ 72 1a>6>0). 
则 焦点 ”六 ( 一 c,0)，Fy(c,0), 其 中 c= a 一 六 
设 P(xz,y) 为 椭圆 上 的 点 ， ri1 = PP, r2 = PF,. 
则 ri+r=2a， 并 且 


<. 
22 


1 
rir2 = irit r2)*— rf~ rs$] 


1 

= 本 [4o (x+ c)—~y—(r-c)—y] 
=2a2— x2 ye 
=a’+b— x ~ y’. 


过 椭圆 上 P 点 的 切线 上 一 点 (u,v) 满 足 


a 
其 可 化 为 zcosg+ vsin9= qd， 


2 1 a4tp4 


/ry /yy 2 p42 tary 
[人们 
六 2 二 asy 一 pb2(a282 一 Ca)+Ta2(a282 一 5272) 
= a262(a2+b2 一 z2 y) 
= asb?riry. 
于 是 = 一 9; 一 一 a?6?( 常 数 ) 
a brir? < 由 四 

19.53 ”AB 为 一 椭圆 的 长 轴 ,O 为 中 心 ,下 为 焦点 ,P 为 椭圆 上 的 

一 点 ,CD 为 通过 O 的 弦 ,平行 于 过 P 的 切线 ,直线 PF 与 CD (或 其 延 


长 线 ) 交 于 Q 点 ,证 明 或 否定 PQ = OA = OB. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
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[ 解 】 设 a 为 椭圆 的 长 半 轴 ,我 们 证 明 
PQ= OA= OB= a. 

设 下 为 椭圆 的 另 一 焦点 . 

连 PF , 交 CD 于 Q, 又 过 下 作 CD 的 平行 

线 交 PF 于 R. 
由 椭圆 的 光学 性 质 及 CD// PT 知 
- LZPQQ= /PQQ', LPF'R= /PRF, 

PQ= PQ’, QF’= QR. 
OO 是 FF 的 中 点 ，OQVA FR， 









FQ= QR= QF. : 
从 而 有 2PQ = PQ+ PQ’= PF+ FQ+PQ’=PF+ QF +PO 
= PF+PF’=24. 
于 是 PQ=a. 


2 2 
19.54 给 定点 A( -2,2), 已 知 点 B 是 椭圆 + je = 1 上 的 动 


刘 忆 等 蓝 和 了 下 


”点 ,FF 是 右 焦点 . 当 |AB| + 1BF| 取 最 小 值 时 , 求 :点 B 的 坐标 ， 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 记 椭 圆 的 半 长 轴 \ 半 短 轴 、 半 焦距 分 
别 为 a .cec ,离心 率 为 e. 





则 a=S,5=4， 
c= Va’-b = V5 -4=3 
且 e= 和 对 -二 ,又 左 准 线 为 = -人 
a 5 3 


过 点 B 作 精 圆 左 准 线 z = - 裕 的 生 线 于 NN, 再 过 A 作 该 准 线 的 生 
线 于 M. 


由 椭圆 定义 知 BNI= - 节 -三 BE 


e 





14B1+ 访 1BF1=|14B1+ 1BN||AN| 之 14M|( 定 值 )， : 
等 号 当 且 仅 当 B 是 AM 与 椭圆 的 交点 时 成 立 ,此 时 B 的 举 标 为 
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(6 


… 当 |AB + 二 1BF| 取 最 小 值 时 ,B 的 坐标 为 -六 3,2]. 
闪 19.55 ”一边 长 为 2a 的 正方 形 始终 位 于 XY 平面 的 第 工 象限 , 当 


此 正方 形 移动 时 , 它 的 两 个 相 邻 顶点 ,总 分 别 保持 在 x 轴 上 和 yy 轴 上 ， 
试 证 在 正方 形 内 部 或 在 正方 形 边 界 上 的 点 的 轨迹 通常 为 一 条 二 次 曲 
线 ( 一 部 分 ) ,对 于 正方 形 的 什么 样 的 点 ,这 样 的 轨迹 会 发 生 退 化 . 
(第 $ 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1942 年 ) 

[证 ] 设 A 和 B 是 正方 形 ABCD 的 相 邻 顶点 ， 
且 A 在 zx 轴 土 ,B 在 y> 轴 上 . 

设 P(x,y) 是 正方 形 内 或 边界 上 一 点 .过 P 作 
PE// BC 交 AB 于 E, 
> 设 PE=n, BE=!/, EA=m, /BAO = 

EPF= 69, 则 


T= nsing+t Lcos0, 





(QD . 








y= msing + ncost. 
对 sing 和 cos6 求解 方程 组 中 ,得 
(lm — n’*)cos0 = mz — ny. 
(Im — n’ )sinO = — nrt+ily. © 
从 @ 中 消去 9 得 
(lIm—n)= (mr— ny) + (nr ly). 
即 PP 扣 满足 方程 为 
(m+ no)r ~2n( lt mryt (lt ny = (Im— nn). G) 
考虑 @ 的 判别 式 


A =4n:(l+m)— 4m + n) (+ n) 
= — 4(lm — n’)} :<0. 
如 果 A<0, 则 @ 表 示 一 个 椭圆 或 一 个 圆 . 
式 电 表示 一 个 圆 的 充分 必要 条 件 是 
m2 + n?2= 1?2+ n2, 
2n(1+m)=0. 
注意 到 1+ m=2a 关 0, 则 表示 一 个 圆 的 充 要 条 件 是 n=0 和 /= 
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m, 即 PP 是 AB 中 点 时 ,P 的 轨迹 是 一 个 图 ， / 
如 果 A= 0, 则 @@ 的 右边 的 项 等 于 零 , 因 而 @@ 式 可 化 为 


li+m , m 
(mzx 一 ny)*=0. 得 y= 一 zx. 
7m 7 


P 点 的 轨迹 是 一 条 直线 . 

当 A=0 时 ,lm 二 ,此 时 PP 点 位 于 以 AB 为 直径 的 半圆 上 . 

大 7= 和 2=7, 则 己 点 是 正方 形 的 中 心 . 此 时 了 点 的 方程 为 >= ~， 
于 是 P 点 不 在 以 AB 为 直径 的 半圆 上 , P 点 沿 椭圆 (或 圆 ) 光 滑 移 





P 点 在 以 AB 为 直径 的 半圆 上 , P 点 沿 直线 来 回 移动 . 


4. 抛物 线 


19*56 求 抛物 线 方程 ,使 该 抛物 线 与 x 轴 切 于 (1,0) 点 ,与 y 轴 
切 于 (0,2) 点 .并 求 抛物 线 的 对 称 轴 和 顶点 坐标 . 
(第 2 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1939 年 ) 
[ 解 ] 显然 所 求 抛物 线 不 通过 原点 . 
不 通过 原点 的 任何 一 条 圆锥 曲线 有 方程 
Ar*+BrytCy + Dr+tEy+1=0. 
由 于 抛物 线 与 x 轴 在 (1,0) 相 切 , 则 有 


A+D+1=0, OD 
又 Axr*+ Dx+1=0 有 二 等 根 ,从 而 
D -4A=0. © 


解 D.B 得 A=1, D=2. z 
由 于 抛物 线 与 y 轴 在 (0,2) 相 切 , 则 有 


Cy + Ey+1=0. G) 
又 Cy*+ Ey+1=0 有 二 等 根 ,从 而 
E*~4C=0. 中 


解 @) .@ 得 C= 地， E=-_1. 


又 因为 是 抛物 线 , 则 有 B=4AC, 得 B= +1. 
因而 得 出 两 个 方程 
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洒 十 各 





3 言 总 


2-y+1=0， ©) 
yt- yt1=0, (©) 


由 于 @ 可 化 为 。( x+ 二 y-1) = 0， 它 是 直线 ,因此 @@ 为 所 求 
显然 @ 可 化 为 
4z -4ry+y -8r-4y+4=0. (7 
令 x=2z-y， oo=x+2y， 则 
Zutv _~ut+2v 
”5 ”> 5 
12 16 


则 名 可 化 为 ”x 一 su sv+4=0, 


sa 


于 是 这 是 以 = 也 为 对 称 轴 , 顶 点 为 (号, 忆 ) 的 抛物 线 , 即 抛物 





. 线 的 对 称 轴 方 程 为 
2z-y= 
x+ _60, x 16 2 
顶点 坐标 为 | 5 5 5 5 = (2 六 


19.57 ”方程 交 -4z-2y+1=0, 表 示 什 么 曲线 ? 若 直线 y= kx 
+ 2 与 方程 表示 的 曲线 相 切 . 问 & 应 为 什么 值 ? 
(中 国 重庆 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 1] 把 方程 y -4r-2y+1=0 变形 为 z= 二 (9-1) 
所 以 原 方 程 表 示 抛 物 线 . 解 方 程 组 : 
y~—~4r-2y+1=0, 

ey 
把 名 代入 并 整理 ,得 

kz’+(2k—4)zr+1=0. 
要 使 直线 是 抛物 线 的 切线 ,就 要 方程 组 有 相同 的 实数 解 ,就 必须 方 


{1@ Qe 
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程 仿 有 相同 的 二 实数 根 ( 即 有 等 根 ). 
即 判别 式 A=(2&-4)2-442= 一 16k+16=0. 
解 得 =1. 
当 上 =1 时 ,直线 y= kr+2 与 原 方程 所 表示 的 抛物 线 相 切 . 
[ 解 2] 方程 yy 一 4x 一 2y+1=0 表示 掀 物 线 . 设 P(x,y) 是 抛物 
线 上 一 点 , 则 过 P 点 的 切线 方程 是 : 








工 十 工 1 yt yl 
-4 2 +1=0. 
y1y 2 2 7 1=0 
整理 ,得 2x 一 (yj 一 1)yt+2xi+ yi-1=0. QD 
XX kr—-y+2=0. (2) 
如 中 和 四 表示 同一 直线 , 则 和 
kk 1 2 十 
2 yi-l 2xi+yi-l © 九 


又 因为 已 点 在 抛物 线 上 ， 
好 -4z1 一 2y+T=0. (4 
解 避 与 @ 组 成 的 方程 组 , 得 =1. 
直线 y= kr +2 与 方程 六 ~4x-2y+1= 0 所 表示 的 擅 物 线 
相 切 时 , 的 值 应 为 1. 


19.58 有 一 动 直线 ,= 二 (z-z -1)( 其 中 


t 为 参数 ) ,及 一 抛物 线 y = 4x, 问 该 直线 与 抛物 
线 的 两 交点 的 中 点 轨迹 是 什么 ?求证 :该 轨迹 和 
直线 x+ y+1=0 相 切 . 
(中 国 江苏 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 解 方 程 组 . 


y=4x， 
y= (zt) 


由 加 ,得 z= 学 +1+1, 代 入 @, 得 


=21y+4t+4, 
即 六 -2 一 4 一 4=0. 
由 韦 达 定理 得 出 中 点 Q 的 纵 坐 标 : 
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党 忠生 村 和 人 吹 可 





由 
© 





油 言 己 





， 1 1 
y = 本 了 (9 + 32) (20) = 


小 


i 


代入 直线 方程 ,得 中 点 Q 的 横 坐 标 :x = 下 +t+1. 


I" 
二 
和 
十 
fk 


因此 ,轨迹 的 参数 方程 为 全 


消去 参数 1, 得 轨迹 的 普通 方程 ， 
(+D2=2(z -上 

它 表 示 一 条 抛物 线 ， 

从 z+y+1=0 和 (y+1)2=2{ -人 ) 中 消去 y 并 整理 得 
7*—2r+1=0, 

它 显然 有 二 重 根 . 


所 以 轨迹 和 直线 x + y+1=0 相 切 . 
19.59 ”抛物线 y=2pr 的 内 接 三 角形 的 一 个 顶点 在 原点 ,三 边 


上 的 高 线 都 通过 抛物 线 的 焦点 , 求 :此 三 角形 外 接 圆 的 方程 . 


(中 国 辽 宁 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 1] 如 图 , 设 公 O04B 为 抛物 线 的 内 接 三 角 
AD BF 、OC 为 过 焦点 下 的 三 条 高 线 . 
设 A 点 坐标 为 (x1,y1), 于 是 y= V2pri， 
从 而 A 点 坐标 为 (x1, V2pr1). 
因为 AB 垂直 >z 轴 , 及 抛物 线 的 对 称 性 ， 
得 BB 点 坐标 为 (x, - V2jx))， 











v2 一 V2 
OA 的 斜率 k= YP ，BE 的 斜率 ,= ~ 
T1777 
V2 一 V2 
kk, = prl pri _ ]， 2p=xi- 人 上 
1 _2 2 
十 1 2 
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5 
xr1=2 ,y=V5p, 


故 A 的 坐标 为 ( > 过,V3p )， B 的 坐标 为 ( :之 ， -v5p). 


设 过 0、 A.B 三 点 圆 的 方程 为 x?+ 六 + Dri+FEyt+F=0. 
O(0,0) 在 融 上 ， .. F=0，, 


4( 沁 ,5pj 在 加 上 ， 
23 ， > ,3p 
4p +5p + D+y5pE=0, 


B(2,- 5 ) 在 加 上 ， 


全 + 5p? + 32p- v5pE=0. 


全 十 洲 


” 解 得 D= -2, E=0, F=0. 


高 己 鞭 规 妹 香 避 


所 以 ”所 求人 OAB 的 外 接 圆 的 方程 是 : x? + y? > px =0. 


[ 解 2] 由 解法 1 的 前 半 部 分 得 出 A、B 坐标 后 , 求 外 接 圆 的 方程 
也 可 以 用 如 下 方法 :OA 的 垂直 平分 线 的 方程 为 : 


: 之 
AVI 3p) ro fy 


得 5z+2V5y= ps 
AB 的 垂直 平分 线 为 OC , 它 的 方程 为 y=0. 


解 方程 组 Ce 

y=0,， 
得 ”圆心 的 坐标 为 (了 p,0)， 半径 R= 一 p. 
所 求 国 的 方程 为 【 -全 六 ) +y Ee 


得 r+ 2 p=0. 
19.60 段 数 有 限 的 折线 内 接 于 抛物 线 .其 始点 与 抛物 线 的 顶点 重 
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Sk 这 已 





合 ,折线 中 任意 共 顶 点 的 两 线段 与 抛物 线 在 该 点 处 的 切线 都 成 等 角 ， 
证 明 : 这 样 的 折线 只 能 位 于 抛物 线 对 称 轴 的 一 侧 . 
(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 不 失 一 般 性 , 设 抛物 线 方程 为 y = 
! “ar*(a>0), 如 图 ,折线 的 第 一 段 为 OA ,抛物 线 
| 在 Al 点 处 的 切线 为 71, 过 点 Al 分 别 引 平行 于 坐 
BY 标 轴 的 直线 . 
设 顶点 在 4; 的 折线 的 两 线段 与 切线 1 的 
” 夹 角 为 wa, OA| 与 x 轴 夹 角 为 6,: 与 zx 轴 、y 轴 
交角 分 别 为 Y、5. 则 


ux 
tgp 二 一 7 axo, tg7 = k, = 2axo, 
0 


tg7Y -tg8 _ _ a7ro 
1+tgytg8 1+2a2z8 
1 


tga=tg(Y— Bb)= 


1 
tg0= ctgy = 一 一 > = tga. 


aro 1 十 2ax 
0 


0 . 
因为 a .6 均 为 锐角 ,所 以 w<8, 也 就 是 说 AiA; 在 直线 x= xo 的 
右 侧 . 
即 A14, 与 O41 都 在 抛物 线 对 称 轴 x =0 的 同 侧 . 
对 有 限 段 的 A;A;、A;Ai ,同样 可 证 ， 
若 4; 在 直线 x =0 的 左 侧 ,同样 可 证 得 结论 . z 
19.61 求证 ;曲线 y= (7 -z+1) 不 可 能 经 过 两 坐标 均 为 整 


数 的 点 ( 格 点 ). 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 】 设 +5n+r， 其 中 ntZ, r=0,1,2,3,4， 则 


1 
y = sl(5n + r)*—(Snt+ r~) 十 1 
=5m+(2r Dat (rr) 


记 ~r+1= 区 , 则 当 x=0,1,2,3,4 时 ,m=1,1,3,7,13, 这 些 
m 值 均 不 能 被 5 整除 , 即 说 对 任意 的 整数 x 而 言 ,y 均 不 可 能 是 整数 . 
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故 = 二 (2 -x+1) 不 可 能 过 两 坐标 均 为 整数 的 点 . 


19.62 在 坐标 平面 zoy 上 画 出 函数 >= xz” 的 图 像 .然后 擦 去 坐标 . 
只 留 下 抛物 线 的 图 形 . 仅 用 圆规 和 直 尺 ,怎样 复原 坐标 轴 和 长 度 





轴 
单位 ? 
(第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 我 们 引 两 条 平行 直线 , 设 AB 和 CD 是 这 
两 直线 夹 于 已 知 函 数 图 像 之 间 的 线段 (如 图 ). 

过 这 两 线段 的 中 点 引 直 线 1, 它 平行 于 Oy 轴 ， 
事实 上 ,如 果 直 线 AB 的 方程 是 y= kr + 565, 那么 它 
与 抛物 线 交 点 的 横 坐 标 xz; 和 x, 是 方程 zr*==kr+b - 
的 根 . 

因此 ,根据 韦 达 定理 ,zi + x= 上. 故 


交点 模 坐 标的 平均 值 (线段 AB 中 点 的 横 坐 标 ) 等 于 过 







高 己 苯 松 本 侣 


类 似 地 ,线段 CD 中 点 的 模 华 标 也 等 于 二 ,因此 1// Oy 轴 . 


为 了 作出 Oy 轴 ,我 们 引 直 线 m1, 并 通过 直线 m 夹 于 抛物 线 间 
的 线段 的 中 点 五 , 引 直 线 平 行 于 直线 ! ,这 条 直线 便 是 Oy 轴 . 它 与 抛物 
线 的 交点 即 是 坐标 原点 O, 过 O 点 引 直 线 垂直 于 OF , 便 得 Oz 轴 , 再 
作 二 xzOy 的 平分 线 , 它 与 抛物 线 的 交点 坐标 ,就 是 (1,1), 于 是 长 度 单 
位 便 可 作出 . 

19.63 已 知 :抛物 线 y=2px 及 定点 A(a ,5)、B(-a,0)(o9 尖 
0,5* 关 2 pa ). M 是 抛物 线 上 的 点 , 设 直线 AM 、BM 与 抛物 线 的 另 一 交 
点 分 别 为 Mi 、M2 .求证 : 当 M 点 在 抛物 线 上 变动 时 (只 要 MI .Mo 存 
在 且 Mi 关 M,), 直 线 MIM， 恒 过 一 个 定点 ,并 求 出 这 个 定点 的 坐标 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 


设 M .Mi .M; 的 坐标 分 别 为 ( 关 )， (六 , 小 (¥ 
“+ iW?2 2 六 >0 2p 2p’°™2) 
由 A、M、M 共 线 ,得 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1149 





化 简 得 ”yi1yo= byit y0) -2pa. 


_ bo -spa 
1 yo-b 
何 _ | 2 pa . 
郑 同 理 ， 由 B iM 、M, 共 线 ,得 y= © 
设 (x,y) 是 直线 MiM2 上 的 点 , 则 
= 二) 一 2pxr 3) 


由 @ .名 和 消去 yi 、y。 得 
(byo -2pa)2pa _ (+ ) -2 
(yo - 6) yo yb 3 
整理 得 ”3(2pr ~ by) + yo0'2p6(a- x)+2pal(by-2pa)=0. 
2pr — by=0, TT 三 a， 
由 于 方程 组 | 有 解 | _2pa,， 
by—2pa=0 > 6 
所 以 ， 动 直线 MiM; 恒 过 定点 ( a, 名 )， 
19.64 设 A 和 B 是 抛物 线 P 上 的 两 个 动 点 ,使 得 在 A 和 B 处 的 
两 条 切线 相互 垂直 . 证 明 由 A、B 及 PP 之 顶点 所 成 的 三 角形 重心 的 轨 
迹 为 一 抛物 线 Pi, 对 P| 再 重复 上 述 过 程 ,又 得 一 抛物 线 P;, 余 类 推 ， 
设 如 此 得 到 的 抛物 线 序列 为 P,Pl,P,,…, PP, ,如 果 P 的 方程 是 y= 
mz ，, 试 求 : 己 , 的 方程 . 
(第 6 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1946 年 ) 
[ 解 ] 因为 P 是 方程 为 y= mz. 
所 以 PP 的 任 一 点 坐标 都 具有 形式 (xr? ,zmt) ,其 中 上 为 某 个 实数 . 


与 抛物 线 P 在 点 (zt2， za) 处 相 切 的 直线 的 斜率 为 了 


设 ACms?,ms)，B(mt?,mt). 在 A 和 8B 处 的 两 条 切线 相互 王 
直 的 充 要 条 件 是 
1 1 1 
3- "7 = 一 1, 央 st= -下 
又 抛物 线 已 的 顶点 为 O(0,0) , 则 全 4BO 的 重心 是 
| m(s:+1) m(s+t) ) 
3 3 
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设 重心 的 坐标 为 (x ,y), 则 
_m(s:+1’) _m(s+t) 
3 > 3 

从 上 式 中 利用 st = -二 消去 st 得 P; 的 方程 


120 


于 是 ， 从 也: 沈 = mz 变 为 Pi: :y =m (x 要) 相当 于 把 常数 


mm 


jm 换 为 3 ， 把 顶点 向 右 移动 < 


_m 


所 以 ,为 从 Pi 得 到 已， 为 (至) = 如 ,项 点 再 由 移 


寺 十 溃 


动 上 二 ( 翌 ) = 全 ,因此 Ps 的 方程 为 


刘 已 茶 杜 向 才 可 


-1 1 _Li 
y= sm(z 6™ 上 
以 此 类 推 ,可 得 到 P, 的 方程 : 





2 mm m 
> 37 6 6x3 6X32 6x3"-! 


m m. 1 
Ed er 
19.65 已 知 :抛物 线 y= -x?+ bx+c 与 抛物 线 y= x 相 切 , 试 
求 : 该 抛物 线 顶 点 的 几何 位 置 . 
: (第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 于 抛物 线 y= 一 zx?+ br+c 与 y= x 相 切 , 则 方程 
~ r+bric=rx:, 2x*-br-c=0. 


有 惟一 实 根 ,因此 其 判别 式 


A=6b*+8c=0, = 全 电 
于 是 抛物 线 方程 为 y= -z+ br 一 二 
_ 1 1 
件 占 浴 标 ,pp2 
其 顶点 坐标 为 (计生 襄 刀 ) 
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从 而 ”顶点 位 于 方程 是 y= 的 抛物 线 上 . 


反之 ,如 果 点 (xo, yo) 位 于 抛物 线 y= 上 , 即 有 w= 方 避风 
抛物 线 


六 己 


1 
y= -x +12r0r -376= (x -zx0) + x6. 


经 过 点 ( x0, 汪 总), 且 与 抽 物 线 y=x? 相 切 于 点 { 了 xo, 二 区 让， 
所 以 是 形 如 ”y= -z+ bx 一 坟 如 ”的 抛物 线 ,其 中 系数 6- 


1 
27xz0ycC 一 -FX 


19.66 在 平面 上 给 定 一 点 O 和 一 条 直线 e. 试 求 到 定点 O 的 距 
离 r 和 到 定 直 线 e 的 距离 o 之 和 等 于 已 知 数 a 的 点 P 的 轨迹 ( 数 r 和 p 
都 是 正 数 ). 
( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1924 年 ) 
[ 解 ] 若 关 系 式 r+ p=a 成 立 , 则 定点 O 到 直线 e 的 距离 不 大 于 





(1) 如 果 点 O 到 直线 e 的 距离 等 于 a, 则 
所 求 的 P 点 的 轨迹 是 连接 点 O 和 由 OO 向 直线 
e 所 作 垂 线 的 垂 足 之 间 的 线段 . 

(2) 如 果 点 O 到 直线 e 的 距离 小 于 a. 

我 们 作 和 直线 e 平行 且 和 e 距离 为 a 的 
两 条 直线 di 和 d2. _ 

设 PP 是 所 求 轨 迹 上 的 任意 一 点 , 且 P 在 
直线 e 和 df 之 间 , 则 OP=r,P 到 e 的 距离 为 p, 于 是 P 到 4 的 距离 为 
a po=r. 

因而 P 到 O 点 及 直线 di 的 距离 相等 ,其 轨迹 是 以 O 为 焦点 ,di 
为 准 线 的 抛物 线 的 一 段 弧 . 

同样 PP 在 e 和 a; 之 间 ,P 的 轨迹 也 是 以 O 为 焦点 ,dz 为 准 线 的 抛 
物 线 的 一 段 弧 . 

19.67 ”菱形 的 三 个 顶点 依次 在 边 长 为 1 的 正方 形 的 边 AB BC、 
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AD 上 , 求 被 菱形 的 第 四 个 顶点 所 充满 的 图 形 的 面积 . 
(第 工 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 设 天 、 工 .M 分 别 是 菱形 在 正方 形 的 边 4AB .BC 、AD 上 的 顶 
点 (如 图 ) ,注意 到 KB 的 长 度 等 于 从 点 M 到 直线 AD 的 距离 . 
因此 如 果 固 定点 KK ,那么 点 M 的 可 能 位 置 填 满 了 平行 AD 边 的 某 
条 线段 Mi M2: ,点 M 的 较 低 的 位 置 Mj 对 应 于 Ni = A 的 情形 ,而 点 
MM 的 较 高 位 置 Mj 对 应 于 工 ; = C 的 情形 . 


| 

1 
+ 

| 

E 

1 

1 

I 






洒 十 小 


齐 忆 等 著 和 人 可 


(a) 





为 了 确定 与 点 K 的 位 置 有 关 的 点 MI 和 M2 的 位 置 ,我 们 建立 如 
图 (b) 所 示 的 坐标 系 . 

容易 计算 .如果 点 天 的 横 坐 标 x >>0， 

那么 MI=(-x,V27x),M;=(-zx， V1i-2xr+1). 

再 利用 点 M 的 集合 关于 oy 辅 的 对 称 性 ,我 们 得 到 所 求 集 合 是 斜 
线 阴 影 标 出 的 图 形 (图 (c)), 曲 边 是 抛物 线 , 其 中 用 数字 1,2 表示 的 图 
形 面积 相等 . 

因此 ,菱形 第 四 个 顶点 所 充满 的 图 形 的 面积 就 等 于 正方 形 ABCD 
的 面积 ,等 于 1. 

19*68 已 知 :在 抛物 线 y= x* 上 有 一 个 正方 形 的 三 个 顶点 A .B、 
C. 求 :这 种 正方 形 面积 的 最 小 值 . 

《中国 上 海 市 数学 竞赛 ,1998 年 ) 

[ 解 ] 不 妨 设 正方 形 在 抛物 线 上 的 三 个 顶点 中 有 两 个 在 y 轴 右 
侧 (包括 > 轴 ), 且 设 A、B、C 三 点 坐标 分 别 为 (x,y),i=1,2,3, 日 
BC 的 和 斜率 为 E(k>0). 
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y3— y= (x3 72), 
则 1 
y2— y1= (x1 x2). 


又 A、B.C 在 y=x* 上 , 故 有 


.2 .2 
yl1 一 = 2 ， yY2 一 2 V3 3- 


将 它们 代 人 上 面 式 子 可 有 
Xx3=k— x2, X11= E72. 


IAB|= |BC|, 


BE wV OY -y= V(r 72) +(y3~ y2)’, 


a/l 二 (2 z1)= VITR(z3- XT2)， 


郧 yp pe X27). 
+2z2= kk 272), 


由 及 一 一 二 (2k+2)x2 实 0, 知 久之 1， 因 而 有 >1. 


1 
k 
kl 

“2 28(R+1)， 
这 样 正 方形 边 长 为 
Vk’+1(x3- TT Vk? 1(k—2x7;) 











kk k+l 
(+) 
24 
> I = 
当日 仪 当 =1 时 , 邑 B 为 原点 时 等 号 成 立 . 
Sx = (V2)*=2. 
19.69 在 平面 直角 坐标 系 中 ,以 点 (0， 1) 为 心 的 加 与 抛物 线 y= 





yz2z 交 于 4.B.C.D 四 点 .求证 :Sapm<v2 并 求 Sapcp 的 最 大 可 能 值 . 


(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] 因为 圆 和 抛物 线 都 关于 y 轴 对 称 , 所 以 四 边 形 ABCD 是 等 
腰 梯 形 . 设 圆 的 半径 为 RR, 于 是 有 


yy 二 并 


工 (7 1) =R. 
消去 xz, 得 到 如 -yy+1 一 尺 “=0. 
外 事 达 定理 有 VY! + yy 三 1， 这 表明 梯形 ABCD 的 中 位 线 MN 位 于 
直线 y= 二 上 ， 故 有 
1 


MN<2x 万 -人 
梯形 的 高 h 有 估计 式 h=|y-y1i<ylt+y2=1. 上 
V3 Hb 
此 外 ,由 判别 式 有 ”1 一 4(1 一 R?)>0. 解 得 R>3. 名 
又 因 当 R 之 1 时 不 可 能 有 4 个 交点 ,所 以 R 的 变化 范围 是 新 
所 册 何 
<R<L 


其 次 , 记 x1= Vyl， zx2= Vyw(y1<y)， 并 令 
X1=sina, Xx2= cosa, ae (0, 三 ) 
于 是 有 Sapcp 二 h"MN= | yt- yl(xi + x2) 
= (sina + cosa )(1 ~ 2sin’a) 
= (sina + cosa )cos2a. 
= sin2a € {0,1), 便 得 
对 f(z) 求 导 有 Spcp= (1+sin2a)(1 -sin2a)= ~1—12+1t+ 
1= f(z). 
f(1)= -31-21+1= ~ (1+:)(3:— 1), 
又 当 := 方 时 , f(1)=0. 


且 f(0)=1, /(D=0, /( 计 )= 用 


/二 ) = 演 是 (4) 的 最 大 值 
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综 言 己 


局 


最 后 ， 当 上 = 二 时 ， sin2rw = 了 于 是 有 
r=sing =, /一 cosca ~ /3-2 
本 5 
2 一 COSQ 6. . 
3-26 _3+2%2 
1 6 ， 2 6 - 
再 由 韦 达 定理 得 到 1- Ri= yw-= = 二 
0 YY 36 36. 


2 9 
解 得 Ro= 2. 显然 有 二 < Ro< 1 


所 以 ”Sw 的 最 大 值 是 /器 = 生 /全 


19.70 ”大圆 酒杯 的 轴 截 面 为 函数 y= x“ 的 图 像 , 往 杯 中 放 一 
半径 为 -~ 的 小 球 , 当 半 径 > 最 大 为 多 大 时 球 可 以 触 到 杯 底 的 最 低 点 


( 即 > 最 大 为 多 大 时 ,位 于 区 域 y 宇 x4 中 的 半径 为 > 的 圆 可 经 过 原 
点 )? 


(第 57 届 英 斯 科 数 学 竞赛 ,1994 年 ) 
y [ 解 ] 原 问 题 等 价 于 经 过 原点 的 圆 
(y—r) +7x = 


完全 位 于 区 域 y 宇 x 中 , 即 当 0x 记 rr 时 ， 有 






y= 4 


r- Vr xr. 中 
令 z= rsing，@ 式 即 为 当 0<0< 节 时 ， 有 
1 — cos 辫 六 sin40. 人 
当 9=0 时 ,@ 式 显然 成 立 ; 
当 0<6< 王 时,@ 式 转化 为 Ps ® 
故 有 sin?0(1+ cos6 = 8sin 了 co 4 
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代入 加 式 得 二 写 = 寺 尖 


5. 双 曲 线 


19:71 已 知 : 双 曲线 的 两 条 淅 近 线 方程 为 ++ y=0,x 一 y= 二 0, 两 


顶点 的 距离 为 2. 求 : 双 曲 线 的 方程 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 人 
[ 解 】 由 所 给 渐 近 线 方程 知 ， 要 求 的 双 遇 线 有 丙种 可 能 的 情况 5 
(1) 双 曲线 的 实 轴 在 轴 上 ,此 时 ， 双 则 线 方程 可 写成 五 -总 =1 
(a>0,5>0). 


因 双 曲线 的 两 顶点 距离 为 2， 故 a 二 1, 此 双 曲 线 的 渐 近 线 方程 是 y 


_ 8, 


与 所 给 渐 近 线 方程 比较 ,得 =1, 于 是 ， 得 所 求 双 曲 线 是 x-—y 


(2) 若 双 曲 线 的 实 轴 在 y 轴 上 ,与 (1) 同 理 , 求 得 其 方程 为 y-x’ 
=1. 
19:72 设 双 曲线 zy= 1 的 两 支 为 C1、C2( 如 
图 ) ,正三 角形 PQR 的 三 顶点 位 于 此 双 曲 线 上 ， 
(1) 求 证 :P、Q、R 不 能 都 在 双 曲 线 的 同一 支 上 ; 
(2) 设 P(-1,-1) 在 C2 上 ,Q、R 在 Cl 上 . 求 : 顶 
点 Q、R 的 坐标 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 

[证 ] 《1) 用 反 证 法 .假设 正和 PQR 的 三 
已.Q、R 位 于 同一 支 如 Cl 上 ,其 坐标 分 别 为 (zl yi)、(x2, y2)、(X3， 
y3) ,个 妨 设 0<zx<x<<z3, 则 一 定 有 y1>y>y>0. 于 是 ， 
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总 己 





PQ? + QR? - PR? 

=[(x1 ~ rx) + (rx3- x3) ~ (ri £3)7] +[(y — y2)* + 
(y3— 3y3)° — (yi — y3)°] 

=(27x9 — 2z1x2 ~ 2z2z3 + 2zlz3) + (2 六 ~ 2y1y2 一 23233 
+ 2y1y3) 

=2(x2— Xx2— rT3) +2(y2 ~ y2) (yy3)<0. 

因此 PQ + QR’< PR 

这 说 明 人 PQR 是 钝 角 三 角形 ,与 全 PQR 为 正三 角形 节 盾 . 故 忆 、 

QR 不 能 位 于 同一 支 上 . 


(2) 设 QR 的 坐标 为 (x1, 、 (2 二 让 这 时 QR 边 上 的 高 线 
方程 为 


yt1= zizxz2(x +1). (x*) 
它 必 过 线段 QR 的 中 点 ,因此 QR 的 中 点 坐标 满 
足 方程 ( * ) ,于 是 有 
1 1 


十 
t+1)， 
此 即 (1 一 xixo)[(zi+ x2)(l+ rir2) + 27x1x2] 
=0. 
Xi>0, zx >0, 
上 式 方 括号 中 的 式 子 明显 大 于 0, 则 
1 一 zizz=0. 故 xjx2=1. 

于 是 ,Q 的 坐标 为 | -zz ,而 R 的 坐标 为 (xz, 二 ], 这 说 明 Q、 
R 关于 直线 y= x 对 称 . 

PQ .PR 所 在 的 直线 分 别 为 过 点 与 y= 工交 成 30" 角 的 相互 对 称 
的 两 条 直线 , 易 见 其 倾斜 角 分 别 为 75" 和 1S" .不 妨 设 PQ 的 倾斜 角 为 
7 ,这 时 它 的 方程 为 

yt1= tg75 "(r+1), 
即 y+1=(2+Y3)(zx+1). 
将 其 代 人 双 曲 线 方 程 xy = 1, 解 得 Q 的 坐标 为 (2 一 Y3,2+ 
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v3)， 
由 对 称 性 知 ”RR 的 坐标 为 (2+ V3,2 一 V3). 


2 2 
19.73 已 知 : 双 曲 线 -7 -=1(a>b>0) 的 离心 率 。=2+V6- 
a 


Y3 一 V2, 过 其 右 焦点 Fs 且 与 x 轴 垂 直 的 直线 e 交 双 曲线 于 A 、B 两 点 . 
求人 AF1F 的 值 . 
(中 国 河南 省 数学 竞赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 设 AFIF,.= a, FAF,=p, 
则 a+ B86=90". 
由 正弦 定理 得 
laPal AFL _ TPR 
sing sin90” sing 
2C 1AFi| -1AF;| 2a 
sing sin90*—sing 1~sina 


sinB -££-, 即 cosSa _ 





一 一 一 一 人 2， 
. 3 四 
i~sine &a 1 — sina 


. 1 er:—1 
亦 即 Ta ta e， 得 tga 7 ， 
_ (QQ+Y6-Y3~-Y2)° -1 
2(2+Y6-Y3-Y2) 
_ (3+Y6-Y3~Y2)(1+V6-Y3-Y2) 
2(2+V6--VJ) 
_ (3-1) 
2 
=2~Y3. 
a=15,， 即 AFF,=15°. 


19.74 C 是 xy=1 的 图 像 ,C 关于 直线 y=2x 的 对 称 图 像 是 CC， 


已 知 C 可 以 写成 12x*+ bry+ cy*+d=0 的 形式 , 求 ;:& 的 值 . 
(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 


[ 解 ] 设 P(x,v) 是 C 上 任意 一 点 , PC(z,y) 为 C 上 对 应 的 点 


( 即 忆 关于 y=2z 的 对 称 点 ). 
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写 记 苯 检 如 


十 流 





高 已 


连接 PP '. PP | 直线 y=2x，.… PP 的 斜率 为 -六 








则 之 - 宇 = 一 ， OD 
x-u 2 
又 ”PP 的 中 点 在 y=2x 上 ， 
y+v_ ,Xiu 
7 2 7 他 
4 一 37 
, 5 
解 、 人 名 得 4 +43y 
= 


因为 P(w,wv) 在 曲线 C 上 , 则 
_ 47 一 3r .4r+3y _ 
5 5 

即 12x*-7ry—12y*+25=0. 
从 而 5 二 -7, c= 一 12. 故 bc = 84. 


19.75 在 双 曲 线 zy 一 1 上 , 横 坐标 为 一 的 点 为 A,, 横 坐标 为 


十 工 


i, 


Uv 





2 的 点 为 B,(nE N). 记 坐标 为 (1,1) 的 点 为 M. 又 P(z ,yw) 是 
A4BM 的 外 心 ;, 当 zc 时 , 求 : 已 的 极限 点 坐标 (a,5), 这 里 a = 


lim rn， 6 = lim 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 易 得 A, 、B, 的 坐标 为 : 


n 2 一) (一 六 ) 
; ，B, ， . 
4 7 n n+1 


14A,M|=|B,M|， 且 直线 A,B, 的 斜率 kap = 一 1 
故 个 MA.B, 是 以 A.B, 为 底 边 的 等 腰 三 角形 , 且 底 边 所 在 直线 的 
斜率 为 一 1. 
因 M 在 直线 y= x 上 ,所 以 底 边 中 垂 线 方程 为 y= x. 
由 此 知 z = y,. 


AM 的 中 点 坐标 El( 




















2n+l1 2 ) 
2(n+1)” 2n . 
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n+1 
故 外 心 P(x ,zx,) 在 直线 
2n+t+i nn | | 














> 2n n+l ”2(n+1) 
Ry (2n+1) 


lim xz, = lim y, = 2. 
No Nr oo 


极限 点 的 坐标 为 (2,2). 


2 2 
19.76 已 知 : 双 曲 线 Ci: 二 -35=1(e>0), 抛 物 线 C; 的 顶点 向 1 
(之 uu . 
在 原点 O, 又 C, 的 焦点 是 C, 的 左 焦点 F,.(1) 求 证 :C) 与 C 总 有 两 个 “| 二 大 
不 同 的 交点 ;(2) 是 否 存在 过 C; 的 焦点 Fi 的 弦 AB, 使 人 AOB 有 最 大 或 。 | ## 
最 小 值 ? 若 有 , 求 出 AB 所 在 直线 方程 与 最 值 ; 若 没 有 ,请 说 明理 由 . . 


(中 国 湖南 省 数学 竞赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] (1) Fi(~Y3a,0), .. Cs:y = 一 4V3ar. 
2 一 
Ye, 消去 y, 得 x +2Y3ar ~ a*=0. GO 
A= (2y3a)*+4a’>0. 
方程 的 有 实 根 x1, zx;. 
又 ziz= -ac<0， 则 两 根 异 号 ,不 妨 设 x1>0,x;y<<0. 
当 zi>0 时 ， 刀 = -4Vv3ar 无 实 根 . 
当 zx;<0 时 ,，y*= 一 4 V3ar 有 两 个 不 同 实 根 ,从 而 ,Cl 和 C, 有 
两 个 不 同 的 交点 . 
(2) 假 设 符合 条 件 的 弦 AB 存在 . 
(;) 当 直线 斜率 上 存在 时 , 易 知 天 0. 设 直线 4B 的 方程 为 
y=k(r+y3a). 
y=k(x+y3a, 
= 4 消去 vy， 得 


kx +2 V3a(k +2)r +3ak:=0. 
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由 方程 组 | 


-2V3a(k +2) 





Xl1+ 2 二 有 2 
XI1X2 = 3a”. 
关 {12a°(k* +2)* ~l2a’k*] 4V3a(k?+1) 
(1+k )| k4 k2 
V3alk| 
又 原点 到 直线 AB 的 距离 ” 疡 = 一 -一 一 . 
Vk:+1 
1 V3alk| 4v3a(k+1) ,， 1 
SAAO0B 三 一 2 /ra 2 =6a 1+ p2 


(让 ) 当 直线 斜率 不 存在 , 即 AB」z 轴 时 ,有 
Sanos= 廊 "4 V3a.V3a =6a2. 


六 1 
6a? 1+ -73>60 (kA0), 


SAao8 的 最 小 值 为 6a*, 此 时 直线 AB 的 方程 为 x = 一 V3a. 
3 p>0 时 ,二 oo， 因此 ”Sa wos 无 最 大 值 . 


19.77 在 平面 直角 坐标 系 中 ,x 轴 上 有 两 个 与 原点 O(0,0) 不 同 
的 定点 A、B. 动 点 C 在 y 轴 上 变动 ,直线 1 过 O(0,0) 日 与 育 线 AC 午 
直 . 求 直线 ! 与 直线 BC 的 交点 的 轨迹 (给 出 其 方程 并 描绘 图 形 ). 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 A、B、C 的 坐标 分 别 为 (a,0),(5,0),(0,c). 其 中 a 闫 0， 
0,aA6. 


在 c 关 0 时 ,AC 的 斜率 为 一 ,1 的 斜率 为 一 ， 





1 的 方程 为 y= 六 人 


BC 的 方程 为 + 这 =1. © 


由 人 .多 消去 c 得 到 轨迹 方程 为 
az 一 pzr)+b=0， 
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(人 
” 2 yy 
. tl 3) 
4 4 
当 c=0 时 ,/ 与 BC 的 交点 为 原点 也 包括 在 方程 @@ 中 . 
式 @ 上 的 点 (5,0) 可 看 作 C 趋 于 无 穷 时 , ! 与 BC 的 交点 的 极限 位 


即 





ee 


当 ab >0 时 ， 轨 迹 为 椭圆 . 
当 ab<0 人 时 ， 轨迹 为 双 曲 线 . 


6. 解析 几何 杂 例 


2+ ryt+y -y=0, 
”他 >》 >》 '(ap 尖 0)， 有 且 仅 有 三 组 


19.78 设 方程 组 1”， 3 
ax 十 pzy 十 工 三 0， 
不 同 的 实数 解 . 
(1) 求 实 系数 a、6 所 应 满足 的 条 件 ; 
(2) 把 (a,5) 看 作 aOp 坐标 平面 上 点 的 坐标 , 画 出 满足 上 述 条 件 的 
点 的 轨迹 . / 
(中 国 福 建 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 


[ 解 ] (1) 已 知 方程 组 


Xz +ryt+y -y=0, 中 
az“+ bry+x=0, © 

2 byt+1 
因 a 关 0, 由 多 可 得 x=0 或 r= 一 一 一 . 全) 


把 zx=0 代 和 人 中 ,， 解 得 y=0，y=1; 
把 z= - 包 二 代入 人 ,整理 得 
(a ~abtb’)y—(al+a—-26)y+1=0. 
多 A=(a*+a—-26)*—4(a’— ab + 6?) 
=[(a+1)* -4(b+1)]a’. 
因 zx=0,y=0 不 满足 全 ,所 以 原 方 程 组 有 且 仅 有 三 组 不 同 实数 解 


的 条 件 如 下 ， 
(i) (at+1)-4(b+1)=0, 
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襄 己 等 检测 可 





部 言 二 


但 z=0,y=1 不 满足 @, 吧 6 了 关 -1， 从 而 ac 天 一 二 
或 (ii) (a+1)?-4(b+1)>0, 
但 zx=0,y=1 满 足 中 , 即 2 = 一 
从 而 < 天 一 上 . 
(2) 在 aO6 坐标 平面 上 ,满足 上 述 条 件 和 
题 设 条 件 (ab 冯 0) 的 点 (a ,5) 的 轨迹 如 图 所 示 ， 
就 是 除去 点 (一 1, -1).、(1,0)、(- 3,0)、 


(0, -二 ) 的 抛物 线 (a +1)?==4(6 +1), 和 除 


去 点 (一 1, 1)、(0, 一 1) 的 直线 6= 一 1. : 

19.79 ”A.B 为 定 二 次 曲线 axr*+bry+ cy +ert+fy+g=0(a 关 
0) 上 的 两 个 定点 ,过 A 、B 任 作 一 圆 , 设 该 圆 与 定 二 次 曲线 相交 于 另外 
两 点 C.D, 求证 :直线 CD 有 定向 . 

z (中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[证 ] 作 新 坐标 系 :以 A 为 原点 ,AB 为 x 轴 . 设 互 点 的 新 坐标 为 
(7,0) ,在 此 坐标 系 中 ,因为 二 次 曲线 配 工 轴 交 于 A、 B 两 点 ,所 以 二 次 
曲线 方程 可 化 为 ; 





r+torytcy -lr +fy =0. 中 
圆 的 一 般 方程 是 
r+y +hr +ky +m=0, 
过 A、B 的 圆 方程 为 
rty ~iIr tky =0. © 
四 -四 ,得 ylbr +(c -1)y +(f -k)j=0, ® 


这 是 另 两 个 交点 C.D 的 坐标 必须 满足 的 条 件 . 
C 不 在 直线 AB 上 ,所 以 它们 的 纵 坐 标 y 去 0, 从 而 直线 
CD 的 方程 是 
br +(c -1)y +(f ~&k)=0. 
因为 2 、c 都 是 定 值 ,直线 CD 的 斜率 是 定 值 , 所 以 直线 CD 有 定 
向 . 
19.80 在 坐标 平面 上 , BC 是 一 条 线段 , M 在 BC 上 ,A 是 直线 
BC 外 的 一 点 . (了 求证 :车 M 是 BC 的 中 点 , 则 AB?+ AC?=2(AM?+ 
BM?).(2) 若 BC 内 部 除 中 点 M 外 还 有 点 满足 (1), 试 求 出 A 所 在 的 区 
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(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] (1) 延 长 AM 到 M ,使 MM =AM, 连 ， 


MB、MC, 易 知 
AB*+ AC*+ MC + MB = MA’?+ BC2 ， 
即 2CAB?+ AC?)=4(AM?+ BM)’, BO 


“AB:+AC’=2(AM?+ BM?). 7 
(2) 如 图 ,建立 坐标 系 , 设 各 点 坐标 为 ; VW 
B(-c,0), C(c,0), M(0,0), 
Mo(la,0), A(x,y). 
这 时 (1) 之 等 式 化 为 
(xi+ecy +y+(r-c)}+y 
=2[(x—a) +t+y +(atc)?]. 
整理 得 a*+a(c 一 x)=0. 
”由 于 a 关 0, 则 x=atc. 
又 -c<a<c, 则 0<x<2c. 
于 是 ， 所 求 的 区 域 为 ”1(z,y)10<zr<2c,y 天 0 
19:81 证 明 : 在 和 售 ABC 所 在 坐标 平面 上 ,有 一 个 惟一 的 点 U 具 
有 性 质 : 存 在 实数 和 A、y、v、« 不 全 为 零 ,使 得 对 这 个 平面 上 所 有 点 已 ， 
APL?+ jpPM? + vPN? - kPU? 为 常数 ,这 里 工 .M、N 分 别 为 P 到 BC、 
CA .AB 的 垂 线 的 垂 足 . 试 确定 U. 
(第 30 届 国 际 数学 贵 林 匹 克 候 选 题 ,t989 年 ) 
[ 解 ] 以 全 ABC 的 外 心 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 ,不 失 一 般 性 ， 
设 和 全 ABC 的 外 接 圆 半 径 为 1.4、B.C 三 点 的 坐标 为 
Alcosa,sina), B(cosB,sinB), Cl(cosy ,siny ). 
因而 直线 BC 的 方程 为 
B+Y B+7 
2 


TCOS 7 + ysin 
类 似 地 有 CA 、AB 的 方程 . 


设 的 坐标 为 (s,t). 又 设 P(z,y) 为 平面 内 任意 一 点 , 则 应 有 关 
于 zx 、y 的 恒等式 


十 种 





瘟 冯 等 获 攻 本 





~ wt? 
了 
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2 
5 (ras 的 2 yn -ot ) 
-kx[(x 一 s)2+(y 一 :) = 常数 . 


比较 x?* 及 y 的 系数 得 
> Acoez 全 7 >》) Asin2 B+ Le 


nl 塞 吕 








:2 
比较 xy 的 系数 得 > ， Asin(C8+ 7)=0. 
由 可 得 ”》) Acos(B+ 7)=0. 

由 信 .@ 可 得 

A — 
sin(y+a) sin(ac+pB) | 
cos(Y+a) cos(a+ 有 ) 


sin(a+ 8B) sin(B+ 7¥) 
cos(a+ 有 B) cos(B+7Y) 








sin(8+T7Y) sin(y+a) 
cos(B+ 7Y) cos(y+a) 








A 加 大 vv 
sin(8-7y) sin(y—a) sin(a—p) 
我 们 取 =sin(8-7Y)=sin2A， 
k=sin(yY ~ a)= sin2B, 
v=sin(a— 01)=sin2C. 


由 中 知 «= 六 > = 二 > sin(p 一 7) = 地 人 >》 sin24. 


考虑 上 述 恒等式 中 zx 的 系数 有 


2xs =2 2 sin(8- 7y)cos Yt 


= 2) sin(B— 7)(cosp + cosy) 

=(cosa +cosB+cosy) >) sin(B-Y)- >, cosasin(B~7) 

= (cosa + cosB + cosy) *2k — 人 >， [sin(a + 8B- 7) 
—sin(Y+a— B))] 

= (cosa + cosB + cosy ) '2Kk. 

2x= >, sin2A =4sinAsinBsinC#0. 

s = Cosa + cosp + cosy. 
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同 理 上 =sinae +sin8+sin7y. 

因此 U(cosa + cos8+ cosy,sina +sin8+siny) 是 入 ABC 的 垂 心 . 

19.82 在 (坐标 ) 平 面 上 已 知 一 半径 为 展 ,中心 为 O 的 圆 及 一 直 
线 a,O 〇 与 a 的 踊 离 为 4,d>>R. 在 a 上 取 点 M 与 N, 使 得 以 MN 为 直 
径 的 贺 与 @O 外 切 . 证 明 : 在 这 平面 上 存在 一 点 A, 所 有 线段 MN 对 A 
的 张 角 都 相等 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 以 直线 a 为 x 轴 , 过 O 且 与 a 垂直 
的 直线 为 y 轴 . 

设 0(0,d), 且 OO 与 中 心 在 (x,0), 半 径 为 
r 的 圆 外 切 ,于 是 

x +d*=(R+r). 

由 对 称 性 ,如 果 4 点 存在 , 则 4 点 一 定 在 y 

轴 上 , 设 A(0,4), 又 M(x-r,0), N(x+r,0)， 


所 以 AM 的 斜率 为 -一 ,AN 的 斜率 为 -2 
Tr T+r 







言 关 等 攻 和 届 | 季 可 











下 面 计算 MAN 的 正切 . 
h h 
tr zr 2hr 
tg LMAN =— 2 
| hz 六 < 一 六 十 万 
人 7 一 2 
2hr 2hr 


显然 , 当 R* +h 一 qd?=0, 即 R?2+ 有 = qd? 人 时 ,上 式 为 常数 ,因此 A 
点 是 存在 的 ,其 坐标 为 A(0, V qa? R?). 

19'83 在 坐标 平面 中 ,和 人 ABC 的 边 AB 和 AC 的 垂直 平分 线 分 别 
交 BC 于 (如 果 存 在 交点 的 话 )X 和 了 . 试 证 使 BC= XY 的 一 个 充分 条 
件 是 tgB'tgC=3. 但 这 个 条 件 不 是 必要 的 ,请 找 出 使 BC = XY 成 立 的 
充分 必要 条 件 . 

(芬兰 等 四 国 国际 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
注 ”芬兰 等 四 国 是 指 芬兰 .英国 .向 牙 利 .瑞典 . 
[证 ] 以 B 为 坐标 原点 , BC 所 在 直线 为 x 轴 , 建 立 直角 坐标 系 
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(如 图 ) ,并 设 人 ABC 三 个 顶点 坐标 为 
A(le,h), Bc0.0) C(a,0). 
其 中 h>0,，a>0. 因此 当 ee 了 0，e 关 a 时 ， 
h 
a~e 
线段 AB 的 垂直 平分 线 方程 为 
(rx-e)’+t(y-h) =7r +y. 
即 2er+2hy=e*+h*. 
- 设 AB 的 垂直 平分 线 写 BC 边 的 交点 坐标 为 (x1， 0), 则 
e+h” 
1 2e 
同样 ,线段 AC 的 垂直 平分 线 方程 为 
(x-e)}+(y-h)=(x-a)+y, 
即 2(e—a)xrt+2hy=e*+h:—a*. 
设 AC 的 垂直 平分 线 与 BC 边 的 交点 Y 坐标 为 (zx,0), 则 
2 十 12 2 
这 样 ,在 e 关 0,e 关 a 时 ， 
2 二 12 e+h2- a 
xx 


因此 ,为 使 BC= a= XY, 则 有 
ea2 ~ ea ~ h*e 
2el(e—a) 
[lea*— ea- h’e|=2ale(e—-a)l. 
(1) 若 ea* 一 ex*a-h’e=2ae(e—a), 
则 ea* -ee?a— he=2e*a ~ 2ea’. 
3 即 tgB':tgeC=3. 
(2) 若 ea2-eca-h2e=--2ae(a 一 e)， 
有 一 ae(a-e)= ah’, 
或 1 即 tgB'tgC= 一 工 . 
e a-e 


当 e=0 或 e=a 时 ,个 ABC 为 直角 三 角形 ,此 时 4B 或 AC 的 垂直 








h 
tgbB=—， tgC = 





2 一 


ea — esa—h’e 


2e(e—a) 

















一 如， 
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平分 线 与 BC 平行 而 与 BC 无 交点 ,所 以 不 可 能 有 XY = BC ,于 是 一 定 


有 e 夭 0 上 e 关 a. 
于 是 ,车 有 XY= BC , 则 
tgB'!tgC=3,tgB:tgC= ~1. 的 1 


反之 , 若 的 式 成 立 , 则 tgB 与 tgC 都 存在 ， 
一 定 会 有 e 关 0,e 关 a ,此 时 都 可 有 XY= BC. 
因此 ,tgB :tgC = 3 仅 是 XY = BC 成 立 的 
充分 条 件 , 而 的 才 是 其 充分 必要 条 件 . 8 人 一 一 > 
如 图 给 出 了 tgB.tgC= -1 时 的 情形 . 
19.84 和 人 ABC 为 锐 用 三 角形 ,上 是 三 角形 所 在 坐标 平面 内 的 任 
一 直线 ,xz 忆 分 别 为 4 B、C 到 区 的 垂 线 长 . 试 证 wtgA + zztgBT+ 


第 
w“tgC 之 2S, 其 中 S 为 入 ABC 的 面积 . 向 十 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 4 
[证 ] 取 BC 为 x 轴 , 过 A 的 高 为 y 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 . 
设 A、B.C 的 坐标 分 别 为 几 
A(0,a),B(~6,0),C(c,0),a,b,c>0. 
tgB-, tgC= 二 
Aa 
HH tgA = -tg(B+C)=-— 2 < = ac 
a a 2 一 pr 
1 一 -一 一 
b cc 
. a(b+ce) 
A 是 锐角 ，.…. tA ip. >0， 


从 而 a > Ec. 

设 直 线 上 的 法 线 式 方程 为 mzx+ny 一 p=0. 其 中 ?+ n?2=1. 

容易 求 出 w= jan~pl， v=|—-bm~p|, w= |cm— pl|. 
utgA + vitgB+ w? tgC 

“， ‘0 (bm pte (emp) 

2 ,a(b+e) 
~ bc bc 


po) tap- bcn)* + bc(a*— bc)] 
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=(an—p) 


=(a2n? ~2anp + p’): (pp’ + bcm) 
_ a(b+c) 
bc(a?— 


之 a(b + cc) 

=25S. 

当 且 仅 当 pa -ap=0, 即 当 直 线 工 通过 和 AABC 的 恒心 
( 0. 全 ) 时 ,等 号 成 立 . 

19.85 ”在 直角 坐标 系 XOY 中 ,点 A(xiyi) 和 点 B(x2,y2) 的 从 
标 均 为 一 位 正 整数 , OA 与 x 轴 正 方向 的 夹 角 大 于 45", OB 与 x 轴 正方 
同 的 夹 角 小 于 45",B 在 x 轴 上 的 射影 为 B',A 在 y 轴 上 的 射影 为 4 ， 
全 OB'B 的 面积 比 全 OA 'A 的 面积 大 33.5. 由 xl、y1、xz、y2z 组 成 的 四 
位 数 z1x2yy2y1 二 13 +x2102+ yz*10+ yi. 试 求 出 所 有 这 样 的 四 位 
数 , 并 写 出 求解 过 程 . 


综 训 己 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 

[ 解 】 如 图 ,由 题 设 可 知 zzy x1y1=67， 
x1>0,y1>0, .. Xxiy2>067. 

又 ”zy、Y2 均 为 一 位 正 整 数 ， 
232=8X9=72 或 zy=9x9=81. 
BOB <45, .. zs>, 

故 x2y2 关 81, 从 而 Ty =9xX8=72, 








即 z=9, y,=8,. 
这 样 xiy!= 二 x2y2 一 67=5. 
又 AAAOB' >4$ ，… rx)<y, 
香 击 XI,YI 是 一 位 正 整 数 , 故 只 能 有 元 1] 一 1， YL 三 3)， 
TIT yy1 = 1985. 
19.86 在 平面 直角 坐标 系 中 ,图 CI; 以 O1( 一 2,0) 为 圆心 ,3 为 半 
径 ,O 为 原点 ,A 为 (1,0), 求 证 存在 一 个 正 的 常数 C, 使 得 对 Ci 外 任 
意 一 点 X, 有 OX 一 1 之 cmin! AX,AX?*| , 求 :c 的 最 小 值 . 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[证 ] 不 妨 假定 X 在 上 半 平 面 . 
当 X 绕 A 点 向 左旋 转 至 X 时 ， 
LOXX>/AAXX= /AXX’ >LOXX.. 
OX > OX.. 
(1) 若 AX 宇 6, 将 x 旋转 至 xz 轴 上 , 则 
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OX-1 OX -1_4X 一 ? 
AX ”” AX AX 
2 2 
= 1 一 一 一 之 
,1 AX” 1- 6 
由 于 AX 之 6, 则 AX<AX”, 从 而 


OX -1 之 所 "AX= 他 -min|AX,AX?|. 


(2) 若 1< AX<6, 仍 有 AX< AX?. 
将 X 旋转 至 @ 〇 CI 上 . 则 
OX-1 OX -1_ V13-l2c29-1 v1+24sin pg-1 








wl 








AX 7 AX” | 6sing 6sing 
snp x 第 
Vv 1+24sing+1 9 +t 
4 3 Osing 二 九 
= 一 一 一 一 一 一 . 解 
。 二 24 十 Oo 2 1 站 
sin 9 sing 何 


由 于 sing 之 二 ,上 式 在 sing = 万 时 最 小 ， 最 小 值 为 


V1+24(#) -1 Er _ 3 


6x 世 


内 而 OXI-3 


(3) 若 4AX 委 1, 则 min{ AX, AX’| = AX? 

将 X 旋转 至 @CI 上 , 则 

OX-1、OxX -1_v13=-1l2csp-1 
AX2 (AX’)’ 36sing 





‘min| AX , AX*|}. 





2. 1 > 
3 


V1+24sin p+1 


wj 


5 

一 十 
/3 1 
V15-—3 
mt 
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OX - 1 之 ‘min{ AX, AX?|. 故 <= 

19.87 在 坐标 平面 上 ,具有 整数 坐标 的 点 构成 单位 边 长 的 正方 格 
的 顶点 ,这 些 正方 格 被 涂 上 黑白 相间 的 两 种 颜色 ( 像 国 际 象 棋 棋 盘 那 
样 ). 对 于 任意 一 对 正 整 数 mx 和 ?7 ,考虑 一 个 直角 三 角形 , 它 的 顶点 具 
有 整数 坐标 ,两 条 直角 边 的 长 度 分别 为 m 和 2, 且 两 条 直角 边 都 在 这 
些 正 方 格 的 边 上 . 令 Si 为 这 个 三 角形 区 域 中 所 有 黑色 (阴影 ) 部 分 的 
总 面积 , S, 则 为 所 有 白色 部 分 的 总 面积 . 令 Am ,mn)=|1S -51.(a) 
当 ze 和 ?7 同 为 正 偶数 或 同 为 正 奇 数 时 ,计算 fm,n) 的 值 ;(b) 证 明 .: 了 


(m ,< 本 max m,n 对 所 有 的 m 和 7 都 成 立 ;(c) 证 明 ; 不 存在 常数 


c ,使 得 对 所 有 的 m 和 7 ,不等式 FL ,zy<ec 都 成 立 . 
(第 38 遍 国 际 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[ 解 ] (a) 设 人 ABC 为 一 直角 三 角形 , 它 的 顶点 上 县 有 整数 坐标 , 旦 
两 条 直角 边 都 在 这 些 正 方 格 的 边 上 . 
区 -基站 设 A=90',AB= nm,AC=n. 
考虑 如 图 二 中 的 和 矩形 ABCD. 
DW 对 于 任 一 多 边 形 P, 记 Si(P) 为 的 区 域 
图 衣 ~ 中 所 有 黑色 (阴影 ) 部 分 的 面积 , S,(P) 为 其 所 
有 日 色 部 分 的 面积 . 
图 1 当 mx 和 nn 同时 为 偶数 或 者 同时 为 奇数 时 ， 
矩形 ABCD 的 着 色 关 于 斜 边 BC 的 中 点 中 心 对 
称 .因此 ， 


Si(ABC)= SI(BCD), S$,(ABC)= S$;,( BCD). 
从 而 flm,n)=|Si(ABC)— S,(ABC)| 





V15—3 z V15-3 
3 3 


3 言 汉 





SS D 





= 二 1Si(4BCD)- Si( ABCD)|. 
于 是 , 当 m 和 n 同 为 偶数 时 , f(x,n)=0, 当 nm 和 7 同 为 奇数 时 ， 
f(m,n)= 广 


(b) 如 果 m 入 同 为 偶数 或 者 同 为 奇数 , 则 由 (a) 即 知 结论 成 立 . 
故 可 设 m 为 奇数 ,n 为 偶数 .如 图 2 所 示 , 考虑 AB 上 的 点 L 使 得 AL 


=m—1. 
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由 于 m -1 为 偶数 ,我 人 有 f(m -1,n)=0，， 


即 SI(ALC)= S,(ALC). 因 此 ， 
fl(m,n)= |Si(ABC)-— $2(ABC) [|=|S 
(LBC) ~ S,(LBC)!| . 


之 LBC 的 面积 = maxlm, | 
(c) 我 们 来 计算 ra 2k) 的 值 .如 同 在 (b) 2 


中 ,考虑 4B 上 的 点 ,使 得 AL =2k. 因 为 f(2k,2k)=0 且 Si(ALC) 
二 S,(ALC), 有 

f(2k+1,2k)= |S1(LBC)-— Ss( LBC)|. 

注意 到 全 LBC 的 面积 等 于 k. 

不 失 一 般 性 ,可 以 假设 对 角 线 LC 全 部 落 在 黑 
色 正 方 格 中 ( 见 图 3). 

于 是 ,个 LBC 的 白色 部 分 由 若干 个 三 角形 组 
成 ; 

全 BLN2 人 AM LEN2k 
MiLIN, 

它们 每 一 个 都 与 A BAC 相似 .其 总 面积 等 于 


Si(LB0)=3 | (下 ) + (4-1), 


1 
rs +2° + + (2k)°] 
4k+1 
: 2 
因此 ,黑色 部 分 的 总 面积 为 


1 ] 
SiI(LBC)=& 本 kt+1) 12 8k 1) 


注 十 流 





间 忆 等 村 各 可 





(2 


2k 





f(2k +1,28)= Te. 
这 个 函数 可 以 取 任 意 大 的 值 . 
19'88 求 :平面 直角 坐标 系 中 格 点 凸 五 边 形 ( 即 每 个 顶点 的 横 、. 纵 
坐标 丝 为 整数 的 上 是 五 边 形 ) 的 周 长 的 最 小 值 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
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[ 解 ] 设 此 凸 五 边 形 的 5 个 顶点 依次 为 A1 、A2、A3、A4、As, 坐 标 
为 Ap(x ,Yi ), 并 用 复数 表示 顶点 : A = x + iye (k= 二 1,2,3,4,5),i 为 
虚数 单位 . 

z=Arri— Ar,k=1,2,3,4,5，A6 二 Ai;, 则 

(1) zz 的 实 部 与 虚 部 都 是 整数 , 且 | zz | 关 0( 从 而 | | 之 1); 

(2)z1 + z+ x3+ zat zs=0; - 

(3) 凸 五 边 形 A1Ao…A; 的 周 长 为 | zj | + | zz| +… + | z5| . 

由 凸 性 知 ,任意 两 个 z;,z(j 关 ) 不 具有 同一 方向 ,又 由 (1) 知 , 若 
某 个 z, 有 |z| 半 1, 则 |z | 只 能 是 /2，2，Y5,…. 


a 


z1,z2，"… ,zs 中 模 为 1 的 个 数 至 多 只 有 4 个 : 土 1，+i. 
(iD 若 | zi | zj| ,| zs 中 工 的 个 数 恰 为 4, 由 (2) 知 ,余下 一 个 为 
0, 与 (1) 相 违 . 


(让) 铬 | zi1|,|z2|,…,|zs| 中 1 的 个 数 恰 为 3, 车 剩 下 两 个 都 为 V2 
(注意 模 为 /2 的 至 多 只 有 4 个 :1+i, -1+i), 则 
它们 不 会 满足 (2). 

于 是 ， 此 时 图 形 周 长 之 1+1+1+Y2+2=5 
+ V2. 

(iiib) 符 | = | ,|z2|,…, |zs| 中 恰 有 2 个 1, 剩 
下 的 3 个 都 为 Y2 ,如 图 所 示 ,此 时 图 形 周 长 为 1+ 
1+vV2+V2+W=2+32， 

(iv) 其 他 情况 ,图形 周 长 不 小 于 1 + 4 v2. 

综 上 , 格 点 凸 五 边 形 的 周 长 最 小 值 为 2+3v2. 

19.89 已 知 :实数 a 满足 ;有 且 仅 有 一 个 正方 形 ,其 四 个 顶点 均 
在 曲线 y= x*+ az 上 . 试 求 :该 正方 形 的 边 长 . 

(德国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 】 设 正 方形 的 四 个 顶点 A、B.C.D. 

我 们 首先 证 明正 方形 ABCD 的 中 心 是 原点 O. 

否则 ,由 于 y= x+ azr 是 奇 函数 , 则 A、B、C.D 关于 原点 O 的 对 
称 点 A 、B CD“ 也 在 曲线 上 , 且 ABC“ 也 是 正方 形 ,与 题 设 只 有 
一 个 正方 形 矛 盾 . 

因此 可 以 设 A(Czo,y),B{ 一 Yo, x0), C( X00 y0), D( yo, xo), 
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其 中 xo>0, yo >0, 于 是 有 








yo0= xd + aro, 由 
一 zo 三 如 + ayo. © 
Oxxot@@X yo 得 
z+ yhta(zxit+ y6)=0. @ 
4 4 
由 @ 知 。 a=- 一 > <0. 
Z0 十 0 
中 xyw-@xxzro 得 xé+ y= xroyo(xf - y0), . @ 
令 zo = roosg, yo = rsing, 其 中 >0，b66G (o 王 ). 
由 .@ 得 ， 1 
a= -rz2(1-2sin2gcos20)= — (1- sin220 ) ， 九 
“ 本 
2 4 析 
二 , 几 
sin40 何 


从 中 消去 天 得 asin49= -4+2sin220， 

化 简 后 有 (1+ a’)(sin20)*-(4+a’)sin20+4=0, 
这 是 一 个 关于 sin?29 的 二 次 方程 . 

由 题 设 , 该 方程 在 (0,1) 内 只 有 一 个 根 ,于 是 
A=(a*+4)*—16(1+a’)=a’—8a’=0, 
”a<0, .. a= -272. 


进而 求 得 sin2b= 交 ， sin40 = “, r= 18. 
所 以 ”正方 形 边 长 为 /2r = V72. 
19.90 考虑 所 有 与 曲线 y=2x1+7x3+3x 一 5 交 于 四 个 不 同 点 


十 六 ,十 工 ; 十 
了 “2 -3 “4 与 表 线 无 关 , 并 


(xyw)(=1l,2,3,4) 的 直线 ,证 明 ; 了 


求 它 的 值 . 
(第 38 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1977 年 ) 
[证 ] 设 直线 y= mx + 5。 交 曲 线 于 四 点 (x;,y;),i=1,2,3,4, 则 
由 
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y=mr+t+6b 

y=2x4+7z ?+3r-5 
有 2xri+77x3+(3-m)xr-(S+b)=0. 
而 x; 是 方程 的 四 个 根 ,于 是 有 


3 高 记 


TI1+ X22+ rx3t+ Xx4= 2 


得 一 一 一 于 = -二 与 直线 本 身 无 关 


19.91 给 定 一 个 2x3 的 和 矩形 ,其 顶点 为 (0,0), (2,0),(0,3)， 
(2,3). 把 它 绕 点 (2,0) 顺 时 针 旋 转 90° ,再 绕 点 (5,0) 顺 时 针 旋 转 90" ,再 
绕 点 (7,0) 顺 时 针 旋 转 90° ,最 后 再 绕 点 (10 ,0) 顺 时 针 旋 转 90"( 这 时 , 原 
先 在 x 轴 上 的 边 又 回 到 了 x 轴 上 ) .初始 位 置 为 (1,1) 的 矩形 上 的 点 在 
上 述 旋转 中 画 出 了 一 条 曲线 , 求 这 条 曲线 以 下 及 x 轴 以 上 的 区 域 的 面 

(第 $2 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 如 图 所 示 , 所 求 区 域 包括 


四 个 面积 为 六 的 1 x 1 的 直角 三 角 





四 个 面积 为 1 的 1 Xx2 的 直角 三 角 
形 ; 


两 个 面积 为 工 (V5)2 = :天 的 四 分 之 一 图 ， 


两 个 面积 为 (V3)?= 的 四 分 之 一 国 . 
因此 ,所 求 区 域 的 总 面积 为 
1 x 5T ,7 
4X™ 14X1t2xX +2X -6+ 7 

19.92 如 果 A、B、C、D 表示 空间 中 的 四 个 点 , AB 表示 A 与 B 
之 间 的 距离 ,等 等 ,试用 解析 方法 证 明 : AC* + BD?* + AD + BC 之 AB? 
+ CD?. 

(第 4 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 设 空间 四 点 A、B、C.D 的 直角 坐标 为 (x;, y,, z;)i= 1,2,， 
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3,4. 则 

AC2= (x1 -zx3) + (yy3) + (zi za)?, 

其 余 类 推 .这 样 有 
AC? + BD* + AD’ + BC — AB’ -CD 

=(x1— xr3) + (rr) + (rr) + (x ra) (ri zx2) 
— (xz3— xa) + (yy3) +t (yr ya) +t yy) + (ys — y3)° 
加 (yi 一 2 六 一 (y3— y4) + (zi 一 >3) + (z2 一 za)” t+ (zi— za)” 
+ (z2— 23) — (21— 22) — (x3— z4)” 

(Xx1— xX3) + (xr2— ra) + (ri XT4) + (x2 ~ x3) — (ri 


x2)* (x3 xa)” 


= zx?+ r+ .rst rt+2r1r2 一 271z3 一 2zx4 一 2xz27z3 一 27274 自 

十 27374 所 九 
= (zl + x — x3- x4) 0. 解 
同 理 可 证 
(yi—y3) ty ya) +t (yi ya) + (yy3) (yi- y2) 了 


(y3 — y4)’>0. 

(z1— 2Z3) + (z2— Za) + (zi ~ Za) + (z2— 2z3)  — (zi1— z2 ) < — 

(z3 — z4) 20. 

于 是 AC?+ BD? + 4D2+ BC? 之 AB?+ CD?. 

19.93 设 己 为 四 面体 ABCD 的 一 个 内 点 .试用 解析 方法 证 明 : 以 
四 面体 PABC 、PBCD .PCDA 和 PDAB 的 重心 为 顶点 的 四 面体 的 体积 


丛 为 四 面体 ABCD 体积 的 二 


《奥地利 -波兰 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 取 定 空间 直角 坐标 系 ,并 记 诸 点 坐标 
Alail,a2,43), B(b1,b2,03), Cec!, C2 C3), 
D(\di,d2,d3), P(pi, pz2,p3). 
则 四 面体 PABC 的 重心 Gi 的 坐标 为 
(2 p2+ a2+ 2 + ce? a 
CS 一 一 一， 一 一 一 一， 一 一 一 一 一 
4 4 4 
PBCD 的 重心 G; 的 坐标 为 
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pitbitcitd: b+poz+cz+dz p3t+b3+c3+d 
° 4 ， 4 ’ 4 


1 /sv I) 
[GiG1|= TN oa) = 1AD|. 


车 G3、G4 分 别 为 PCDA 、PDAB 的 重心 , 同 理 还 有 
G1G3 =|BD1, GiGs 1= 坟 IDC1， GG3s1= 志 14B1， 


a 


1G2Gal = 二 14C ， 1G3G4| = 二 1BC| 
所 以 四 面体 G1G2G3G4 与 ABCD 相似 且 相似 比 为 二 


因此 ,G)G2G3G4 的 体积 为 ABCD 体积 的 二 


19.94 求 :两 点 间 的 最 大 距离 ,一 点 在 以 点 (一 2, 一 10,5) 为 球 心 、 
19 为 半径 的 球面 上 , 男 一 点 在 以 点 (12,8, - 16) 为 球 心 .87 为 半径 的 球 
面 上 . 

(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 设 O 和 ON) 为 两 球 心 ,P 与 Pi 分 别 为 线段 OO1 的 延长 线 
与 两 球面 的 交点 , 且 O 在 POI 内 ,Oi 在 OP 内 . 

显然 ,所 求 的 两 点 的 最 大 距离 为 

PP = PO+ OOi+ OIP,=19+ O01+87. 

又 O01= v(-2~-12)*+(-10-8)*+[5-(—-10)}*=31. 

所 以 ”PPI=19+87+31= 137. 

19.95 在 一 个 球体 内 有 一 定点 P, 球 面 上 有 A、B、C 三 个 动 点 ， 
作 BPA = 人 CPA = CPB = 90", 以 PA 、PB 和 PC 为 棱 构成 平行 六 
体 ,点 Q 是 六 面体 上 与 已 斜 对 的 一 个 顶点 ， 当 A.B.C 在 球面 上 移动 
时 , 求 :Q 点 的 轨迹 . 

z (第 20 届 国际 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
设 球 心 为 (a,5,c), 半 径 为 尺 , 则 球面 的 
”方程 为 
(rx~-a)y +t+(y-60)+(z-c)}=R’ 
由 此 得 A、B、C 三 点 坐标 是 
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A(at+ V Ri-b:—c?,0,0), 
B(0.5+ VRI-ai-c,0), C(0,0,ct VR*-a’ -6b°). 
Q 点 的 坐标 为 
(a+ VR -ce, bt VRi-a-c, ctvVR -a -b’), 
故 OQ= V3R?-2(a*+ b+c’). 
因为 R 和 a?+ 6?+c?= OP? 都 是 定 值 ,所 以 OQ 是 定 值 . 
这 说 明 ,Q 点 的 轨迹 是 以 O 为 圆心 , V3R? 一 2OP? 为 半径 的 球面 . 
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附录 


索引 
本 索引 列 出 本 卷 所 收集 的 全 部 数学 竞赛 试题 的 竞赛 名 称 , 竞赛 时 
间 , 括 号 内 的 第 一 个 数 为 所 赛 试题 在 本 卷 中 章 的 序号 ,第 二 个 数 为 该 题 
在 本 章 题 的 序号 .例如 国际 数学 奥林匹克 ,1997 年 (2.20) 表 示 本 卷 收 
集 的 1997 年 举行 的 国际 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 为 本 卷 第 2 章 第 20 
题 . 


澳大利亚 数学 奥林匹克 
1982 年 (12:65) 
1989 年 (450,13.30) 
1991 年 (4.9,4.51) 
1994 年 (1.29,2.5,15'41) 


奥地利 数学 奥林匹克 


1972 年 (2.38) 

1978 年 (12 154) 

1983 年 (8*28) 

1985 年 (12.36, 19.93) 

1988 年 (12.61,15.53) 
巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 

1990 年 (5.36) 
保加利亚 数学 奥林匹克 

1966 年 (17.37,17.55) 
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1968 年 (7.24,17.31) 

1976 年 (17.41,18.15) 

1977 年 (17.97) 

1978 年 (14.32 ) 

1981 年 (9.21) 

1982 年 (4.53,15:69,17.95 ,18.45) 
1983 年 (14.35) 

1984 年 (6:29) 

1985 年 (18: 12) 

1994 年 (4.33) 


比利时 数学 奥林匹克 
1977 年 (15.63) 
波兰 数学 奥林匹克 了 
1949 年 (5:19,12.51,17.53) 引 


1950 年 (1.131) 
1951 年 (8.22) 

1952 年 (10:1,15:71) 

1953 年 (17.64) 

1954 年 (11.1,11.7) 

1955 年 (11.40,14.23,18.33) 
1956 年 (1.10,11:81) 

1957 年 (13.21,15.15,17.60) 
1958 年 (5.63,9:5) 

1959 年 (4.72,13.19,17.84) 
1960 年 (6.32,12.123,17.45) 
1961 年 (5.34,11.11,17.24) 
1962 年 (13.38,16.19) 

1963 年 (18. 13) 

1964 年 (15.79) 

1965 年 (17.11) 

1966 年 (1.77) 

1968 年 (15.30,16.33,17.110) 
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1969 年 (13'36) 
1970 年 (15.11) 


几 1971 年 (18.32) 
1972 年 (17.102) 


1978 年 (12.454,17.83) 

1979 年 (17:61) 

1985 年 (12.36 ,19.93) 

1987 年 (16.34) 

1991 年 (5.25) 

1997 年 (1.108,15.90,17.57) 
德国 数学 奥林匹克 

1993 年 (1.127,12.143,19.89) 
芬兰 数学 奥林匹克 

1980 年 (15.60,19.83) 
国际 数学 奥林匹克 

1959 年 (5.23 ,11.41,16.18) 

1960 年 (7.86 ,11.10,11.4,17.14,18.25) 

1961 年 (11.49,12.24,16.28) 

1962 年 (7.23,11.22,17.15,18.16) 

1963 年 (1.78,16.29) 

1964 年 (8.78 ,17.74) 

1965 年 (10.3,17.77) 

1966 年 (1.86 ,12.131,18.6) 

1967 年 (11.53 ,14.13,17.80) 

1968 年 (17.30 ) 

1969 年 (15.51,17.39 ) 

1970 年 (17.36 ) 

1971 年 (17.35) 

1972 年 (6: 17,17:40) 

1973 年 (14.42) 

1974 年 (12:69) 

1975 年 (1.32) 
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1976 年 (7.33) 

1977 年 (1.38) 

1978 年 (15.43 ,19.95) 

1979 年 (1.72,16.15) 

1980 年 (3:39) 

1981 年 (5.29,13.49) 

1982 年 (5.24,5:46) 

1983 年 (1.138) 

1984 年 (4.68) 

1985 年 (2.31,4:43) 

1986 年 (10.:10) 

1987 年 (8:56) 

1988 年 (10.22,12.127) 

1989 年 (12.81,12.161) 引 

1990 年 (3.46 ) 

1991 年 (12.25,12.94) 

1992 年 (10.23) 

1993 年 (4.30,12.29) 

1994 年 (4.14) 

1995 年 (5.56 ,12.42) 

1996 年 (5.43) 

1997 年 (2.20,19.87) 

1998 年 (6. 12,12.99) 

1999 年 (1.139,15.:70) 
国际 数学 奥林匹克 候选 题 .预选 题 

1979 年 (3.31,7.75) 

1980 年 (1.110) 

1981 年 (12.85) 

1982 年 (4.24,9.27,18.20) 

1985 年 (1.115,2.27,2.23,3.8,5.39,7.103,8.77,9.14,10.25 ,11 
“47,12.70,12.83,12.160,13.39,14.1,15.48,16.13,17.107,17.108， 
18.8,18.9,19.48,19.82) 
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1987 年 (5.30,9.11,10.4,11.65,13.5,13.50,18.27,19.86) 

1988 年 (3.48,5.47,6.27,7.20,7.62,7.95,12.139,12.164, 13， 
62,14.15,17.4,17.12,17.72,18.52,19.21,19.84) 

1989 年 (1. 128,5.22,5.42,8.44,11.4,12.159,12.162,13.22,13. 
33,15.1,15.61,17.50,18.35,18.44,19.15,19.77,19.81) 

1990 年 (1,.12,1.57,3.33,4.37,7.94,8.17,10.8,10.17,11.51, 12 
.64,12.100,12.136,12.137,13.4,15.17,15.45,15.52,17.22,17.81， 
18.26 ,18.58,19.80) 

1991 年 (1.124,2.43,5.35,18.10) 

1992 年 (4.22,7.77,15.25,15.46) 

1993 年 (3.40,6.35,12.74,12.134) 

1994 年 (1.119,1.142,9:20) 

1995 年 (3.10,5.49,6.7,6.24,17.82) 

1996 年 (1.113,4.65,12.44,12.73,12.77,12.113,12.153,14.14) 

1997 年 (1.53,2.23,3.24,5.14,5.16,5.50,6.13,12.41,17.32,19 
“10) 

1998 年 (1.125,2.,44,5.15,9.9,9.15,9.22) 
汉江 杯 数学 竞赛 

1990 年 (1.80) 

1991 年 (3.1) 
荷兰 数学 奥林匹克 

1983 年 (14:5) 
基辅 数学 奥林匹克 

1936 年 (8.41,11.24,11.27) 

1939 年 (7.68 ,15.4) 

1940 年 (5.37) 

1946 年 (11.59) 

1948 年 (13: 10) 

1951 年 (8:84,12.30) 

1952 年 (2: 10,8:57,13.56,15:32) 

1953 年 (7:34) 

1954 年 (1.:8,2.11,7.93,11.26) 
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1955 年 (1.22,2:7,10:15) 
1956 年 (8.50,11.63,11.71,11.72,11.83) 
1957 年 (11.54) 
1958 年 (11.25,13.60) 
1959 年 (2.12,2.13,9.4,11.16,11.17,12.2) 
1960 年 (11.28,13.16,14.28,15.88) 
1961 年 (7.87,8.45,11.37,11.57,15.50) 
1962 年 (7.88,8.51,11.18,11.19,11.20,15.14) 
1963 年 (1.81,4.2,11.58》 
1964 年 (1.27,1.33,4:18,7:67,11.43,12.103) 
1965 年 (2.14,4.59,10.13,11.60,13.51,14.6) 
1966 年 (5.10,9.13,10.2,12.19,15.13) 
1967 年 (11.13,12.97,14.16) 
1968 年 (11.29,14.7) 引 
1969 年 (1.23,11.14,12.3,12.35) 
1970 年 (7.29,7.65,7.92,10.14,13.11) 
1971 年 (8.83,10.12) 
1973 年 (7.66 ,12.26) 
1976 年 (11.5,12.20) 
加 拿 大 埃 德 蒙 顿 市 数学 竞赛 
1996 年 (15.83) 
加 拿 大 数学 奥林匹克 
1969 年 (3.16,9.8,12.80,12.128) 
1970 年 (12.37,19.31) 
1971 年 (19.38) 
1974 年 (5.51) 
1976 年 (10.16,16.12) 
1977 年 (13.57) 
1978 年 (8.52 ,12.58) 
1980 年 (13.14,17.25) 
1981 年 (13.35 ) 
1982 年 (8.48) 
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1984 年 (12*79) 

1985 年 (12.87,15.9) 

1986 年 (76 ,9.25) 

1988 年 (8*80,14.39) 

1989 年 (8*2) 

1990 年 (2*30) 

1993 年 (7… 13) 

1994 年 (1930) 

1995 年 (1589 ) 

1996 年 (763) 

1997 年 (1.103) 

1998 年 (4.5) 
加 拿 大 数学 奥 林 匹 郊 训练 题 

1987 年 (7*104) 

1988 年 (1.17,1.83,2.6,5.38,5.44,6'23,6:30,7.98,7*100,10: 
6,12.72,17.63,18*50,19.53) 

1989 年 (1.46,4.38,4.56,5:57,7*96,10.18,12.39,12.66,12.71， 
13.32,15*73,16:8,17.59) 

1991 年 (2.2,4.10,4.11,4.28,10.19,10.20,11'42,11'79,17.52， 
19.32) 

1992 年 (4:32,5'59,8.54,12.57,17.76,17.88 ) 

1992 年 (11.6,1212) 
拉丁 美洲 地 区 数学 奥林匹克 

1988 年 (1.89,13.15,15.6) 

1991 年 (8:33,11.45) 
罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 

1958 年 (17*94) 

1978 年 (11.3) 
万 和 森 堡 等 五 国 国际 数学 竞赛 

1980 年 (1.137,8.29) 
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美国 纽约 数学 奥 林 匹 死 
1975 年 (15.54 ) 
1976 年 (1.6,11.68) 
1978 年 (1. 126 ) 
1979 年 (13.48) 
1980 年 (8:31) 

美国 普 特 南 数学 竞赛 
1939 年 (19.56) 

1941 年 (19.51) 

1942 年 (19.28,19:55) 
1946 年 (12.90,19.64) 
1947 年 (15.72) 

1950 年 (17.27) 

1957 年 (14.38) 
1958 年 (15.27,19.17) 

1961 年 (15.56 ) 

1963 年 (5.60,19.47) 

1965 年 (6:19,7.76 ) 

1966 年 (12.75,14.30) 

1969 年 (14:31) 

1970 年 (6:3) 

1972 年 (16.10) 

1973 年 (12.132) 

1976 年 (11.33,19:52) 

1977 年 (16.17,19.90) 

1978 年 (8.58) 

1984 年 (13.47,17.20) 

1986 年 (755) 

1990 年 (6.8) 

1991 年 (8.86,15.68,19.91) 

美国 数学 奥林匹克 
1972 年 (8.65,17.33) 
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Ean 言 局 


1973 年 (17:49) 

1974 年 (2.15,18.40) 

1975 年 (11.36 ,19.92) 

1976 年 (10:21,17:79) 

1977 年 (16.9,19.24) 

1978 年 (15.24,17.65) 

1979 年 (11.32 ,18.42) 

1980 年 (17.67) 

1981 年 (11.85,16.27) 

1982 年 (12.144,18.36) 

1983 年 (17 87) 

1984 年 (16. 16) 

1985 年 (16.31,18*31) 

1986 年 (11.76) 

1987 年 (13.59) 

1988 年 (6.34,7.54,15.95) 

1989 年 (12 .402 ) 

1991 年 (10.7) 

1992 年 (18.40) 

1996 年 (1.15,12.125) 

1997 年 (5.40,12.156) 
美国 数学 邀请 赛 

1983 年 (7.52,7.53,7.58 ,7 

1984 年 (8.24,17.70,19.44) 

1985 年 (7.108,8.26,15.80， 

1986 年 (7.10,17.21,19.22) 


109 ,17 101) 


17…100 ,19 .46 ) 


1987 年 (7.2,7]11,7:32,7.81,19.25.19.94) 


1988 年 (7.29,8.7,19.74) 
1989 年 (7.17,8.5,17.43) 
1990 年 (7.47,13.55,17.71， 
1991 年 (7.30,7.31,7.46) 
1992 年 (7.21,7.36,13.26 ,1 
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1993 年 (7.25,7.59,143.20,17:105,19.26) 
莫斯科 数学 奥林匹克 

1935 年 (11.61,11:69) 

1936 年 (11.35,11*44) 

1937 年 (41.74) 

1939 年 (12.56 ,18.55) 

1940 年 (2.28) 

1941 年 (1.106,10.11,11.39,11.55,11.56 ,11.62) 

1945 年 (2.36,3.18,5.2) 

1946 年 (1.90,13.3,15.33) 

1947 年 (6.33) 

1948 年 (4*55) 

1949 年 (1.45,6.25,14.17) 

1950 年 (12.18) 

1951 年 (12.104) 

1952 年 (1.84,3.26,12.107,15.16) 

1953 年 (1.56,4.45,8.61,11.82,12.105,42.145,15.28) 

1954 年 (1.112,12.98,15.81,15.82) 

1955 年 (6.20,7.87,10.5,12.108) 

1956 年 (15.21) 

1957 年 (7.91,7.105,9.7) 

1958 年 (4.7) 

1959 年 (8.43,10.9,11.12) 

1960 年 (1.141,5.54,11.8,15.18) 

1961 年 (8.142,13.7,14.21) 

1962 年 (1.44,3.7) 

1963 年 (1.7,8.40,12:120) 

1964 年 (1.66 ,1.74,1.107,6.6) 

1967 年 (4.48,11.73) 

1968 年 (11.77) 

1970 年 (1.65,7.45,7.72) 

1972 年 (1.87,1.102,4.61,6.2,12.28) 
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1973 年 (4.57) 
1974 年 (12.1,12.40) 
1975 年 (1.76) 
1979 年 (2'29) 
1980 年 (1.62) 
1982 年 (13. 18) 
1983 年 (3.44) 
1985 年 (15.78) 
1994 年 (8.70,9.17,14:.27,17.98,19.70) 
1995 年 (125,1.41,7.107,15.87,15.91) 
1996 年 (1.58,4.6,17.103) 
前 捷 殉 斯洛伐克 数学 奥林匹克 
1962 年 (16.20) 
1967 年 (17.34) 
1968 年 (18.19) 
1970 年 (18.43) 
1971 年 (17:29) 
1974 年 (13.13) 
1975 年 (14.2) 
1976 年 (14.29,17.75) 
1980 年 (13.44) 
1983 年 (12.22) 
1989 年 (1.94,6.:9) 
前 联邦 德国 数学 奥林匹克 
1986 年 (11.48) 
前 民主 德国 数学 奥林匹克 
1964 年 (7.71,9.19) 
1972 年 (5:33) 
1973 年 (6: 14) 
1974 年 (17:73) 
1976 年 (17.6) 
1981 年 (12.135) 
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1982 年 (15 .12 ) 
1983 年 (17',68) 
前 南斯拉夫 数学 与 林 匹 殉 
1970 年 (7:39) 
1972 年 (8.36) 
1973 年 (17.48) 
1974 年 (13:58) 
1975 年 (12.112 ,12.158 ) 
1976 年 (11.80) 
1979 年 (17:92) 
1981 年 (5:5,15.7) 
1983 年 (1.11,4.42,7:74) 
前 苏联 教委 推荐 试题 
1988 年 (4.23,6.4,7.90,12.82 ,12.149,17.38) 引 
1989 年 (5.18,6.5,12.167,15.47,15.75,17.16,19.69) 
1990 年 (1'123,4.12,4.26,7.102,14.4) 
1991 年 (1.14,4:66 ,12.133,15.64) 
全 俄 数 学 奥林匹克 
1968 年 (1.37 ,1.60) 
1970 年 (1.40) 
1972 年 (1:39) 
1981 年 (1.91,8.46) 
1985 年 (1.51,1.61,8.47,16.1) 
1986 年 (1.73,8:81, 12:95) 
1987 年 (1:71,1.133,7:50) 
1988 年 (1.118,2.45,7.99,8.49) 
1989 年 (2.34,15.74,15.76) 
1990 年 (1.75,2.24,4.60,5.26,11:.34,12.15,14.24,17.91, 18， 
57,19.34) 
1991 年 (1.116 ,4.20,5.11,5.32,19.65) 
1993 年 (2.42,6.16,6.21,12.34) 
1994 年 (14.142 ,17.66 ) 
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1995 年 (4.25,12.43) 

1996 年 (1.50,1.63,1.98,4.52,7.57,7.78,9.16,15.84,15.92 ,17 
几 “111 ) 
和 | 全 苏 数学 奥林匹克 

1967 年 (1.88,12.96,14.41,19.67) 

1968 年 (1.129,15.22,18.4) 

1969 年 (2.8,12.89,14.26,16.32) 

1970 年 (7.48,11.21,12.7,12.93,12.151) 

1971 年 (5.4,14.20,18.56) 

1972 年 (1.104,5.61,5.62,12.114,14:10) 

1973 年 (1.47,5.41,8.71,12.5,17.23) 

1974 年 (1.3,4.19,7.42,12.38,12.138,14.9,19.9) 

1975 年 (1.121,4.71,8.68,13.27,15:35) 

1976 年 (2.46,12.52 ,19.1,19.13) 

1977 年 (5.52 ,18.5) 

1978 年 (1,99 ,12.86) 

1979 年 (4.74,12.28) 

1980 年 (7.70,12.146,13.45,17.51,19.6,19.7) 

1981 年 (4.67,12.9,12.50,17.26,19.4) 

1982 年 (7.37,19.62) 

1983 年 (8.20,12:124,14.33,19.3) 

1984 年 (5.45,8.85,12.45,15.40,17.10,19.2) 

1985 年 (2.32,8.63,8.82,13.40,15.29,15.62,17.7) 

1986 年 (1.117,10.24,12.166,13.61,15.26,18.11,19.8,19.29) 

1987 年 (2.25,3.45,6.24,8.72,12.88,12.117,15.20,17.114) 

1988 年 (1.4,8.38,9.26,13.12,17.5,18.2,19.60) 

1989 年 (1.95,5.1,5.3,12.23,12.150,12.155,15.49,17.113 ,18. 

41) 
1990 年 (1.24,1.136,3.9,6.31,15.42,15.85,17.44) 
1991 年 (5.6,6.22,12.6,15.23,15.36,19.39,19.5) 
日 本 数学 奥林匹克 
1990 年 (8.55,16.35) 
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1991 年 (8.6,8.23,14'34,17.13,18.37) 
1992 年 (13 29 ) 
1995 年 (8*66, 15.94) 
瑞典 数学 奥 林 匹 死 
1983 年 (13.46,14*25) 
瑞士 数学 届 林 匹 更 
1983 年 (5.8,7.12) 
世界 城市 国际 数学 联赛 
1991 年 (8*73) 
1996 年 (8.67) 


希望 杯 数学 邀请 赛 
1990 年 (9.12) 有 
新 加 坡 数学 奥林匹克 未 
1985 年 (3.6) 引 
匈牙利 数学 奥林匹克 


1894 年 (7.83,11.66) 
1895 年 (11.9) 
1898 年 (11.70) 
1900 年 (11.64) 
1902 年 (18.48) 
1914 年 (5:48) 
1915 年 (14.8) 
1916 年 (12.16) 
1917 年 (14.22) 
1918 年 (3.21) 
1922 年 (16.11) 
1923 年 (6:11) 
1924 年 (19.66) 
1925 年 (12.62) 
1927 年 (12.55) 
1928 年 (13:1) 
1930 年 (12:60) 
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涂写 三 





1932 年 (12.109) 
1934 年 (13 52 ) 
1937 年 (12.49 ,18.47) 
1938 年 (16.21) 
1939 年 (11'23) 
1940 年 (1.97) 
1941 年 (1.135) 
1942 年 (8.21) 
1943 年 (12.14) 
1947 年 (14.36 ) 
1948 年 (17.109 ) 
1949 年 (6 18) 
1951 年 (6.11,14.40) 
1952 年 (12.91) 
1953 年 (1.111) 
1954 年 (18.46) 
1955 年 (12.33) 
1957 年 (17.86 ) 
1958 年 (8.64) 
1959 年 (16:7) 
1961 年 (5.28) 
1962 年 (17.42) 
1963 年 (12.63) 
1964 年 (17.85) 
1965 年 (17:96) 
1966 年 (16.22) 
1967 年 (2.9) 
1971 年 (3. 17) 
1972 年 (12.21) 
1974 年 (14:11) 
亚太 地 区 数学 奥林匹克 

1989 年 (8.27) 
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1990 年 (6. 10,15*77) 
1991 年 (1.96,11*75) 
1992 年 (5:53) 

1993 年 (3: 19) 
意大利 数学 奥林匹克 
1990 年 (7.7) 

伊朗 数学 奥林匹克 
1997 年 (8.10,12.101) 

印度 数学 奥林匹克 
1994 年 (4.31) 

英国 数学 奥林匹克 

1966 年 (7:49) 
1967 年 (12.11) 
1970 年 (7.73) 
1975 年 (15.59) 

1977 年 (5.27) 

1980 年 (5.13) 

1981 年 (1:52) 

1982 年 (5.7) 

1985 年 (5.12,18.7) 
1991 年 (4.29,7.16) 
1992 年 (1.134 ,15.55) 

中 国安 徽 省 安庆 市 数学 竞赛 
1990 年 (9.23) 

1991 年 (8:11) 

中 国安 徽 省 合肥 市 数学 竞赛 
1990 年 (3.27,15.31) 

1993 年 (3.29) 
1994 年 (12.31) 

中 国安 徽 省 数学 竞赛 
1978 年 (12.126) 

1979 年 (8:60) 
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中 国安 徽 省 芜湖 市 数学 竞赛 
1981 年 (8 30) 
中 国 部 分 省 市 初中 数学 竞赛 
1985 年 (3.41,12:157) 
1990 年 (8:39) 
中 国 北 京 市 数学 竞赛 
1957 年 (1.4,3.42,11.15, 12.92,16:14,16:30,17.18,17.19,17，: 
104, 19*20) 
1962 年 (4.62,8:37,15.67,17.3) 
1963 年 (2.33,3:5,325,7:'40,12.146,15.37,15.57,15:58,18: 
30) 
1964 年 (12.169,14.18,16.23) 
1978 年 (3.2,7.106,8.1,13.24,13.64,19.12,19.33) 
1979 年 (1.68,8.34,9.6,16.5,19.11,19.49) 
1980 年 (1.31,7.35,8:69,12.4,13.34) 
1981 年 (1.30,7.43,7.79,8.79) 
1982 年 (1.1,1.18) 
1983 年 (7.44,7.69,13.25) 
1984 年 (8.42,19.61) 
1985 年 (1.5) 
1986 年 (1.80) 
1987 年 (2.3) 
1990 年 (1 79) 
1991 年 (7.8,7…60) 
1996 年 (3:20,17.:90) 
1998 年 (17.89 ) 
中 国 初 中 数学 联赛 
1984 年 (8.18,12.68) 
1985 年 (1.109) 
1986 年 (1.13) 
1990 年 (1.132,7:56) 
1991 年 (2 17) 
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1992 年 (218) 

1993 年 (8.46,13.6) 

1995 年 (1.122,7.41,7.89) 

1996 年 (1. 130) 

1997 年 (4.8) 

1998 年 (8:3) 

1999 年 (4.27) 
中 国 福 建 省 福州 市 数学 竞赛 

1958 年 (11.38,15.38,17.9) 

1962 年 (7.3,7.112 ,18.21) 

1963 年 (3.37,3.43,7.111,8.74,13.63,17.56,18.3) 

1964 年 (7.4,12,27,13.23,17.106) 

1978 年 (1.19,2.16,7.9,8.9,16.24,19.41) 
中 国 福 建 省 数学 竞赛 引 

1962 年 (1.70,12.106,16.3) 

1978 年 (9.18,9.29,13.2,15.93,17.1,17.112,18.22,18.54, 19， 
42 ,19.78) 
中 国 高 中 数学 联赛 

1978 年 (1.9,12:111,12.152,13*41,18.53,19:23,19.27,19:45) 

1979 年 (1.140,7.82,12.46,12.140,14.19,165.19,15.39,19.39， 
19.71) 

1981 年 (7.110,12.54 ) 

1982 年 (2.35,13.53,17.47) 

1983 年 (5.9,17.78) 

1984 年 (12.129) 

1985 年 (12.47,17.8,19:85) 

1986 年 (4.13) 

1987 年 (15:10) 

1988 年 (12.130,18.29,19.16) 

1989 年 (2.22,17.58) 

1990 年 (5:58) 

1992 年 (6.15,16.4) 
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学 章 忆 


1994 年 (12.67,17.2,12.93， 
1995 年 (4.70) 

1996 年 (4.39) 

1997 年 (5.31,19.72) 

1998 年 (1.42,19:63) 

1999 年 {1.100, 19.54) 

中 国 国家 集训 队 测 验 题 
1991 年 (12.163) 

1994 年 (5.17,18.49) 
1995 年 (1.85) 
1997 年 (5.55) 
1998 年 (9.3) 

中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 
1986 年 (4.44,7.101) 
1988 年 (4.35,13.43) 
1989 年 (1.93,7.80 ,13.31) 
1991 年 (3.47) 

1992 年 (1.120) 
1993 年 (2.21) 
1994 年 (11.50) 
1995 年 (10.26) 
1996 年 (4.36) 
1997 年 (10.27) 
1998 年 (12.13) 

中 国 广 东 省 数学 竞赛 
1978 年 (9.24,12.10,19.35) 

中 国 河北 省 数学 竞赛 
1994 年 (13.17,17.54) 

中 国 河南 省 数学 竞赛 
1996 年 (4.3) 

1998 年 (19.73) 
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中 国 河南 省 郑州 市 数学 竞赛 
1992 年 (4.47) 
中 国 湖北 省 黄 风 市 数学 况 赛 
1990 年 (7.1) 
1991 年 (3.4) 
1996 年 (1.114,15:2) 
中 国 湖北 荆州 地 区 数学 竞赛 
1986 年 (1.49,2.39) 
中 国 湖北 省 武汉 市 数学 竞赛 
1957 年 (3.36,7.19,8.75,16.25,18.24) 
1984 年 (1.92,1.105,4.54,7.26) 


1985 年 (12.32) 附 
1990 年 (1.2) 索 录 
中 国 湖南 省 长 沙市 数学 竞赛 


1998 年 (18.34,19.76) 
1991 年 (8.19) 

中 国 湖南 省 韶关 市 数学 竞赛 
1984 年 (1.82) 

中 国 贵 州 省 贵阳 市 数学 竞赛 
1991 年 (7.64) 

中 国 黑龙 江 省 齐齐哈尔 市 
1992 年 (3.28,4.49) 

中 国 黑龙 江 省 哈尔滨 市 数学 竞赛 
1988 年 (12.76 ,18.1) 
1992 年 (7.27,14.37) 
1993 年 (4:34) 

中 国 江 苏 省 数学 竞赛 
1978 年 (1.59,3.23,8.15,15.3,18.17,19.58) 
1990 年 (12.110) 
1991 年 (12.53 ) 
1996 年 (1.21,7.:85) 
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中 国 江苏 省 南京 市 数学 竞赛 
1957 年 (1.54,12.116,15.44,17.46,18.23) 
1991 年 (1.20) 
中 国 理科 试验 班 招生 试题 
1997 年 (7 51,8.4) 
中 国 辽 守 省 数学 竞赛 
1978 年 (1.67,3:12,16.2,19.43,19.59) 
中 国 辽 宁 省 沈阳 市 数学 竞赛 
1990 年 (7.18,12.8) 
1991 年 (13.37) 
中 国 广州 .武汉 .福州 初中 数学 竞赛 
1985 年 (1.64,7.44) 
1986 年 (8.8,11.2) 
中 国 重庆 市 数学 竞赛 
1978 年 (3.32,4.16,19.37,19.57) 
中 国 宁 夏 回 族 自治 区 数学 竞赛 
1979 年 (人 35) 
中 国 吉 林 省 数学 竞赛 
1992 年 (9.28) 
中 国 吉林 省 8 市 数学 竞赛 
1986 年 (12.122 ) 
中 国 吉 林 省 长 春 市 数学 竞赛 
1990 年 (1.101,12.119) 
中 国 山西 省 数学 竞赛 
1990 年 (3.30,12.141) 
中 国 出 西 省 太原 市 数学 竞赛 
1991 年 (1.36) 
1993 年 (1.43,8.32) 
1997 年 (4.40) 
中 国 上 海 市 数学 竞赛 
1956 年 (11.30,11.67,11.84,12.115,16.6,17.,99) 
1957 年 (3.35,9:2,9.30,11.31,11.52,12.78,12.168,15.66,16: 
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26,17.62) 
1958 年 (1.69,8.14,11.78,17.17) 
1978 年 (1.55,3.15,19.79) 
1981 年 (15.86 ) 
1986 年 (3.11) 
1990 年 (3:3) 
1991 年 (8.25,15.5) 
1992 年 {13.8,13.54) 
1996 年 (7.38) 
1997 年 (19.75 ,19.88 ) 
1998 年 (19.68 ) 

中 国 上 海 市 数学 班 选 拔 赛 
1999 年 (4:4) 

中 国 四 川 省 数学 竞赛 3 
1978 年 (3.38,4.64,7.5,18.28,19.36) 
1990 年 (8.13) 
1991 年 (4.17) 
1996 年 (1.26) 

中 国 四 川 省 成 都 市 数学 竞赛 
1986 年 (4:1) 

中 国 陕 西 省 数学 竞赛 
1978 年 (8.62,12.17,12.59,12.148,19.50) 
1979 年 (8.59) 

中 国 青 海 省 数学 竞赛 
1979 年 (3:49) 

中 国武 汉 、 重 庆 . 广 州 .洛阳 .福州 初中 数学 联赛 
1990 年 (7:61) 
1991 年 (9: 10) 

中 国 浙江 省 数学 竞赛 
1990 年 (9.1) 
1992 年 (3.22) 


入 
3 受 
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中 国 浙江 省 宁波 市 数学 竞赛 
1984 年 (2.40,4.46,7:15》 
由 ”中国 浙江 省 绍兴 市 数学 竞赛 
1990 年 (4.58) 
中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 
1986 年 (12.142 ,15.8) 
1987 年 (14.3,18.15) 
1988 年 (12.84,18.18) 
1989 年 (2.26) 
1990 年 (4.69) 
1991 年 (8.53) 
1992 年 (4.41) 
1993 年 (12: 165) 
1995 年 (18.52) 
1996 年 (5.20,13.9) 
1997 年 (5.21) 
1998 年 (3.13,7.84) 
1999 年 (4.63) 
中 国 天 津 市 数学 竞赛 
1957 年 (1.16,3.14,7.97,8.76,16.34.17.28) 
1978 年 (2.19,4.15,142.19,19.40) 
1994 年 (2.1,2.4,12.121) 
1997 年 (3.24) 
中 国 出 东 省 数学 竞赛 
1996 年 (1.34) 
祖冲之 杯 数 学 邀请 赛 
1991 年 (7.28) 
1996 年 (15.65) 
中 国 中 学 生 数 理化 接力 赛 
1986 年 (2.41,7.98,13.42) 
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历届 国际 数学 奥 林 匹 到 概况 
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1994 年 。 | 。 加 全 大 站 
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1995 生 2 
中 而 牙 利 厂 阴 

i997 年 3 从 
1998 年 中 国 台北 保加利亚 匈牙利 美国 
中 国 俄罗斯 美国 

流入 2000 年 215 分 184 分 
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中 俄罗斯 ,美国 
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注 :第 39 届 IMO 中 国 未 参加 . 
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编者 的 话 





当今 的 世界 ,数学 已 成 为 广泛 渗透 到 各 种 自然 科学 、 社 编 
会 科学 ,并 发 挥 着 重大 作用 的 一 门 基础 和 应 用 学 科 . 从 教育 者 
要 面向 世界 ,面向 未 来 ,面向 现代 化 这 一 高 度 来 看 ,让 青少年 
从 小 就 打下 扎实 的 数学 基础 ,这 对 我 国 今后 的 发 展 是 极为 重 
要 的 .国际 汪 为 推动 数学 的 发 展 而 进行 的 数学 奥林匹克 活 
动 ,现在 已 成 为 一 种 培养 和 选拔 数学 人 才 的 特殊 事业 . 

目前 ,数学 奥林匹克 在 我 国正 方兴未艾 ,数学 竞赛 遍及 
五 湖 四 海 , 尤 其 是 我 国 中 学 生 选 手 在 国际 数学 奥林匹克 中 展 
夺 人 金牌, 成 绩 显赫 ,捷报 频传 , 令 世 人 瞩目 ,为 祖国 赢得 了 骄 
做 和 荣誉 .这 些 , 充 分 显示 了 我 国 的 数学 水 平和 中 华 民族 的 
聪明 才智 .为 此 ,许多 数学 奥林匹克 教练 员 , 许 多 大 、 中 学 的 
教师 ,许多 学 生 及 其 家 长 都 渴望 在 自己 的 案头 有 一 部 能 够 指 
导数 学 奥林匹克 解 题 的 工具 书 .希望 这 部 书 能 够 广泛 收集 国 
内 外 数学 奥林匹克 试题 的 精品 ,包揽 数学 奥林匹克 的 精髓 ， 
以 开阔 自己 的 眼界 ;提高 数学 能 力 , 品 鉴 数学 的 魅力 ,也 希望 
这 部 书 能 够 提供 这 些 试题 的 更 精确 、 更 简捷 的 解法 ,以 开拓 
思路 ,提高 技巧 . 为 适应 各 界 的 这 种 渴求 ,这 部 《世界 数学 奥 
林 匹 克 解 题 大 辞典 ) 终 于 问世 了 . 

这 部 大 辞典 的 出 版 ,是 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 ,南开 
大 学 数学 系 和 河北 少年 儿童 出 版 社 通力 合作 的 产物 ;是 中 国 
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数学 奥林匹克 专家 和 教练 员 辛 勤劳 动 的 结晶 ;也 是 老 一 代数 
学 家 关心 和 支持 的 结果 .我 们 不 能 不 非常 高 兴 地 告诉 大 家 ， 
这 部 辞典 在 编辑 过 程 中 始终 得 到 数学 前 辈 陈 省 身 先 生 , 吴 大 
任 先生 的 关心 和 指导 ;中 国 数学 会 名 誉 理事 长 王 元 先生 专 为 
本 辞典 作 序 .可 以 这 样 说 ,如 果 没 有 作为 数学 泰斗 的 老 一 代 
数学 家 的 关怀 与 支持 ,没有 一 批 才 华 横 溢 的 中 青年 数学 家 的 
艰苦 努力 ,没有 极 具 胆识 的 出 版 工作 者 的 辛 惑 劳动 ,艰难 而 
浩大 的 世纪 工程 一 一 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 是 难 
以 如 此 顺利 出 版 的 . 

这 部 大 辞典 精 选 了 国内 外 数学 竞赛 的 有 代表 性 的 试题 ， 
其 中 大 部 分 是 已 经 赛 过 并 经 过 锤炼 的 试题 ,还 有 少 部 分 竞赛 
的 备 选 题 和 训练 题 . 本 辞典 共 分 五 卷 ,其 中 有 四 卷 是 按 奥 林 
匹克 数学 一 般 的 分 类 方法 而 分 为 《代数 卷 》《 几 何 卷 )《 数 论 
卷 》《 组 合 卷 》; 为 了 普及 数学 奥林匹克 ,完善 辞典 中 题目 类 
型 ,又 编辑 了 《选择 题 卷 》. 

《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 ) 五 卷 共 约 500 万 字 . 
《代数 卷 》《 数 论 卷 > 和 《选择 题 卷 》 是 按 知识 内 容 分 章 的 ;《 组 
合 卷 是 按 题目 的 内 容 分 章 的 ;《 儿 何 卷 ) 则 是 按 题目 的 结论 
分 章 的 .每 一 卷 的 正文 包括 试题 ,试题 的 出 处 及 解答 三 部 分 ， 
试题 的 多 种 解法 , 则 由 解 1, 解 2 或 证 1, 证 2 等 给 出 .正文 后 
有 附录 , 附 本 卷 第 用 的 有 关 数 学 知识 提要 ;还 有 本 卷 的 索引 ， 
索引 是 按 书 中 涉及 到 的 参赛 地 区 、 国 家 和 竞赛 名 称 , 按 英文 
字母 的 顺序 排列 的 . 

《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 的 出 版 ,无 疑 对 我 国 数 
学 奥林匹克 事业 的 发 展 , 对 我 国 跨 世 纪 科 技 人 才 的 培养 、 造 
就 和 选拔 有 重要 的 优 进 作用 ,并 为 之 摇 检 扬帆、 推波助澜 ! 

愿 数 学 奥林匹克 之 花香 飘 四 海 ， 

盼 新 一 代 科 学 精英 普 降 神州 ! 

本 书 的 出 版 仅仅 是 一 个 尝试 ,有 碟 切 希望 广大 读者 帮助 我 











们 完善 它 . 我 们 相信 ,经 过 不 断 地 去 粗 取 精 ,去 伪 存 真 ,去 旧 
增 新 ,伴随 着 我 国 数学 水 平 的 不 断 提高 ,这 部 大 辞典 必 将 成 
为 数学 奥林匹克 的 经 典 之 作 . : 





世界 数学 奥 林 多 克 解 题 大 辞典 z 1207 z 
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